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 قدمةم

 ىذه المطبوعة
 .تسيتَالللسنة الثانية علوـ  "2 إحصاء"حسب البرنامج الوزارم بؼقياس  ىذه ابؼطبوعة ىي عبارة عن بؿاضرات الإحصاء

برمج ىذا ابؼقياس لطلبة السنة الثانية، لكي يستفيد الطلبة من القاعدة التي اكتسبوىا عند دراسة الإحصاء الوصفي في 
ىدؼ ىذا ابؼقياس ىو تقدنً السنة الأكلى، لكن ىدفو الأساسي ىو التمهيد لدراسة الإحصاء التطبيقي في السنة الثالثة. 

 أم الأساس الرياضي للإحصاء التطبيقي. ،حصاء الرياضيعلم الإ
باعتبارىا فرعا من الرياضيات، تدرس مادة ىذا ابؼقياس في كليات العلوـ ك ابؽندسة، لكن تقدنً ىذه ابؼادة لطلبة العلوـ 

لوـ الاقتصادية بكلية العالإحصاء  تدري  ة فيبذربة سنوات عديىي بشرة ابؼطبوعة ىذه الإنسانية يتضمن صعوبة خاصة. 
ىذه الكلية ك بطريقة تلائم مستول طلبة ابؼقياس بؿتول نستفيد من ىذه التجربة لصياغة حاكلنا أف ، كلقد بعامعة ابؼسيلة

على فعملنا  ؛حرصنا على ربط ابؼفاىيم كالقواعد النظرية باستخداماتها التطبيقيةلتحقيق ىذا الغرض طبيعة التخصص. 
لأف فهم القواعد الرياضية يكوف أسهل إذا كاف للمتلقي خلفية عن ابؼشكلة  مفهوـ جديد. ك إعطاء أمثلة بؿلولة عن كل

بدسألة  اتأك النظريلبعض الدركس التقدنً عملنا في كثتَ من الأحياف إلى التي بوتاج حلها إلى استخداـ ىذه القواعد، 
بهم يفتًض إلى أنو تنا الأعزاء طلبننبو ىذا ك  .النظريةتوصل إلى لنننطلق منها التمهيد، كأحيانا بدثابة مشكلة تكوف بدثابة 

استيعاب ابؼفاىيم الرياضية بعموميتها ك لا يبقوا خيابؽم حبي  على عند دراسة الإحصاء الرياضي أف يكونوا قادرين 
 ما بعد.الأمثلة كابؼسائل ابؼعطاة، فالإحصاء الرياضي غتَ الإحصاء التطبيقي الذم يعتٌ بتطبيقات ىذه ابؼفاىيم في

جل ابؼوازنة بتُ الفصوؿ أمن . ابؼعنوف "ابؼتغتَات العشوائية" يتضمن البرنامج ابؼقرر على بشانية فصوؿ، أطوبؽا الفصل الثاني
فصوؿ نظرا بغجمو، كبصعنا بؿتويات  3بؿتويات الفصل الثاني إلى م يقسنعيد بذزئة بؿتويات البرنامج. فأعدنا ترأينا أف 

 ابؼبحث، بحيث يوافق مباحثكلقد قسمنا الفصوؿ إلى ن في فصل كاحد لتعلقهما بدوضوع كاحد. الفصل السابع ك الثام
بابؼنهج ابؼقرر، لكن سوؼ بهد القارئ أننا توسعنا في بعض في الغالب الأعم التزمنا  ، ككاحدة في أغلب الأحيافبؿاضرة 

و قد بسكن من فهم النقاط الرئيسية ابؼقررة، ك إلا ابعوانب من خلاؿ ابؼلحقات، فلو أف يلم بهذه الاستطرادات إف رأل أن
غتٍ عن الذكر أف بؿتول ىذه ابؼطبوعة من نظريات كقواعد لي  من إبداع  كفإننا ننصحو بأف بير عليها مركر الكراـ. 

علوـ ستول طالب كلية الرأينا أنو الأنسب بؼمؤلفها، ك إبما ىي قواعد مبسوطة في ابؼراجع بصعناىا كعرضناىا بأسلوب 
حتى إذ نقدـ لطلبتنا ك زملائنا ىذا العمل ابؼتواضع، نهيب بهم أف لا يبخلوا علينا بدلاحظاتهم كتعليقاتهم ك الاقتصادية. 

 نستفيد منها لطبعات مقبلة بحوؿ الله.
 متطلبات المقياس
الفصوؿ الأخرل. فالفصل الأكؿ  كبقية، من ابؼهم التمييز بتُ الفصل الأكؿ ىذا ابؼقياسكفهم متابعة و برتاجفيما يتعلق بدا 

باقي الفصوؿ أما لاحتمالات لا بوتاج استيعابو إلى مستول عالي في الرياضيات، ابؼفاىيم الأساسية لعلم ايتضمن الذم 
تطلب فهمها أف يقوـ الطالب بدراجعة عدد من ابؼفاىيم الرياضية أغلبها متضمنة في برنامج الرياضيات للسنة الأكلى. في

ابؼفاىيم أساسا في الدكاؿ، الاشتقاؽ، التكامل )خاصة التكامل بالتجزئة( كالدكاؿ الأسية. كما بوتاج الطالب تتمثل ىذه 
 إلى قاعدة بسيطة في مفاىيم اللوغاريتم، التكامل الثنائي كالسلاسل الشهتَة.

 كلمة إلى الطلبة
ذج أك شبو قوانتُ في حد ذاتها بواكلوف حفظها كثتَا ما نلاحظ أف الطلبة يستخدموف التمارين ابؼقدمة في السلاسل كنما

دكف  بؿاكلة يائسة بؼواجهة الامتحاففي بينما ىي في ابغقيقة بؾرد كسيلة لفهم الدرس. ىذا التشبث بالشكل دكف ابؼضموف 
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. فوريةفهم حقيق بؼضموف ابؼادة ىو نتيجة حتمية بالنسبة بؼن لا يتابع المحاضرات كالتطبيقات بابؼراجعة ابؼستمرة ك ال
كحسب رأينا فإف الصعوبة التي يواجهها الطلبة في ىذا ابؼقياس سببها أنو مقياس يعتمد أساسا على الفهم أكثر بفا يعتمد 
على التذكر. كىذا الفهم لا يتأتى عن طريق التلقي من الأستاذ، مهما بذؿ ىذا الأختَ كمهما كانت مهارتو، كإبما بوتاج 

ابؼراجعة  يى، لفهم ىذه ابؼادة"الوصفة السحرية"  من التًكيز ك ابؼثابرة.مع قدر فرده إلى جهد مستقل يبذلو الطالب بد
1بجرعات منتظمة ك فورية )بعد كل بؿاضرة قبل النوـ

( مع شيء من التًكيز على القواعد كابؼفاىيم حتى يتم فهمها فهما !
. أك قواعد إضافية  يتخذىا "بماذج" جامدةمن خلاؿ بسارين السلاسل ك لكن لامل الطالب على تعميق فهمو كليع جيدا.
بتنمية إلا ابؽدؼ لا يتحقق كىذا ، ىدؼ الأستاذ كابعامعة ككل ىو إعداد الطالب بؼواجهة ابؼشكلات ابؼعقدة للتسيتَ إف

ىي . إف ابعائزة ابغقيقية التي بهب أف يتوقعها الطالب من دراسة بابعامعة بعدد من التقنيات ابؼساعدة دتزك الك الذكاء 
تكوين ، ك ىي من جهة أخرل، تكوين قدرة على التعلم الذاتي أكثر من بذميع كم من ابؼعارؼ التي قد لا بوتاجها أبدا

ذىنية مستقلة قادرة على برليل ابؼشكلات كالوضعيات ابؼعقدة كصياغتها في شكل كاضح كدقيق كمن ثم إبداع حلوؿ بؽا 
في ابؼسائل التي تطرحها مطولا إذا عود الطالب نفسو على إعماؿ فكره ىذه القدرة لا تتأتى من خلاؿ تفكتَه ابػاص. 

التحليل كالتًكيب كالاستنباط كالاستدلاؿ كأس  التفكتَ ابؼنتج كابؼبدع. إف القدرة على بفا يعطي الطالب  التمارين
رأبظاؿ بهمعو  الوصوؿ إلى ىذه القدرة على مواجهة مشكلات كحلها ىي غاية أساسية للتعليم ابعامعي كىي أحسن

 الطالب ليستثمره حياتو العامة كابػاصة معا.

 2نثذج ذارٌخٍح عن ذطىر عهى الاحصاء

ذات  ك"كىكذا فإف البحث يتقدـ عبر مراحل منفصلة ك مستمرة من ابغدس، التعصب، الإثارة ك ابغمى. 
3أينشتاين لبرتأ   […]عاش تلك اللحظات الفريدة. تذكؽ طعمها من ك يأختَا الفرحة يوـ تتحقق 

 

 
لإحصاء  التطور التاربىي لعن بنظرة يستحسن أف بويط الطالب للإحصاء الرياضي الطرائق ابؼختلفة  الشركع في دراسةقبل 

 .من كتبوا في ىذا العلمأبرز طلع على بؾموعة من ي، كأف كممارسة ككعلم
أماكن متعددة على استخداـ الإحصاء من : تدؿ ابغفريات التي كجدت في 88ما قبل الميلاد إلى غاية القرن الفترة 
لإدارة أداة  ك ،الإحصاء كوسيلة للرقابةكالأمراء ابغضارات القدبية عبر ابؼعمورة. منذ القدـ استخدـ ابغكاـ عدد من قبل 

التي  ،مريةابغضارة السو في تعداد السكاف كجرد السلع كابؼوارد ابؼختلفة. ، كاستخدموا في ذلك ابؼملكة أك ابؼدينة أك ابؼقاطعة
، كانت قوائم بشكل كبتَ كالتي ازدىرت فيها التجارة ،بل ابؼيلادقآلاؼ إلى ألفي سنة  5نهرين سادت في بلاد ما بتُ ال

في عهد كجدت حفريات مشابهة تثبت استخداـ ابعرد ، كقد من السلع كالأشخاص تدكف على ألواح من الصلصاؿ
التي قامت على التسيتَ كالتقسيم الدقيق بؼياه النيل ابؼصرية بؼيلاد. ابغضارة آلاؼ سنة قبل ا 3التي سادت ابغضارة ابؼصرية 

فقد كاف للمصريتُ القدامى مدارس ، كوسيلة للمراقبة  للتدويناتسمت إدارتها بابؼركزية الشديدة كىذا الذم أعطى الأبنية 
علمو ابؼوظف أف لا اعتبار لأمر أك عقد ما لم يكن لقوانتُ ابؼعموؿ بها، ككاف بفا يتكايتعلم فيها ابؼوظفوف القراءة كالكتابة 

اليونانية كالركمانية، ككذا ك  اليابانيةك  ابؽنديةك  مكتوبا. كاستخدـ ابعرد لدل بصيع ابغضارات القدبية تقريبا كابغضارة الصينية
                                                 

1
 !. فأنقذ معلوماتك في الساعات الأكلى قبل أف تتبخرها ننساىا في التسع ساعات الأكلىبابؼئة من ابؼعلومات التي نتعلم 61يعلمنا علم نف  التًبية أف أكثر من   

2
 .2، ص 1996، (Ellips)، دار (SMA)أخذت معظم ابؼعلومات التاربىية عن:  جوف جاؾ دركزبيك، أساسيات في الإحصاء، سلسلة   

3
 عن:  .1979ربهي ىونريو، باري ، فلاماريوف،  كيف أرل العالم. تربصو إلى الفرنسية :ومن كتاب  

Microsoft ® Encarta ® 2006. © 1993-2005 Microsoft Corporation. 
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الإحصاء كاف ذا العهد  . في ى( 1572إلى غاية  12)ابتداءا من القرف  مريكا ابعنوبيةالساحل الغربي لأفي حضارة الإنكا 
بؼواد كالأفراد كأحيانا بقد نظاما لتصنيف ابؼعلومات لكن لم يوجد دليل على عمليات معابعة بؽذه اعبارة عن جرد 

 ابؼعطيات.
في العهد الإسلامي كاف ابػليفة عثماف )ر( أكؿ من أمر بالتدكين لإحصاء ابؼستفيدين من عطايا بيت ابؼاؿ، أما في أكربا 

فقط كبالتحديد في بريطانيا. أما في فرنسا فإف عمليات  1186كؿ الآثار عن عمليات التعداد ترجع إلى فنجد أف أ
الذم شهد ميلاد أكؿ تسجيلات عقود ابغالة ابؼدنية كإجبارية تسجيل عقود الازدياد في عهد  14التعداد ترجع إلى القرف 

أف يدفع  –أب الإدارة الفرنسية  - ″كولبتَت″حتُ أراد  17لقرففرنسوا الأكؿ. في فرنسا دائما بذدر الإشارة إلى أنو في ا
ببلاده إلى ابؼستول الصناعي الذم بلغتو بريطانيا في ذلك الوقت، أس  إدارة مركزية قوية... ككاف من منجزاتو أف شهدت 

بالإضافة إلى دكؿ ( عددا من عمليات التحقيق الكبرل.  كشهدت أبؼانيا كبريطانيا تطورا مشابها 1661-1631كزارتو )
مصطلحات علم السكاف مثل  1662في ( أكؿ من استعمل : GRANT 1674 -1621) "قرانت" أخرل. كقد كاف

ابػصوبة كطوؿ مدة ابغياة؛ كما قارف بتُ معدلات كلادة الإناث كالذكور. كقد طور ىذا العالم مع عالم آخر ىو بيتي 
(PETTY)  الثانوية )عن عدد ابؼساكن، عدد الوفيات...( تدعى "طريقة طريقة لتعداد السكاف من خلاؿ ابؼعطيات
 "لابلاس"عرفت بعد ذلك برسينات متتالية على أيدم علماء آخرين منهم خاصة    (Multiplicateur)ابؼضاعف" 

(LAPLACE)  1785في. 
لتي كانت سائدة تاربىيا ارتبط ظهور نظرية الاحتمالات بألعاب ابغظ ا  :88و 87ظهور نظرية الاحتمالات في قرن

بكثرة في أكربا في القرف السابع عشر كتنظمها البنوؾ بشكل خاص. لكن قلة انتشار طباعة الكتب كالأجواء الدينية 
البعض أكؿ الكتابات في علم نسب . كيالكتابات في ىذا الشأف السائدة التي لا تبارؾ ىذه الألعاب منعت انتشار

 La)الذم كتب عما أبظاه آنذاؾ "ىندسة ابغظ"   PASCAL) 1662- 1623الاحتمالات إلى العالم "باسكاؿ" )

géométrie du hasard) 1611) "فرمات"رسائل لو مع زميلو ابؼعركؼ ىو الآخر . ككاف ذلك من خلاؿ –
 1665FERMAT : كتذكر في ىذا الصدد بشكل خاص ابؼسألة التي طرحها على باسكاؿ أحد ىواة الألعاب "كم . )

". ثم جاء علماء آخركف كانت بؽم ؟ 12 بؼكعبي نرد حتى بيكن ابؼراىنة بتفاؤؿ على ابغصوؿ على بؾموع ينبغي من رمية
 JACQUES)، جاؾ برنولي (HUYGEN : 1629 – 1695)إضافات بارزة في ىذه الفتًة مثل ىابهاف 

BERNOULLI)  ،موافر (MOIVRE)   لايبنيتزككذا (1716 – 1646 LEIBNIZ :كما ساىم في ى .) ذه الفتًة
عرفت نظرية الاحتمالات على ,LAPLACE    (GAUSSE,  BAYESعلماء كبار أمثاؿ ) 19التي سبقت القرف 
 أيديهم إبقازات كبتَة.

: في ىذا القرف برزت إحدل أىم عناصر نظرية الاحتمالات كىي "التوزيع الطبيعي" كذلك لقياس نسبة ابػطأ 89القرن 
. في ىذا القرف LAPLACE)ك (GAUSSE ىذا من بشرة عمل العابؼتُ لابلاس كقوسفي بؾاؿ ابغسابات الفلكية. كاف 

 . كآخركف (QUETLET) كما برزت أبظاء مثل كتلت (GALTOU) أيضا ظهرت حسابات الارتباط لقالتو
ا، إبما برىن عليها رياضيمنظرية الاحتمالات كما نراىا الآف، أم بصياغة رياضية ناضجة في شكل قوانتُ  ن:و القرن العشر 

( من ىذا 1921 – 1981من الأبظاء التي برزت في الفتًة الأكلى )ك  تبلورت في القرف العشرين كبالضبط في بدايتو.
من فرنسا بوريل ك  (MARKOV) من ركسيا ماركوؼك  (KARLE PEARSON)القرف بقد من بريطانيا بتَسوف 

(BOREL)( درست مسائل التوقع1932 – 1921. في الفتًة الثانية )حيث كاف لفيشر ،(FISHER)  .دكرا بارزا 
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  (NEYMAN)إلى نهاية ابغرب العابؼية الثانية برزت اختبارات الفركض على يد نابياف 1933في الفتًة ابؼمتدة من 
بالإضافة إلى خطط  (NEYMAN) كبداية النظرية ابغديثة للمعاينة لنابياف (EGON PEARSON)كإيقوف بتَسوف 

من ابػمسينات تكاثرت الكتابات في بؾاؿ الإحصاء حيث عرفت نظرية التقدير كبرليل البيانات. التجارب لفيشر. بداية 
 كبالتدريج انتشر استخداـ الإحصاء في ابؼيادين ابؼختلفة كالعلوـ التجريبية كالإنسانية.

دراسة السكاف فإف ك  دتاربىيا إذا كانت أكلى استعمالات الإحصاء ارتبطت بحاجة الدكلة لتنظيم ابعباية كالتجني لخص:م
أكلى الدراسات في حساب الاحتمالات )أصل الإحصاء الرياضي( ارتبطت أكؿ الأمر بدسائل ألعاب الصدفة كابغظ  

. التطور السريع لعلم الاحتمالات كفرع 17كمجاؿ جديد أثار فضوؿ عدد من العلماء الذين أسسوا ىذا العلم في القرف 
لكن أىم عناصر الإحصاء الرياضي كما ىو معركؼ الآف تبلورت في النصف  21من الرياضيات كاف في بدابة القرف 

 الأختَ منو.

 لإحصاءعهى ا ذعزٌف

 : "يقصد بعلم الإحصاء، الطريقة الإحصائية، كىي تلك الطريقة التي بسكن من: 1 مصطفى الخواجةتعريف 
 ،بصع ابغقائق عن الظواىر ابؼختلفة في شكل قياسي 

 قائق في جداكؿ تلخيصية،تسجيل بيانات تلك ابغ 

 .عرض بيانات تلك ابعداكؿ بيانيا كبرليلها بهدؼ معرفة ابذاىات ىذه الظواىر كالعلاقات فيما بينها 

أم أف علم الإحصاء بىتص بالطريقة العملية بعمع كتنظيم كتلخيص كعرض كبرليل البيانات بهدؼ الوصوؿ إلى نتائج 
بيكن القوؿ بإبهاز شديد أنو" علم استنباط ابغقائق من الأرقاـ بأسلوب مقبولة كقرارات على ضوء ىذا التحليل. أم 

 علمي كبطريقة علمية."
... "كبيكن تقسيم علم الإحصاء إلى قسمتُ كبنا الإحصاء الوصفي كالإحصاء التحليلي, كفرع الإحصاء الذم يهدؼ 

بالمجموعات الأكبر أك الأخرل فإنو  فقط إلى كصف كبرليل بؾموعة معينة دكف الوصوؿ إلى نتائج أك استدلاؿ خاص
أما الإحصاء التحليلي فيهتم بعمليات التنبؤ كالتقدير عن طريق استخداـ جزء من المجموعة  ،يسمى بالإحصاء الوصفي

للوصوؿ إلى قرار أك حكم عاـ بيكن تطبيقو على المجموعة كلها، كلذلك يعتمد في جزء كبتَ منو على نظرية 
 الاحتمالات."

: "الإحصاء ىو علم بصع كترتيب معلومات خاصة بظاىرة معينة كقياس الوقائع كأساس  2طوو جيلاليجلاتعريف 
 للاستقراء ".

: يعرؼ ىذا العالم الإحصاء بأنو ذلك العلم الذم يشمل " بؾموعة الطرؽ التي تهدؼ إلى  3جون جاك دراوزبيكتعريف 
علق الأمر بدعرفة كيفية ابغصوؿ على تلك البيانات، معػرفة معابعة ابؼعطيات ..." كيقوؿ عن موضوع علم الإحصاء: "يت

 من أين يتم بذميعها كبأم شكل يكوف ذلك التجميع."

1دومنيك سلفاتورتعريف 
: " الإحصاء ىو بؾموع الطرؽ الرياضية ابؼتعلقة بجمع، كعرض، كبرليل، كاستخداـ ابؼعطيات  

ابزاذ قرارات إزاء حالة عدـ التأكد التي نواجهها في بؾاؿ الرقمية. ىذه العمليات بسكن من استخلاص استنتاجات ك 
 فيزيائية أخرل."ك  الاقتصاد كبؾاؿ الأعماؿ أك في علوـ اجتماعية

                                                 
1
 . 2 ، ص2112مصطفى ابػواجة: مقدمة في الإحصاء، الدار ابعامعية، الإسكندرية،   

2
 .3ص ، ، ديواف ابؼطبوعات ابعامعية2112جلاطو جيلالي، الإحصاء مع بسارين كمسائل بؿلولة،   

3
 مرجع سابق.دركزبيك،  
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الأكؿ يلخص، بووصل  (Statistique Inductive) بميز بتُ الإحصاء الوصفي كالإحصاء الاستدلالي» كيواصل الكاتب 
سقط على الكل من خلاؿ دراسة ابعزء، الكل يسمى في ىذه ابغالة المجتمع )أك من ابؼعطيات، أما الثاني فيكما من كبولل  
 ".( كابعزء يسمى العينة. صحة الإسقاط تتطلب إذا أف تكوف العينة بفثلة كأف تكوف احتماؿ ابػطأ بؿسوبا Universالعالم

من يسمي ىذا  ؾكىنا ،اء الاستدلاليالإحصابؼتمثل في هتم ىذا ابؼقياس بدراسة الفرع الثاني من الإحصاء ، يفيما بىصنا
من ابؼهم ذكر ىذه التسميات حتى يعلم الطالب أف بإمكابمو البحث عن مادة  تطبيقي".الحصاء الإالفرع من الإحصاء "

الإحصاء الاقتصادم، الاحتمالات، الاحتمالات ابؼقياس في مراجع برت ىذه العناكين كغتَىا مثل الاقتصاد القياسي، 
 .عشوائية أك ببساطة الإحصاءكابؼتغتَات ال
 التطبيقيالاحصاء 

يلي: نريد دراسة عدد من ابػصائص  "ابؼسألة الأساسية للإحصاء التطبيقي تتمثل نظريا كما :  2تعريف "ربهينالد لافوا"
تمع. بؽذا )كالعمر، الوزف، التوجو السياسي...( لمجتمع ما، لكن لأسباب بـتلفة لا بيكن أف نشمل بالدراسة كل أفراد المج

نلجأ إلى دراسة جزء من المجتمع )عينة( لدراسة ىذه ابػصائص، كعند إبساـ دراسة العينة نعمل على تعميم على المجتمع  
 ككل ابغقائق ابؼشاىدة مع التقييم، لفرض عدـ ابػطأ في ىذا التعميم".

عرض ك  ترتيبك  حصاء يهتم بكيفية بصعبصفة عامة كمن خلاؿ بصيع التعريفات السابقة بيكن القوؿ أف علم الإ :حوصلة
 كذا كيفية برليلها للخركج بخلاصة مفهومة.ك  البيانات
 

                                                                                                                                               
 
1
، دار ماؾ قراك ىيل،     .1، ص 1985دكمينيك سالفاتور، الاقتصاد القياسي كالإحصاء التطبيقي، سلسلة شوـ

2
  1.1، ص 1981، ربهينالد لافوا، الإحصاء التطبيقي، الكيبيك  
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 لاحتمالاتالأساسية لمفاهيم بالتذكير  .I  الفصل

 انرشيٍض     يفاهٍى أعاعٍح

 

 غتَ، كابغقيقة !! "من بتُ علوـ الرياضيات العليا يعتبر البعض الاحتمالات على أنها الأكثر تعقيدا ك "الأكثر علوا
كلا يضاىي . بديهيةقواعد لعبة مسلية تتلخص في بضعة ا فهمحقا بالنسبة بؼن يريد كوف تذلك. إنها لا تعدك أف 

بساطة الاحتمالات إلا تعدد استخداماتها كتواجدىا في بصيع ابؼيادين، ما يفسر حتمية دراستها على بصيع الشعب 
بؼعابعة ابؼشاكل ابؼطركحة كابزاذ يومية ب الاحتمالات ىو أداة تقريبا. بالنسبة لعالم الاقتصاد كالتسيتَ فإف فهم حسا
 غتَ مؤكدة.معلومات من ابغالات على  % 99القرار. فقرارات ابؼستَ، بل كحتى رب البيت، تبتٌ في 

 يفاهٍى أطاطٍح .1 انًثحس

 يفهـىو انرجشتح، انحذز والاحرًال

 خظائض الاحرًال

 انمىاػذ الأعاعٍح فً حغاب الاحرًال

 نلاحرًال ذؼشٌف تاعكال

 

 Epreuve, événement, probabilitéربة، الحدث والاحتمال مفهوم التج 8

 Evénement et probabilité و الحدثالاحتمال  (أ )

هو فالاحتماؿ ، أما كاقعة أك نتيجة ما فابغدث العشوائي ىو .لارتباطهما ببعض كثتَا ما بىلط الطلبة بتُ ىذين ابؼفهومتُ
ىو ابؼستقبل، فقد يكوف كقوع ابغدث لي  شرطا أف يكوف زمن عن حظوظ كقوع ابغدث ) يعبر بتُ الصفر كالواحدعدد 

ما ىو احتماؿ انهزامكم في ىذه ابغرب ؟   -قبل حرب ابػليج الأكلى -سئل الرئي  العراقي السابق (. ابؼاضي أك ابغاضر
كقوع حدث معتُ فإننا عادة فأجاب: "كاحد إلى مليوف". عندما نرغب في التعبتَ بشكل دقيق على مدل إمكانية 

بكن مثلا للحدث ابؼستبعد، إذف ‰ 1% للحدث المحتمل ك51% للحدث ابؼؤكد أك 111نستعمل عبارات مثل: 
 للتأكد. 1للاستحالة ك 1، بحيث يرمز 1إلى 1نستخدـ الكسور في سلم تصاعدم من 

حجر " عند رمي 6صوؿ على الوجو "، ك احتماؿ ابغ1/2 . احتماؿ ابغصوؿ على صورة عند رمي قطعة نقدية ىومثال
 . 1/6نرد ىو 

بيكن بصع الأعداد أك طرحها ك بيكن أف بزضع للجداء ك القسمة أما عمليات التقاطع ك الابراد، .. فهي عمليات على 
بسثل ىذه المجموعات ك ليست على الأعداد. من أجل ذلك لا يصح أف نكتب احتماؿ تقاطع )أك ابراد( احتماؿ. 

 لذىبية الأكلى في الاحتمالات كفي ىذا ابؼقياس ككل.القاعدة ا

ىو عدد يقي  حظوظ كقوع في مفهوـ العلم . فالاحتماؿ )الإمكانية ىي حدث( كبهب التمييز بتُ الاحتماؿ كالإمكانية
 . أما الإمكانية فهي حدث أك نتيجة ما من بتُ أحداث أك نتائج أخرل.أك إمكانية شيء ما نسميو نتيجة أك حدث

مثلا ، فيقاؿ كثتَا ما تطلق كلمة الاحتماؿ ك يقصد بها إمكانيةتلف عن ىذا ابؼفهوـ العلمي تعريف الناس للاحتماؿ. فبى
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إحتمالات" ك الصحيح  6إذا رمينا حجر نرد ىناؾ "إف ىذا احتماؿ بفكن" ك الصحيح إف ىذه إمكانية كاردة" أك يقاؿ "
 ، ..."نتائج بؿتملة 6إمكانيات أك  6ىناؾ " 

 Epreuveالتجربة  (ب )

لأف التجربة تتفرع النتيجة. أـ أك  التجربة ىي أـ ابغدثبيكن القوؿ أف لشرح ابؼفهوـ المجرد للتجربة ك بسييزىا عن ابغدث 
تقبل قد التجربة  ك.للحرببفكنة ابؽزبية ىي نتيجة بينما ، التجربة ىي ابغرب ابؼقولة السابقةففي بالضركرة إلى أحداث. 

 ر.نتيجتتُ أك أكث

عند رمي قطعة  6فإذا كنا ندرس احتماؿ ابغصوؿ على الوجو  ،كمفهوـ التجربة في علم الاحتمالات مفهوـ عاـ ك مرف
نرد تكوف التجربة ىي الرمي، ك إذا كنا ندرس احتماؿ عدد معتُ من الوحدات التالفة لآلة ما بيكن اعتبار كل كحدة 

نقوؿ ن الطلبة الراسبتُ في مقياس ما نعتبر كل طالب كتجربة... منتجة كتجربة، كإذا كنا ندرس احتماؿ عدد معتُ م
 احتماؿ حدث أك احتماؿ نتيجة كلا نقوؿ إحتماؿ بذربة.

 خصائص الإحتمال 2
 عادة ما نعبر عن ىذه ابػصائص بالطريقة التالية:

 لا يكوف سالبا( الاحتماؿ ىو عدد موجب بساما أك معدكـ(. 
 ساكم الواحد.بؾموع احتمالات أحداث بذربة ما ي 

 1ىي أف الاحتماؿ يكوف بؿصورا بتُ ك  كبيكن إضافة خاصية ثالثة تستنتج بديهيا من ابػاصيتتُ السالفتتُ
 لا أف يكوف أكبر من الواحد.ك  . أم أنو لا بيكن أف يكوف سالبا1ك

 الاحتمالاتحساب في الأركان الخمسة  3

كسنحتاج ما بعد قتضاب لإبراز أبنيتها كنعود لشرحها فقواعد أساسية في حساب الاحتماؿ نذكرىا الآف با بط ىناؾ 
 .إلى استخداـ ىذه القواعد في بصيع فصوؿ ابؼقياس

مطركحا منو احتماؿ ابغدث ابؼعاك . بؾموع احتماؿ ابغدث كاحتماؿ ابغدث 1احتماؿ كقوع حدث يساكم  .1
 .1ابؼعاك  يساكم 

ضركبا في احتماؿ كقوع الثاني بؼا يكوف الأكؿ احتماؿ كقوع حدثاف "أ" ك "ب" يساكم احتماؿ كقوع الأكؿ م .2
 قد كقع فعلا.

كقوع حدثاف مستقلاف يساكم جداء الاحتمالتُ أم احتماؿ ابغدث الأكؿ مضركبا في احتماؿ ابغدث  احتماؿ .3
 الثاني.

 احتماؿ كقوع ابغدث كعكسو يساكم الصفر، كنقوؿ أف ابغدثاف متنافياف. .4
 ع احتمالي ابغدثتُ مطركحا منو احتماؿ برققهما معا.احتماؿ كقوع حدث "ا" أك "ب" يساكم بص .5

 تعريف باسكال للاحتمالحساب الاحتمال حسب أو سادسة القاعدة ال 4
 بالشكل التالي:الاحتماؿ  (Blaise Pascal : 1623)بليز باسكاؿ  عرؼ 
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ا "احتماؿ حدث ىو عدد ابغالات ابؼلائمة لوقوع ابغدث مقسوما على عدد ابغالات ابؼمكنة، إذ
 1 اقتًضنا أف كل ابغالات بؽا نف  الاحتماؿ في الوقوع."

بتُ كل من التجربة، ابغدث كالاحتماؿ في ىذا  ىو احتماؿ ابغصوؿ على عدد زكجي عند رمي قطعة نرد ؟ ما مثال:
 ابؼثاؿ.

فهو  (. أما العدد الكلي للحالات ابؼمكنة6ك 4، 2ابعواب: ىناؾ ثلاث حالات ملائمة للحصوؿ على عدد زكجي )
فإف احتماؿ ابغصوؿ على عدد  وبافتراض أن كل الحالات الممكنة لها نفس الاحتمال(. 6 ،5، 4، 3، 2، 1: )6

زكجي ىو 
6

3=
2

1. 
 تنبيو: لا بيكن استخداـ ىذه العلاقة إذا لم تكن احتمالات ابغالات متساكية،.

؟ بتُ كل من ؿ أف تكوف كلها بضراءكريات معا. ما ىو احتما  3بضراء. نسحب  5كريات منها   7. صندكؽ بو 2مثال
 ابغدث في ىذا ابؼثاؿ.ك  التجربة

3عدد ابغالات ابؼلائمة 

5C :3 كعدد ابغالات ابؼمكنة

7C إذا الاحتماؿ ىو .
35

10
3

7

3

5 
C

C
التجربة ىي السحب من . 

 الصندكؽ، ابغدث أك النتيجة ىي ابغصوؿ على ...
بتُ كل من  احتماؿ أف يكوف الطالب أبضد؟من العشرة. ما ىو  اسمطلبة. نسحب بالقرعة  11. فوج مكوف من 3مثال
 ابغدث.ك  التجربة

 أبظاء من العشرة. ما ىو احتماؿ أف يكوف منهم الطالب أبضد؟ 3نسحب )بدكف إعادة( عينة من 
 ابغدث الأكؿ أك النتيجة الأكلى ىيحتماؿ ا( 1ابعواب: 

10

1، 
3( عدد الطرؽ ابؼمكنة للعينة: 2

10Cأبضد في العينة: ، عدد ابغالات ابؼلائمة لكي يكوف 
36
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 التجربة ىي السحب، النتيجة أك ابغدث ىي أف يكوف الطالب أبضد، ...
زملائو على أعلى نقطة في كل من الامتحانات الستة للسداسي. إذا كانت حظوظ الطلبة  3. يتناف  أبضد مع 4مثال 

في كل من الامتحانات الستة؟ أف يفوز أحد الطلبة )أيا كاف(  الأربعة متساكية، ما ىو احتماؿ: أف يفوز أبضد بأعلى نقطة
 بأعلى نقطة في الامتحانات الستة؟

 ابعواب:
6( ىناؾ 1

4
 .1/4096حالة بفكنة لنتائج ابؼنافسة، منها حالة فوز أبضد بجميع ابؼقايي ؛ إذا الاحتماؿ ىو  4096 = 

 . 4/4096ع ابؼقايي ، إذا الاحتماؿ ىو حالات لفوز أحد الطلبة بجمي 4طلبة إذا ىناؾ  4ىناؾ ( 2

 خلاصة 5
 .1ك لا يقل عن  1الاحتماؿ ىو عدد لا يزيد عن 

                                                 
1
 .3ك 2، ص 1981ربهينالد لافوا    
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التجربة كابغدث كالاحتماؿ ىي مفاىيم لا بهب ابػلط بينها. التجربة يتولد عنها أحداث )نتائج أك حالات( بـتلفة. 
ىذه ابؼهارة في برديد ما ىي التجربة أك التجارب  . من ابؼهم اكتسابكخياؿذكية التجربة مفهوـ مرف يتطلب أحيانا نظرة 

 .في مسألة ما لأف ذلك ىو ابؼفتاح لفهم ك حل ابؼسألة
 ب:ىي الأركاف الأساسية لعلم الاحتمالات. ىذه القواعد متعلقة ىناؾ بط  قواعد في حساب الاحتماؿ 

 ابؼعاك بغدث حتماؿ اا، 
 ،باحتماؿ برقق حدثتُ معا 
 عا إذا كانا مستقلاف،باحتماؿ برقق حدثتُ م 
 ،ُباحتماؿ برقق أحد حدثت 
 .ك متعلقة باحتماؿ برقق ابغدث ك عكسو معا 
 

 انرزيٍش أو انرعثٍز انزٌاضً عن الاحرًالاخ .2 انًثحس

 

 (1642-1564) الرياضيات" جاليليلغتو "الطبيعة ىي كتاب 
 اعرخذاو َؼشٌح انًجًىػاخ

 ػشب الاحرًالاخو جًغانرؼثٍش انشٌاػً ػٍ لىاػذ 

 ح تاٌضَظشٌ

نستخدـ التًميز من أجل التوصل إلى تعبتَ دقيق ك كاضح لقواعد ابغساب الاحتمالي كىي ذاتها القواعد الأربعة ابؼذكورة 
 في ابعزء الأكؿ.

 P(A)نعبر عن احتماؿ حدث ما بطريقة رياضية فنكتب 

 . P(x)أك   P(X = x)كما يلي:   X = x: كنعبر عن احتماؿ كقوع ابغدث 
 1/6، أك باختصار:  P(X = 5)=  1/6" عند إلقاء حجر نرد يكتب:  5تماؿ ابغدث: "ابغصوؿ على الوجو مثاؿ: اح
( =P(5 

 .P=  1/6ك أحيانا بلتصر أكثر فنكتب: 

 رية المجموعات للتعبير عن الأحداث العشوائيةظاستخدام ن 8
 عشوائية:من خلاؿ البنود التالية تستخدـ نظرية المجموعات للتعبتَ عن الأحداث ال

 تسمى المجموعة الكلية أك فضاء العينة.ك  ،Ωنعبر عن النتائج ابؼمكنة لتجربة ما ب  .1

 ىي بؾموعة من النتائج ابؼمكنة للتجربة. Aمن فضاء العينة، حيث  A نعبر عن ابغدث بدجوعة جزئية .2

 قد برقق. A نقوؿ أف ابغدث Aإذا انتهت التجربة بنتيجة بسثل عنصرا من  .3

 يسمى عادة حدث بسيط.   Ωوم على نقطة أك عنصر كاحد منابغدث الذم بوت .4

 
 لتكن بعينا بذربة ىي إلقاء مكعب نرد. أكتب بؾموعة فضاء العينة ثم عبر عمليا عن الأحداث التالية:. مثال

 A=  {1, 2, 3, 4, 5, 6 = }Ω    , {6}   )حدث بسيط(            6: ابغصوؿ على العدد Aابغدث 
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 B= {6 ,4 ,2لى عدد زكجي                         }: ابغصوؿ عBابغدث 
 C=  {5 ,3 ,2}    : ابغصوؿ على عدد أكلي                        Cابغدث 

 D=  {5 ,3 ,1}  : ابغصوؿ على عدد فردم                        Dابغدث 

 وعة فضاء العينة ثم عبر عن:: لتكن لدينا بذربة ىي رمي قطعتتُ نقديتتُ على التوالي: أكتب بؾم2مثال 
 A =  {PP, PF, FP, FF =}Ω  ,{ PP}: ابغصوؿ على مرتتُ كتابة )حدث بسيط(          A ابغدث
 = B { FP, PF: ابغصوؿ على كتابة مرة كاحدة                    } Bابغدث 
 C  ={ PF, PP}      : ابغصوؿ على كتابة في الرمية الأكلى            Cابغدث

 

بيثل ابغدث ابؼستحيل لأنو لا بيكن أف يتحقق  Φ من بتُ الأحداث ابؼمكنة في بذربة ما أيا كانت، ابغدث .5
 .P(Φ) = 0 عنصر منها.

نفسها، كىو ابغدث الأكيد لأنو  Ωمن بتُ الأحداث ابؼمكنة في بذربة ما أيا كانت، حدث المجموعة الأساسية  .6
 P(Ω) = 1 لابد أف يتحقق أحد عناصرىا على الأقل.

.... على المجموعات بكصل على بؾموعات جديدة جزئية  بتطبيق عمليات مثل الإبراد كالتقاطع، الطرح، ابعمع .7
 .  من ذلك :Ω كمن ثم أحداث جديدة في  Ωمن 

AUB ىو ابغدث: إماA   أكB .أك كلابنا 

A∩B  :ىو ابغدثA كB .في كقت معا 
CA   ىو ابغدث ابؼعاك  ؿA. 

B –  Aث: ىو ابغدA  لكن لي B. 
متنافياف )أك غتَ متلائماف( أم لا بيكن كقوعهما معا  Bك Aنقوؿ أف  Φ  =A∩Bإذا كاف  .8

(mutuellement exclusifs.) 

 ."صورة على الأقل" B ك ىو ابغدث "مرتتُ كتابة" Aمثاؿ: نرمي قطعة نقدية مرتتُ: إذ كاف 
A = {PP}.  B = {PF, FP, FF}            A∩B = Φ 

 الاحتمالاتحساب قواعد التعبير الرياضي عن  2

 Evénement contraire .8أو التعبير الرياضي عن القاعدة رقم  الحدث المعاكس (أ )
 كنكتب :، A احتمالو ىو احتماؿ عدـ برقق ابغدثك  'Aأك  Āب  Aنعبر عن ابغدث ابؼعاك  ؿ 

P(Ā) + P(A) = 1  <=> P(Ā) = 1– P(A) 

 

 

 

 

 للصورة )الوجو(. نلاحظ أف: Fك للكتابة Pنرمز ب ك  طعة نقديةمثاؿ: نرمي ق
P(P) = P(F') = 1– P(F) <=> P(P) + P(F) = 1 

 

A Ā 
Ω  



 انًفاهٍى الأعاعٍح نلاحرًال  انفظم الأول

- 6 - 

، فما ىو ابغدث ابؼعاك  في ىذه  P(5) = 1/6ىو:  5: عند رمي حجر نرد فإف احتماؿ ابغصوؿ على العدد 2مثاؿ 
 ابغالة كما احتمالو؟

 .P(5') = 1 – P(5) = 1 – (1/6)  = 5/6احتمالو ىو: ك  ،5ابغدث ابؼعاك  ىو ابغصوؿ على عدد غتَ 

 ما ىو احتمالو؟ك  : نرمي حجر نرد، ما ىو احتماؿ ابغصوؿ على عدد زكجي، ماىو ابغدث ابؼعاك 3مثاؿ 
P(nombre pair) = P(2 ou 4 ou 6) = 3/6 

 احتمالو: ك ابغدث ابؼعاك  ىو ابغصوؿ على عدد غتَ زكجي،
P(impair) = 1– P(pair) = 1– (3/6)  = 3/6. 

 (.2رقم قاعدة )أيا كانت " B" و "Aاحتمال وقوع الحدث " (ب )
P(A∩B) = P(A)* P(B/A) 

P(A∩B∩C) = P(A)* P(B/A)* P(C/(A∩B)) 
A, B, C مستقلة أك لا، متنافية أك لا( أحداث ما(  ،    (A/B)P  سمى الاحتماؿ الشرطي ؿيB  علما أفA ققبؿ. 

 كمن ابؼعادلة الأكلى بكصل على:
 P        (A)P ( /A∩B)P  ( =A/B)P( A) > 0 لما 

بؿقق.           A تصبح فضاء ابؼعاينة بدا أف  Aحيث  

 (.B)حدث 4( أحسب عند إلقاء حجر نرد احتماؿ ابغصوؿ على قيم أقل من 1  مثال:
 .A)حدث(إذا علمت أف الوجو المحصل بؼكعب النرد عدد فردم  4حتماؿ ابغصوؿ على نتيجة أقل من ( أحسب ا2
 إذا علمت أف النتيجة عدد فردم. 4( أحسب احتماؿ ابغصوؿ على قيمة أكبر أك يساكم 3

P(B) = P(1ou 2 ou 3) = P(1) + P(2) + P(3) = 3/6 
P(B/A) = P(B∩A)/P(A) 

P(B∩A) = P (impaire et  ≤ 4) = P(1 ou 3) = P(1) + P(3) = 1/6  +  1/6 = 2/6 

P(B/A) = P(B∩A)/P(A) = 2/6  /  3/6  =  2/3 

 (.3رقم قاعدة " مستقلان )B" و "A" لما "B" و "Aاحتمال وقوع الحدث " (ج )
P(A∩B) = P(A) * P(B)                     (P(B/A) = P(B)) 

 مستقلاف، Bك Aأك عدـ كقوعو نقوؿ أف  A يتأثر بوقوع لا Bأم أف كقوع ، كىو تعريف استقلاؿ حدثتُ

P(A∩B∩C) = P(A) * P(B) * P(C)                 P(C/(A∩B)) = P(C) 
؟ )نتيجة مكعب النرد مستقلة  6العدد ك  نرمي حجر نرد كقطعة نقدية معا. ما ىو احتماؿ ابغصوؿ على الصورة مثال:

 عن نتيجة القطعة النقدية(.
P(A∩B) = P(A).P(B) = 0.5 * 1/6  = 1/12. 

 في الرمية الثانية.ك  . نلقي قطعة نقدية مرتتُ. أحسب احتماؿ ابغصوؿ على صورة في الرمية الأكلى2مثال 
P(FF) = P(A∩B) = P(A) P(B) = 0.5 * 0.5 = 0.25 

A\B     A∩B     B\A 

 

A B 

Ω  
 B\Aغٍز انحذز   B/Aانحذز    1 رطى
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 3نكرر العملية ك  دكؽبيضاء. نسحب كرية نسجل لونها ثم نعيدىا للصن 3ك بضراء 2كريات   5. صندكؽ بو 3مثال 
 مرات.
o  كريات بضراء )أحداث مستقلة(.  3كريات بضراء،   2أحسب احتماؿ ابغصوؿ على 
o كيف يكوف الاحتماؿ في حالة كوف السحب بدكف إرجاع الكرية )أحداث غتَ مستقلة(؟ 

P(RR) = P(R1 ∩ R2) = P(R1) P(R2) = 2/5 * 2/5 = 8/25 
P(RRR) = P(R1 ∩ R2 ∩ R3) = P(R1) P(R2) P(R3) = 2/5 * 2/5 * 2/5 = 8/125 

P(RR) = P(R1 ∩ R2) = P(R1) P(R2/R1) = 2/5 * 1/4 = 2/20 
P(RRR) = P(R1 ∩ R2 ∩ R3) = P(R1) P(R2/R1) P(R3/(R1∩R2)) = 2/5 * 1/4 * 0 = 0 

 (.4" )القاعدة رقم B" أو "Aاحتمال وقوع حدث " (د )

P(AUB) = P(A) + P(B) – P(A∩B) 

 

 

 

 

 (.5القاعدة رقم لما "أ" و "ب" متنافيان ) ع حدث "أ" أو "ب"احتمال وقو  (ه )

 A, B تنافيةلتكن الأحداث ابؼ

P(AUB) = P(A) + P(B)      (P(A∩B) = 0) 

P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(C)      (P(A∩B∩C) = 0) 

 

 

 

 قواعد إضافية مهمة (و )
 من أجلA1 ⊂ A2      :فإف         P(A1) ≤ P(A2)      ك P(A2 – A1) = P(A2) – P(A1) 

 

 

 

  من أجلA كB :أحداث أيا كانت P(A∩B) + P(A∩B’) = P(A) 

 

 

  إذا كافA :ىو نتيجة أحد أك بعض الأحداث ابؼتنافية A1, A2 , A3 , A4 ,  …… An 

P(A) = P(A∩ A1) + P(A∩A2 ) + P(A∩A3 ) + ……. + P(A∩An ) 

            A∩B      

A B 

Ω

  

A Ā Ω

  

 

A1 
A2 

Ω  

   A∩B’     A∩B     B∩B’ 

 

A B 

Ω  
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 Théorème ou règle de BAYESحتمال السببي أو نظرية بايز نظرية الا 3
أحداث متنافية فيما بينها حيث ابرادىا يشكل المجموعة الكلية   1A، 2A، 3A، . . . Ak، . . .، Anلتكن 

برقق، بكسب  A، إذا علمنا أف Ak حدث ما يتحقق عن طريق كاحد أك أكثر من الأحداث A، كΩ)الأساسية( 
 كما يلي:  Akاحتماؿ برققو عن طريق ابغدث 

)(

)(

)/()(

)/()(
)/(

1
AP

AAP

AAPAP

AAPAP
AAP k

n

k kk

kk

k




  
تسمى ىذه النظرية نظرية الاحتماؿ السببي لأنها بسكن من 

ىو ابؼسبب لوقوع  (Ak)حساب احتماؿ أف يكوف حدث ما  
 (.Aحدث آخر )

 
فواتتَ. يشغل ابؼكتب عاملتتُ من ال % 21 طبع( بدكتب للمحاسبة حيث تولت A1)مكتب فت أمينة ظ: ك مثال

من  %5. ترتكب ابؼوظفة ابعديدة أخطاء في 51%( A3الأخرل )ك  من الفواتتَ %31( تطبع A2أخريتُ إحدابنا )
 .1%( A3لدل الثالثة )ك  2%(  A2الفواتتَ، بينما نسبة ابػطأ لدل الثانية )

تكوف ىي من أبقزت الفاتورة بحجة أنها لا تنجز أخذت فاتورة بشكل عشوائي فتبتُ أف بها أخطاء. استبعدت الأكلى أف 
 (.%5ردت عليها العاملات الأخريات بأف نسبة الأخطاء لديها ىي الأكبر)ك  من الفواتتَ، %21إلا 

قارف مع احتماؿ أف يكوف ك  ( ىي التي حررت الفاتورةA1.   أحسب احتماؿ أف تكوف ابؼوظفة ابعديدة )1
 .A3أك  A2مصدر ابػطأ ىو 

 بؾموع الاحتمالات الثلاث. .  أحسب2
 . أحسب احتماؿ أف تكوف فاتورة بـتارة عشوائبا من بؾموع ابؼراسلات، أف تكوف بها أخطاء.3

     

     

     
476.0

01.0*5.002.0*3.005.0*2.0

01.0*5.0

)/()(

)/()(
)/(

2857.0
01.0*5.002.0*3.005.0*2.0

02.0*3.0

)/()(

)/()(
)/(

238.0
01.0*5.002.0*3.005.0*2.0

05.0*2.0

)/()(

)/()(
)/(

3

1

33

3

3

1

22
2

3

1

11

1




























k kk

k kk

k kk

AAPAP

AAPAP
AAP

AAPAP

AAPAP
AAP

AAPAP

AAPAP
AAP

 
 ىي التي حررت الفاتورة. A3يظهر من ابغساب أف الاحتماؿ الأكبر ىو أف تكوف 

حداث ابؼتنافية لأنها بسثل احتمالات الأ  P(A1/A) + P(A2/A) + P(A3/A) = 1بؾموع الاحتمالات  .2
 الثلاث.

 . احتماؿ كجود خطأ في مراسلة ما:3
       012.001.0*5.002.0*3.0005.0*2.0)/()()( kk AAPAPAP

 

A1    A2        Ak . . .         An 

A 

Ω  
 تاٌش رطى ٌىضح نظزٌح  2 رطى 

A1    A2        Ak . . .         An 

A 
Ω  
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 خلاصة 4
باستخداـ نظرية المجموعات كأساس للتًميز في بؾاؿ الاحتمالات بيكن ابغصوؿ على صياغة أكثر دقة للمفاىيم 

 ابؼختلفة. بهذه الطريقة نستخدـ:
 "P(2) * P(5)  =("5" في رميتي نرد:  5 ك 2(  مثاؿ: احتماؿ "الوجو etبدلا عن عبارة "ك" ) ∩رمز التقاطع 

∩ P("2" 
 + P("5"U"2") = P(5)في رمية نرد  5أك  2 " مثاؿ: احتماؿ الوجوouبدلا عن عبارة" أك" " Uرمز الإبراد 

P(2) 
 P(Ā) = 1 – P(A) "؛  Aبدلا عن عبارة "عك   Ā أك  CAرمز ابؼتمم 

 ن القواعد ابػمسة الأساسية بغساب الاحتمالات.من خلاؿ ىذا التًميز بيكن أف نعبر بسهولة ع
-     P(A∩B) = P(A)* P(B/A) 

 P (                  (A)P ( /A∩B)P  ( =A/B)=>  P( A> )0  بشرط(

 P(A∩B) = P(A)* P(B)     -عندما يكوف ابغدثاف مستقلاف
 

-      P(AUB) = P(A) + P(B) – P(A∩B) 

 P(AUB) = P(A) + P(B)                         (P(A∩B) = 0)      -دما يكوف ابغدثاف متنافياف أم :عن

 

 "كتابة في ابؼرة الأكلى"، عبر عن ابغدث: Bك مرتتُ كتابة""A  نرمي قطعة نقدية مرتتُ، نسمي مسألة.
A ، B، Ā،  A∩B ، AUB ، B– A  ،B – A 

A = {PP}, B = {PP, FP}, Ā = {PF, FP, FF}, 
A∩B = {PP}, AUB = {PP, FP}, A – B = Φ,           B – A= {FP} 

 ملحق 5

 التعبير الهندسي عن الاحتمالات (أ )

توضح عناصر ابؼسألة استعماؿ أشكاؿ ىندسية سألة مركبة للاحتمالات يستحسن برليلها بم حلالشركع في قبل 
بتُ شجرة الاحتماؿ تالاحتماؿ )أنظر ابؼلحق( كبـطط فتُ. )الأحداث( كالعلاقات بينها. يستخدـ بؽذا الغرض شجرة 

الأحداث ابؼتنافية التي تنتج عن التجربة الواحدة أك ابؼكررة كذلك من خلاؿ أغصاف تتفرع من أصل، أما بـطط فتُ 
 فيستخدـ لتمثيل الأحداث الفرعية دكائر داخل مستطيل بيثل التجربة.

 
 
 
 

موع احتمالات كل تفريعة يساكم الواحد. التفريعة ىي بدثابة شجرة فرعية برتوم يراعى في رسم الشجرة أف يكوف بؾ
 أحداث متنافية، لكونها بسثل النتائج المحتملة لتجربة جزئية.

 أحسب احتماؿ ابغصوؿ على مرتتُ صورة.مثاؿ. نرمي قطعة نقدية مرتتُ. 

 

A 

 
 يخطط فٍن  1 رطى
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P(face ∩ face) = P(face) * P(face/face) = 0.5 * 0.5 = 0.25. 
 

 
 مفهوم الحدث العشوائيفي  (ب )

لا عشوائي لا تعتٍ أف ابغدث لا بىضع لأم قانوف، بل ابؼقصود أننا نتحدث عن حدث حدث بهب ابؼلاحظة أف كلمة 
ض مصادفة يقع. ابؽزبية التي كقعت في ابغرب كأم ىزبية كانت بؽا أسبابها كليست بؿ نعلم مسبقا ما إذا كاف سيقع أك لا

عمياء. كابغقيقة أف لا شيء في الطبيعة يقع بابؼصادفة. فلا معتٌ لكلمة مصادفة إلا أننا لم نقصد كقوع الشيء. فعندما 
أقوؿ التقيت بفلاف صدفة، فهذا يعتٍ أنتٍ لم أقصد كلم أخطط بؼقابلتو. لكن ىناؾ أسباب أدت إلى ىذه ابؼلاقاة منها أنتٍ 

(. 5نحصل على مرة كاحدة الوجو )فإننا لا نعلم إذا كنا سمرات  6إذا رمينا مكعب نرد ك كذل سلكت طريقا معينا ...
مرة  1111إذا رمينا مكعب عدد كبتَ جدا من ابؼرات )، لكن ( ىي قيمة نظريةP(5) =1/6 )مثلا  P(X) لذلك قيمة

موضوع علم الاحتمالات  .1000/6( سيكوف قريبا جدا من العدد 5مثلا( فنتوقع أف عدد مرات ابغصوؿ على الوجو )
 ىو البحث في قوانتُ الأحداث العشوائية، كلذلك أطلق عليو اسم "ىندسة ابغظ".

 حساب عدد الحالات الممكنة أو الملائمةفي  (ج )

 .surjectionبكتاج أحيانا بغساب عدد الطرؽ ابؼمكنة أك ابؼلائمة إلى مفهوـ ، بالإضافة إلى التوفيقات كالتًتيبات كالأس
surj (n, k) = k [surj (n-1, k) + surj (n-1, k-1)]    ,   (n, k > 0), 

Surj (n, 1) = 1 , Surj (1, 1) = 1, surj (1, k >1) = 0 
 احتماؿ أف يفوز كل طالب على الأقل بدقياس كاحد:( أحسب 4في ابؼثاؿ )مثلا: 

 عدد ابغالات ابؼلائمة ىو :
Surj (6, 4) = 4[surj (5, 4) + surj (5, 3)] 
 بغساب ذلك بكتاج إلى حساب سلسلة من القيم:

Surj (5, 3) = 3[surj (4, 4) + surj (4, 2)],  mais: Surj (4, 2) = 2[surj (3, 2) + surj (3, 1)] , 
mais: Surj (3, 2) = 2[surj (2, 2) + surj (2, 1)], 

mais : Surj (2, 2) = 2[surj (1, 2) + surj (1, 1)] = 2(0+1) = 2 
=> Surj (3, 2) = 2(2+1) = 6, … 

 صىرج

P(face/face) = 0.5 

 
 صىرج

P(face) = 0.5 

 

 كراتح

P(pile) = 0.5 

 

 كراتح

P(pile/face) = 0.5 

 

 صىرج

P(face/pile) = 0.5 

 

 كراتح

P(pile/pile) = 0.5 

 

 

P(FF) = P(F) P(F/F) 

 

 

 

P(FP) = P(F) P(P/F) 

 

 

P(PF) = P(P) P(F/p) 

 

 

 

P(PP) = P(P) P(P/P) 
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6 5 4 3 2 n       

k 
0 0 0 0 2 2 
0 0 0 6 6 3 
0 0 24 36 14 4 
0 120 240 150 30 5 

720 1800 1560 540 62 6 

 . 1560/4096الاحتماؿ ىو إذا 
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 العشوائيةة المتغير .II  الفصل

 انًرمطؼحيفهىو انًرغٍشج انؼشىائٍح 

 ًشج و ذىصٌؼها الاحرًانًانًغريفهىو انًرغٍشج انؼشىائٍح 

 

ذىسٌعها الاحرًانًو يفهىو انًرغٍزج انعشىائٍح انًرقطعح .1 ابؼبحث
1 

 يفهىو انًرغٍشج انؼشىائٍح

 يفهىو انًرغٍشج انؼشىائٍح انًرمطؼح

 رغٍشج انؼشىائٍح انًرمطؼحانرىصٌغ الاحرًانً نهً

 رغٍشج انؼشىائٍح انًرمطؼحششوؽ دانح انكصافح نهً

 رغٍشج انؼشىائٍح انًرمطؼحصافح نهًانرًصٍم انثٍاًَ نذانح انك

 رغٍشج انؼشىائٍح انًرمطؼحدانح انرىصٌغ نهً

 
. مابدرض من عمره طفل أصيب خلاؿ السنوات الثلاث الأكلى  1111دراسة على  تأجري مسألة:

 ( من خلاؿ دالة الكثافة التالية:: السنةXبينت الدراسة أف احتماؿ الإصابة مرتبط بالزمن )



 


sinon0

30²,
)(

xcx
xf

 
  السنة الأكلىفي أف تكوف إصابة طفل بـتار عشوائيا من العينة ابؼدركسة أحسب احتماؿ. 

 أشهر حسب ابعدكؿ التالي: 3نصف، أك ك  يعالج ابؼرض بؼدة شهر، شهر
X 3 1.5 1 الأشهر 

 1.2 1.3 1.5 الاحتماؿ
 نصف على الأكثر.ك  أحسب احتماؿ أف تكوف مدة علاج طفل من العينة شهر 

 يةمفهوم المتغيرة العشوائ 8
ـ ك  يرمز للمتغتَة ع بحرؼ لاتيتٍ كبتَ. كبميز بتُ ـ ع ابؼتقطعة كل قيمة.متغتَة يلحق بقيمها احتمالات برقق  قيمة ىي 

 العشوائبة ابؼتصلة أك ابؼستمرة.
. القيم ابؼمكنة Xفي بذربة إلقاء مكعب نرد بيكن أف نسمي الوجو الذم يستقر عليو الكعب متغتَة عشوائية  مثال :
 . كنكتب مثلا :1/6بكل قيمة بيكن أف نلحق احتماؿ برققها، كىو ىنا . 6، 5، 4، 3، 2، 1ىي:  Xؿ

,… P(X = 1) = f(1) = 1/6,  P(X = 2) = f(2) = 1/6 
. 1يساكم  لذلك فإف بؾموع احتمالاتهاك  ( ىي متنافية، 1 ،2 ،3 ،4 ،5 ،6) Xلاحظ أف القيم ابؼمكنة ؿ 
 


6

1
1)(

x
xXP 

التي بسثل عدد مرات ابغصوؿ على كتابة.  Xقدية مرتتُ بيكن أف نعتُ ابؼتغتَة العشوائية في بذربة إلقاء قطعة ن .2مثال 
. لا حظ أنو بيكن تعيتُ متغتَات عشوائية أخرل انطلاقا منن نف  2، 1، 1ىي  Xفي ىذه ابغالة القيم ابؼمكنة ؿ 

                                                 
1

 مفهوـ ابؼتغتَة العشوائية. اختًنا ىذا التقسيم لكي يتناسب كل جزء مع الزمن ابؼخصص للمحاضرة.   -1في البرنامج الأصلي:  
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 Z = X - Yبحث  Zثم ابؼتغتَة  ،2، 1، 1عدد مرات ابغصوؿ على صورة، كىي متغتَة تأخد القيم  Yالتجربة، مثلا 
... 

 . الاحتمالات ابؼلحقة بقيمها بيكن حسابها كما يلي:2-، 2، 1ىي  Xالقيم ابؼمكنة ؿ 
P(Z = 0) = P(X – Y = 0) = P(X = 0 et Y = 0 ou X = 1 et Y = 1 ou X = 2 et Y = 2) => 

P(Z = 0) = 0 + P(X = 1 et Y = 1) + 0 = 2 * 0.5² = 0.5 

 رة العشوائية المتقطعةالمتغي 2

 ك تسمى أيضا ـ ع منفصلة، كىي التي تأخذ عددا منتهيا من القيم ابؼمكنة في بؾاؿ مغلق.
 قيم بفكنة. 4ابؼعرفة في ابؼثاؿ الأكؿ تأخذ  Xابؼتغتَة  [5 ,2]: داخل المجاؿ ابؼغلق مثال

 التوزيع الاحتمالي للمتغيرة المتقطعة 3

للقيم التي تأخذىا ابؼتغتَة بحرؼ ك  لاحتمالات ابؼرتبطة بقيم ابؼتغتَة. نرمز للمتغتَة بحرؼ كبتَىي بؾموعة القيم ابؼمكنة مع ا
دالة الكثافة  f(x). كتسمى الدالة  f(x)نكتب أيضا : ك   P(X = x)صغتَ. نعبر عن احتماؿ قيمة معينة كما يلي 

 الاحتمالية.

 ب نرد( يكتب كما يلي:التوزيع الاحتمالي لم ع للمثاؿ الأكؿ )إلقاء مكع مثال:

X 1 2 3 4 5 6  
P(X = x) 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1 

 ، عدد مرات الصورة في رميتتُ لقطعة نقدية:Xالتوزيع الاحتمالي ؿ  .2مثال 

X 0 1 2  
P(X = x) 1/4 2/4 1/4 1 

 شروط دالة الكثافة للمتغيرة المتقطعة 4

دالة الكثافة الاحتمالية.  f(x)كتسمى الدالة  f(x)نكتب أيضا : ك  P(X = x) نعبر عن احتماؿ قيمة معينة كما يلي 
 دالة كثافة احتمالية بهب أف يتحقق شرطاف اثناف: ،أيا كانت ،لكي بيكن اعتبار دالة ما

 



x

xf

xf

1)()2

0)()1

 

 , f(1) = f(2) = f(3) = … f(6) = 1/6 ≥ 0نتيجة لإلقاء حجر نرد:  X: نأخذ دالة الكثافة ؿ مثال

 Σf(x) = 1/6 + 1/6  + … + 1/6 = 6(1/6) = 1الشرط الثاني أيضا لأف:  ك  ،الشرط الأكؿ بؿقق

 التمثيل البياني لدالة الكثافة الاحتمالية ل م ع المتقطعة 5

 .Xابؼتقطعة لي  من خلاؿ منحتٌ كلكن من خلاؿ أعمدة متوازية على بؿور ابؼتغتَة العشوائية ثل بس

 ابؼعرفة على إلقاء قطعة نقدية مرتتُ. Zك Xؿ  مثاؿ: بمثل بيانيا منحنيات دكاؿ الكثافة
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 التمثيل البياني لدالة الكثافة للمتغتَة العشوائية ابؼتقطعة   3 رطى 

 للمتغيرة العشوائية المتقطعة F(x)دالة التوزيع  6

 كما يلي:  –عية" تسمى أيضا "الدالة التجميك  -تعرؼ دالة التوزيع 
F(x) = P(X ≤ x) 

 كما يلي:  f(x)كبيكن استنتاج دالة التوزيع من دالة الكثافة الاحتمالية 




xu

ufxXPxF )()()(

 
 بيكن تعريفها كما يلي:  F(x)تأخذ عددا منتهيا من القيم فإف  Xإذا كانت 

 
 
 
 

للأمثلة  F(z)ك  F(x): أكجد قيم مثال
 مثلهما بيانيا.ك  السابقة

2 1 0 X 
1/4 1/2 1/4 f(x) 

1 3/4 1/4 F(x)=P(X≤x) 
 
2 0 -2 Z 

1/4 1/2 1/4 f(x) 
1 3/4 1/4 F(x)=P(X≤x) 
 

 
تأخذ دالة التوزيع للم ع ابؼتقطعة شكلا سلميا، كىي لا تكوف متناقصة في أم بؾاؿ، كأكبر قيمة بفكنة بؽا ىي  ملاحظة. 

1. 

-2       0       2 z 

f(z) 

   1 

 

 
1/2 

 

1/4 

f(x) 

0       1       2    x 

1 

 

 
1/2 

 

 

1/4 

 سٌع نهًرغٍزج انعشىائٍح انًرقطعحانرًثٍم انثٍانً نذانح انرى    4 رطى 
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 ذىسٌعها الاحرًانًو انًظرًزجيفهىو انًرغٍزج انعشىائٍح  .2 انًثحس

 ذؼشٌف انًرغٍشج انؼشىائٍح انًغرًشج

 رغٍشج انؼشىائٍح انًغرًشجانرىصٌغ الاحرًانً نهً

 رغٍشج انؼشىائٍح انًغرًشجخظائض دانح انكصافح الاحرًانٍح نهً

 رغٍشج انؼشىائٍح انًغرًشجنهً دانح انرىصٌغ

 لاػذج لاٌثٍُرض

 ةتعريف المتغيرة العشوائية المستمر  8

ىي متغتَة ع تأخذ عددا لا متناىيا من القيم في بؾاؿ بؿدكد، أك ىي تأخذ أم قيمة داخل ىذا المجاؿ. من أجل ىذا فأف 
كحدات قياس ابؼتغتَة ابؼيتمرة تكوف مستمرة مثل الزمن، الوزف، ابؼسافة، ابغجم، ...

 التوزيع الاحتمالي المستمر 2

الاحتمالات ابؼلحقة بها. نسمي توزيعا كهذا دالة الكثافة ك  غتَة ع ابؼستمرةىو بؾموعة القيم التي بيكن أف تأخذىا ابؼت
 الاحتمالية أك دالة الاحتماؿ، كىي بفثلة بدنحتٌ متصل.

تأخذ عددا لا متناىيا من القيم داخل أم بؾاؿ، فإف احتماؿ قيمة بعينها ىو احتماؿ يؤكؿ إلى  Xلاحظ أنو بدا أف 
لة الكثافة تستعمل بغساب لذلك فإف دا  P(X=x) 0الصفر.

 f(x)احتماؿ بؾاؿ. كيكوف ذلك بحساب ابؼساحة برت منحتٌ 
 بتُ حدكد المجاؿ.

 
 

 لاحظ أف إشارة التكامل ىنا تقابل إشارة المجموع في
 حالة ابؼتغتَة ع ابؼتقطعة.

 

خصائص دالة الكثافة الاحتمالية للمتغيرة  3
 العشوائية المستمرة

 بإشارة المجموع بقد أف شركط دالةباستبداؿ إشارة التكامل 

 الكثافة الاحتمالية للم ع ابؼستمرة تكتب كما يلي :
 

المحور ك  من البديهي إذا أف منحتٌ دالة الكثافة لا بيكن أف ينزؿ أسفل بؿور الم ع، كما أف ابؼساحة الإبصالية بتُ ابؼنحتٌ
 الأفقي تساكم الواحد.

 بعض المجالات من خلاؿ احتمالات بؾالات أخرل.ىذه ابػصائص تفيدنا في حساب احتمالات 
 الثاني لدالة الكثافة الاحتمالية في الدالة التالية:ك  التي برقق الشرطتُ الأكؿ Cأكجد قيمة الثابت  مثال:
  أحسب احتماؿ أف تكوفX  2إلى  1تنتمي للمجاؿ من. 

1 

 

 

a       b x 

f(x) 


b

a
dxxfbxaP )()(

انرًثٍم انثٍانً نذانح انكثافح نهًرغٍزج    5 رطى

 انعشىائٍح انًظرًزج
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  أحسب احتماؿ أف تكوفX  2إلى  1لا تنتمي للمجاؿ من. 
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 للمتغيرة العشوائية المستمرة F(x)دالة التوزيع  4

 تعرؼ دالة التوزيع للمتغتَة ابؼستمرة كما يلي:

لدالة التوزيع أبنية أكبر بالنسبة للمتغتَة ابؼستمرة. السبب في ذلك 
باحتماؿ نقطة، كبغساب احتماؿ بؾاؿ من الأيسر التعويض في لي  ك  باحتماؿ بؾاؿ ،في حالة ابؼتغتَة ابؼستمرة ،أننا نهتم

نقطتاف من بؾاؿ تعريف  a, bدالة التوزيع بدلا من حساب التكامل في كل مرة. يتضح ذلك من القاعدة التالية: بفرض 
X بحيث ،b > a  بغساب احتماؿ أف تكوف .X  تنتمي إلى المجاؿ]a, b]  : 
 
 
 

 :مثال
 للمتغتَة ابؼذكورة في ابؼثاؿ السابق.أكجد دالة التوزيع 

 .P(1< x <2)  استخدـ دالة التوزيع بغساب الاحتماؿ:
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 حظاب الاحرًال ين خلال دانح انرىسٌع    6 رطى
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 Règle de LEIBNITZقاعدة لايبنيز  5

 تفيد ىذه القاعدة الرياضية العامة في استنتاج أف مشتقة دالة التوزيع ىي دالة الكثافة:
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xf
dx
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 كانت دالة التوزيع كما يلي:  إذا  X: أكجد دالة الكثافة للمتغتَة مثال



 




sinon0

01
)(

2 xe
xF

x

 
 



 




sinon0

02
)(

2 xe
xf

x

 
 

 الأول و الثاني المبحث خلاصة 6
برديد القيم ابؼمكنة للمتغتَة ك عشوائية من خلاؿ التوزيع الاحتمالي )أك القانوف الاحتمالي( بؼتغتَة تعريف يتم 

 الاحتمالات ابؼقابلة بؽا.

 أك دالة، تسمى دالة كثافة الاحتمالية. جدكؿ التوزيع الاحتمالي( (يتم ىذا التحديد إما من خلاؿ جدكؿ 
لكي نقوؿ عن دالة ما أنها دالة كثافة احتمالية بهب أف تكوف موجبة دكما ك أف يكوف بؾموع الاحتمالات مساكيا 

 للواحد.
 :الدالة التجميعية )أك دالة التوزيع( بسثل احتماؿ بؾاؿ من أصغر قيمة للمتغتَة إلى نقطة ما





xu

ufxXPxF ة ك  في حالة ـ متقطع )()()( 


x

duufxXPxF في حالة ـ  )()()(

 مستمرة.
نظرا لتعريفها تأخذ دالة التوزيع مسارا متزايدا )أك ثابتا على أجزاء من المجاؿ(. تبرز أبنية الدالة التجميعية أكثر عندما 
 تكوف ابؼتغتَة مستمرة لأننا نهتم حينها باحتمالات بؾالات. بيكن استنتاج دالة الكثافة من خلاؿ اشتقاؽ دالة التوزيع.
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 التباينو التوقع الرياضي .III  الفصل

 انرىلغ انشٌاػً

 الاَحشاف انًؼٍاسيو انرثاٌٍ

 انؼضوو

 انذانح انًرجذدج نهؼضوو

 َظشٌح شٍثٍشٍف، َظشٌح الأػذاد انكثٍشج

 

 

، من 1.2عملاء. احتماؿ تلقي طلبية من العميل الأكؿ ىي  4أرسلت مؤسسة عركضا إلى 
من العميل الرابع. في انتظار ردكد العملاء ما ىو  1.4ك 1.35، من العميل الثالث 1.3العميل الثاني 

 العدد ابؼتوقع من الطلبيات؟

في العديد من ابغالات لا يكفي حساب احتماؿ برقق حدث أك أحداث معينة بل بكتاج للخركج بتوقع معتُ يلخص 
بدبالغ معينة بسبب ارتباط كل الوضعية ابؼطركحة أمامنا. من جهة أخرل قد يصعب ابؼفاضلة بتُ خيارات متاحة مقيمة 

مبلغ بدخاطرة بـتلفة؛ من ابؼعركؼ أف الاستثمارات الأكثر مردكدية ىي تلك التي تتضمن أكبر بـاطرة، فكيف بيكن أخذ 
موضوعية؛ إف طريقة التوقع كبقية ابؼفاىيم الأخرل الواردة أعلاه بيكن ك  ابؼبلغ ابؼتوقع كبطريقة دقيقةك  في ابغسباف ابؼخاطرة

 ساعدنا في ذلك.أف ت

 Espérance mathématiqueانرىقع انزٌاضً  .1 انًثحس

 ذؼشٌف انرىلغ

 ذىلغ دانح

 تعريف التوقع 8

 يعرؼ التوقع الرياضي بؼتغتَة عشوائية متقطعة كما يلي:

 


n

i ii

n

i ii xfxxXPxXE
11

)()()( 
 يعرؼ التوقع الرياضي بؼتغتَة عشوائية مستمرة كما يلي:ك 





 dxxxfXE )()( 

 .μxأك  μنرمز للتوقع أحيانا ب 
 رات. أحسب العدد ابؼتوقع من ابؼرات التي بكصل فيها على كجو.م 4نلقي قطعة نقدية  مثال:
 عدد مرات كجو X 0 1 2 3 4 المجموع

16/16 = 1 (1/2)
4 4 (1/2)

4 6 (1/2)
4 4 (1/2)

4 (1/2)
4 P(X) 

32/16 = 2 4 (1/2)
4 12 (1/2)

4 12 (1/2)
4 4 (1/2)

4 0 XP(X) 
216/32)()(

1
 

n

i ii xXPxXE
 

 رميات. 4العدد ابؼتوقع ىو مرتتُ من بتُ 
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دج إذا حصل على  41، كيربح 2دج إذا حصل على الرقم  21نلقي قطعة نقدية مرة كاحدة. يربح اللاعب . 2مثال 
 ،3دج إذا حصل على الرقم  31، 1دج  إذا حصل على الرقم  11، كبىسر 6دج إذا حصل على الرقم  61ك ،4الرقم 
 الربح يساكم توقع ابػسارة(. . برقق بفا إذا كانت العبة متوازنة )ىل توقع5دج إذا حصل على الرقم  51ك

 E(x) = 30/6 = 5 > 0ابعواب ىو أف اللعبة غتَ متوازنة لأف توقع الربح أكبر من توقع ابػسارة  

 نتيجة الرمي 1 2 3 4 5 6 المجموع
 X   نتيجة المراىنة 10- 20 30- 40 50- 60 -

6/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 P(X=x) 
(120-90)/6>0 60/6 -50/6 40/6 -30/6 20/6 -10/6 X*P(X=x) 

 . أكجد التوقع الرياضي للمتغتَة ذات دالة الكثافة التالية:3مثال
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 توقع دالة 2

 العزكـ ابؼرتبطة بالأصل.ك  يستخدـ توقع دالة عند حساب عدد من ابؼقايي  مثل التباين، العزكـ ابؼركزية

 ا.ـ ع تابعة بؽ y = g(x)ك ،f(x)ـ ع بؽا دالة كثافة  Xلتكن 


x
xfxgxgEYE )()())(()( 

      ـ متصلة: Xفي حالة 



 dxxfxgxgEYE )()())(()( 

 
 . E(Y)ك  E(X). أحسب Y=X²ك عدد مرات ابغصوؿ على صورة، X. نلقي قطعة نقدية مرتتُ. نسمي 8مثال

 X 0 1 2 المجموع
1 1/4 1/2 1/4 P(X = x) 

E(X) =1 1/2 1/2 0 X*P(X) 

 4 1 0 X² 

E(X²) = 3/2 1 1/2 0 X²*P(X) 

 .E(Y). أحسب Y = g(x) = 3x² - 2xك ة الكثافة التالية،ـ ع ذات دال X: لتكن 2مثال
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 خصائص التوقع الرياضي 3
E (C) = C 

E(CX) = CE(X) 
E(X+Y) = E(X) + E(Y) 

 E(XY) = E(X)E(Y) ابؼتغتَتاف مستقلتاف.إذا كانت 

 . Bمن  4ك Aطلبيات من العميل  3تتوقع مؤسسة أف تتلقى كل شهر  مثال:
 من الطلبيات ابؼتلقاة من  أحسب العدد ابؼتوقعA .في السنة 
 .أحسب العدد الإبصالي ابؼتوقع من الطلبيات ابؼتلقاة في شهر 

 Aيعتُ كل عميل من طرفو مندكبا عن كل طلبية بؼتابعة إبسامها. كم تتوقع أف يلزـ من مقابلة لتعريف مندكبي العميل 
 .Bبدندكبي 

E(12A) = 12E(A) = 12(3) = 36 
E(A*B) = E(A)*E(B) = 4*3 = 12. 

E(A + B) = E(A) + E(B) = 3 + 4 = 7 

 Variance et écart typeالانحزاف انًعٍاري و انرثاٌن .2 المبحث

 ذؼشٌف انرثاٌٍ

 خظائض انرثاٌٍ

 انًرغٍشج انًؼٍاسٌح

 تعريف التباين 8

 :يعرؼ التباين بؼتغتَة عشوائية كما يلي
  ²)(²   XEXVarX  

 .σ = √V(X) = √σ²     الابكراؼ ابؼعيارم ىو جذر التباين.ك 

    في حالة ابؼتغتَة العشوائية ابؼتقطعة :  )(²)( xfxXV
x   

  في حالة ابؼتغتَة العشوائية مستمرة :
 




 dxxfxXV )(²)( 

 

 . V(X)عدد مرات ابغصوؿ على صورة، أحسب   Xنلقي قطعة نقدية مرتتُ. نسمي  مثال.
 X 0 1 2 المجموع

1 1/4 1/2 1/4 P(X = x) 
E(X) = μ =1 1/2 1/2 0 X*P(X) 

 1 0 1 (X-μ)² 
V(X) = 1/2 1/4 0 1/4 (X-μ)² * P(X) 

 .Xـ ع ذات دالة الكثافة التالية؛ أحسب تباين  Xلتكن . 2مثال 
  3/4.)(²²  




 dxxfx 
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 خصائص التباين 2

V(X) = E(X²) - E(X)² 
V(CX) = C²V(X)  ,  V (C) = 0 

 في حالة استقلاؿ ابؼتغتَتاف عن بعضهما
V(X + Y) = V(X) + V(Y) , V(X - Y) = V(X) + V(Y) 

 باستخداـ الصيغة V(X)عدد مرات ابغصوؿ على صورة، أحسب   Xلقي قطعة نقدية مرتتُ. نسمي نمثال: 
V(X) = E(X²) - E(X)² . 

 Wالنتيجة المحصل عيها. أحسب تباين ابؼتغتَة  Zنسمي ك  ، نلقي حجر نرد V(Y). أحسب Y = 2Xلتكن ابؼتغتَة 
 W = Z - Y  حيث:

 X 0 1 2 المجموع
1 1/4 1/2 1/4 P(X = x) 

E(X) = μ =1 1/2 1/2 0 X  P(X) 

 4 1 0 (X)² 

E(X)² = 3/2 1 1/2 0 (X)² * P(X) 

 
V(X) = E(X²) - E(X)² = (3/2) - 1 = 1/2 
V(Y) = V(2X) = 2²V(X) = 4 (1/2) = 2. 

V(W) = V(Z-2X) = V(Z) +V(2X) = V(Z) + 2²V(X). 
V(Z) = E(Z²) – E(Z)² = (1/6)[1²+2²+3²+4²+5²+6²]-(1/6)[1+2+3+4+5+6] =  70/6 

V(W) = (70/6) + 4 (1/2) = 82/6 = 13.67 

 Variable centrée réduiteالمتغيرة المعيارية  3
. تلحق ابؼتغتَة ابؼعيارية  *Xيرمز بؽا ك  متغتَة معيارية )تسمى أيضا ابؼتغتَة ابؼركزية( Xبيكن أف نلحق بأم متغتَة عشوائية 

ؿ  xقارنة لأف ابؼتغتَة ابؼعيارية لي  بؽا كحدة كابؼتً أك الساعة ... كإبما ىي تعبر عن كل قيمة بابؼتغتَة ابغقيقية من أجل ابؼ
X  ُمن خلاؿ ابؼسافة بتx  التوقع كμ إبما بالابكرافات ابؼعيارية.ك  بؿسوبة ل  بالوحدة الأصلية 






X
X*
 

 التباين للمتغتَة ابؼعيارية.ك  التباين نستخرج التوقعك  من خلاؿ خصائص التوقع
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 .71، 81، 75، 51، 61، 55 يساكم: Xك ،5، ابكراؼ معيارم 71من أجل متوسط *X : أحسب مثال



  ب. ص    يحاػشاخ الإحظاء انشٌاػً

 

- 5 -III   

 .1، 2، 1، 4-، 2-، 3-ابعواب: القيم ىي: 
مام. يشتًط يوـ ابؼسابقة أف يكوف كزف  1. يتدرب عاملاف أبضد كعلي من أجل ابؼشاركة في ماراتوف عيد العماؿ 2مثال 

 .  μ ± 1.5σاؿ ابؼتًشح لا يتجاكز المج
علي إذا كاف كزنهما: ك  كغ. ىل سيقبل العاملاف أبضد  5الابكراؼ ابؼعيارم ىو ك   μ = 70إذا كاف الوزف ابؼتوسط بالكغ ىو

 كغ؟  81ك كغ،  77
 يقبل أبضد.ك  كغ، لذلك فستَفض علي  77.5كغ إلى   62.5ابعواب: بؾاؿ القبوؿ ىو من 

 خلاصة 4

، حسب كوف ابؼتغتَة متقطعة ؤشرات ابؼعبرة عن خصائص ابؼتغتَة ك بوسباف كما يليالتوقع الرياضي ك التباين ىي أىم ابؼ
 :أك مستمرة

 


n

i ii

n

i ii xfxxXPxXE
11

)()()( 




 dxxxfXE )()(

 
 تتمثل فيما يلي:خصائص أساسية  4لتوقع ك التباين لكل من ا

V(C) = 0                   توقع عدد  ثابت E (C) = C 

V(CX) = C²V(X) E(CX) = CE(X) 

 عن بعضهمافي حالة استقلاؿ ابؼتغتَتاف 

V(X + Y) = V(X) + V(Y) 
, V(X - Y) = V(X) + V(Y) 

E(X+Y) = E(X) + E(Y) 

V(X) = E(X²) - E(X)²  .في حالة استقلاؿ ابؼتغتَتاف عن بعضهماE(XY) = E(X)E(Y) 

 
خلاؿ كحداتها الأصلية  لي  من xمن أجل ابؼقارنة بتُ ابؼتغتَات تستخدـ ابؼتغتَة ابؼعيارية التي تسمح بالتعبتَ عن قيمة 

 كالتوقع الرياضي. x)كغ، متً، زمن، ...( كإبما بعدد الابكرافات ابؼعيارية التي تفصل بتُ القيمة 

التوقع الرياضي كالتباين للمتغتَة ابؼعيارية 





X
X* 1ك  1بنا على التوالي. 

 

 :Xفي الاحتمالات ابؼقابلة ؿ( نضرب قيم الدالة X²)مثلا التباين، أك  Xبغساب التوقع الرياضي لدالة ما في 


x
xfxgxgEYE )()())(()(

 





 dxxfxgxgEYE )()())(()( 
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 انذانح انًرجذدج نهعشووو  ووانعش .3 انًثحس

 انؼضوو

 نذانح انًرجذدج نهؼضووا

 Les momentsالعزوم  8

: العزـ ابؼركزمك العزـ ابؼرتبط بالأصل. تستخدـ ك  ما التباين يعتبر العزـ من تطبيقات توقع دالة. بميز بتُ نوعتُ من العزكـ
كمعامل التفلطح  α3 (coefficient d'asymétrie)ن ابؼقايي  مثل معامل التماثل العزكـ في حساب عدد م

(Kurtosis ou coefficient d'aplatissement) α4. 

 .μr Le moment central العزم المركزي (أ )

 كما يلي:  Xللم ع  rيعرؼ العزـ ابؼركزم من الدرجة 

   ...,2,1,0,  rXE
r

r  

  
  
   ²)(

00)()(

11)1(

2

2

2

1

1

1

0
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XVXE

EXEXE

EXE

 
 عة ابؼتغتَة متقطعة أك مستمرة كما يلي:بوسب العزـ ابؼركزم حسب طبي
 




 dxxfx

r

r )(                       )(xfx
r

i ir    
 للمتغتَة ع ذات دالة الكثافة: 3ك 2، 1، 1أحسب العزكـ ابؼركزية من الدرجة  مثال .
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ة في للمتغتَة ع ابؼتقطعة التي بسثل عدد مرات ابغصوؿ على صور  3ك 2، 1، 1أحسب العزكـ ابؼركزية من الدرجة مثال: 

 رميتتُ لقطعة نقدية.

 Moment autour de la moyenne μ'rالعزم المرتبط بالأصل  (ب )

'),(2,1,0,...     يعرؼ العزـ ابؼرتبط بالأصل كما يلي:  rXE r

r 



  ب. ص    يحاػشاخ الإحظاء انشٌاػً

 

- 7 -III   












sinon0

20
2

1

)(
xx

xf

2

'

22

'

2

'

1

1'

1

'

0

0'

0

²²²²

)()(

11)1()(













XEXE

EXE

 
 للمتغتَة ع ابؼتصلة ذات دالة الكثافة: 4ك 3، 2، 1، 1أحسب العزكـ ابؼرتبطة بالأصل من الدرجة : مثال
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للمتغتَة ع ابؼتقطعة التي بسثل عدد مرات ابغصوؿ  4ك 3، 2، 1، 1من الدرجة  أحسب العزكـ ابؼرتبطة بالأصل .2مثال

 على صورة في رميتتُ لقطعة نقدية.

 العزم المرتبط بالأصلو  العلاقة بين العزم المركزي (ج )

rri

ir

i

r

i

rrrr CC    0

1

1

1 ')1(...')1(...'' 

 مرة. rمن خلاؿ اشتقاؽ الدالة ابؼتجددة للعزكـ  rبيكن أيضا ابغصوؿ على العزكـ ابؼرتبطة بالأصل من الدرجة 

 La fonction génératrice des moments Mx(t) دالة المتجددة للعزومال 2

 د ـ ع كما يلي:ك  ،Xبالإضافة إلى ارتباطها ب  tالدالة ابؼتجددة للعزكـ ىي دالة مرتبطة بدتغتَة )معلمة( 
)()( tx

x eEtM  
 في حالة ـ ع متقطعة: x

tx

x xfetM  ك في حالة ـ ع مستمرة: )()(





 dxxfetM tx

x )()( 
 للم ع ابؼعرفة في كما يلي:t ≠ 0 ددة للعزرـ من أجل أكتب الدالة ابؼتج مثال:












sinon0

20
2

1

)(
xx

xf

 
0

2

1
0)0()()0()(

2

02

2

0

0

 



dxxedxedxxfedxetM txtxtxtx

x 

t

e
VdxedVdxdUxUVdUUVUdVtM

tx
tx

x 




   ,.][

2

1

2

1
)(

2

0

2

0

2

0 

²2

1
2

2

1

2

1
)(

2222
2

0

2

0
t

e

t

e

t

e

tt

e
dx

t

e

t

e
xtM

tttttxtx

x 






















































 

 
 :rتستخدـ الدالة ابؼتجددة للعزكـ بغساب العزـ ابؼركزم من درجة 

0  
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بكتاج ذلك خاصة عند دراسة ك  كما تستخدـ الد ـ ع لإثبات تساكم توزيعتُ احتماليتُ، مثلا عند برقق شركط معينة،
 ية. النظرية التي نستعملها في ذلك ىي كالآتي:التقارب بتُ التوزيعات الاحتمال

 بؽما نف  التوزيع الاحتمالي إذاا: Yك X؛ نقوؿ أف ـ ع  My(t)ك  Mx(t)بؽما الد ـ ع  Yك Xلتكن ـ ع 

Mx(t) = My(t) 
 كما تستخدـ الد ـ ع لإثبات إستقلاؿ توزيعتُ احتماليتُ. النظرية التي نستعملها في ذلك ىي كالآتي:

 Mx+y(t) = Mx(t) . My(t)    ؛ فإف:   My(t)ك  Mx(t)ـ ع مستقلتاف، بؽما الد ـ ع  Yك Xإذا  

 خلاصة 3
السابق(. يدخل العزـ في حساب بعض ابؼؤشرات  ابؼبحث)أنظر  ات دكاؿبارة عن توقعك الدالة ابؼتجدد للعزكـ ىي عالعزـ 

 مثل التباين ك التوقع الرياضي، معامل التفلطح ك معامل التماثل.
كما يلي:  Xللم ع  rيعرؼ العزـ ابؼركزم من الدرجة    ...,2,1,0,  rXE

r

r  

),(2,1,0,... يعرؼ العزـ ابؼرتبط بالأصل كما يلي:  rXE r

r 
 

)()(                 تعرؼ الدالة ابؼتجددة للعزكـ كما يلي: tx

x eEtM  

 ذلك من خلاؿ نظريتتُ أساسيتتُ.تستخدـ الدالة ابؼتجددة للعزكـ لإثبات التقارب بتُ توزيعات احتمالية ك 

  نقوؿ أف ـ عX كY       :بؽما نف  التوزيع الاحتمالي إذاا Mx(t) = My(t) 
   إذاX كY   :ـ ع مستقلتاف فإف    Mx + y (t) = Mx(t) . My(t) 

 

 

 نظزٌح شٍثٍشٍف ونظزٌح الأعذاد انكثٍزج .4 انًثحس

 يرشاجحح شٍثٍشٍف

 َظشٌح الأػذاد انكثٍشج

 Inégalité de Bienaymé CHEBYCHEV متراجحة شيبيشيف 8

تباين بؿدكد. تستخدـ ىذه النظرية في قياس ك  ابؼستمرة على السواء، التي يكوف بؽا متوسطك  ىي نظرية بزص ـ ع ابؼتقطعة
تزيد عن مقدار  μبتُ ك  ذلك عن طريق احتماؿ )أك نسبة( ابؼفردات التي ابؼسافة )الفرؽ( بينهاك  ،μالتشتت حوؿ التوقع 

. حسب نظرية شيبيشيف فإف ىذه النسبة لا P(|x - μ| ≥ ε)  أك بعبارة أكثر اختصارا: P(-ε ≥ (x - μ) ≥ ε) ما:  
 كذلك مهما كانت طبيعة التوزيع. كنعبر عن ىذه النظرية كما يلي:، σ²/ε²تزيد عن 
 بساما: عدد موجب ε، فإنو مهما يكن σ² كتباين بؿدكد μـ ع متصلة أك متقطعة، بؽا متوسط  Xإذا كانت 

²

²
)(




 xP
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   فنجد : ε = k σ  ك من أجل صياغة أكثر دلالة، نضع:    
²

1
)(

k
kxP    

 لاحظ أنو، انطلاقا من نف  النتيجة، لدينا أيضا: 

   
²

²
1)(




  xPxP

 
من  الفائزين في امتحاف الباكالوريا بوصلوف على تقدير  % 11ىل ىذه العبارة صحيحة: إذا كاف أقل من  سؤال:

من الفائزين في الباكالوريا بوصلوف على تقدير أقل من حسن.  %91أكثر من حسن، فهذا يعتٍ أف أكثر من 
 ابعواب نعم.

 عدد موجب بساما؛ εو ،σ² كتباين بؿدكد μـ ع تتبع توزيعا أيا كاف؛ بؽا متوسط  Xلتكن مثال: 
 .ε = 2 σ ،ε = 3 σ ،ε = 4 σمن أجل  P(-ε ≥ (x - μ) ≥ ε)أحسب ابغد الأقصى للاحتماؿ  .1
 .ε = 2 σ ،ε = 3 σ ،ε = 4 σمن أجل  P(-ε < (x - μ) < ε)تماؿ أحسب ابغد الأدنى للاح .2
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 مام. 1يتم أخذ أكزاف عماؿ مركب ابغجار من أجل ترشيحهم للمشاركة في ماراتوف عيد العماؿ . 2مثال 
 %25من العماؿ، رفض ترشيح أقل من  %75كيف بيكن برديد بؾاؿ القبوؿ بحيث يتم ترشيح على الأقل  .1

 من العماؿ؟
 كغ.5الابكراؼ ابؼعيارم ك  كغ،  71د قيم المجاؿ إذا كاف الوزف ابؼتوسط الافتًاضي ىو حد .2

   

    %75
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1
12)(.2

²

²
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xPxquePdéjàsavonsnousLorsque
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  %25
4

1
2.2

²

²
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xPquedéjàsavonsnousLorsque

xPxP

 
عن ابؼتوسط، كىذا بيكن التعبتَ عنو بطريقة  σ 2 العماؿ بؽم أكزاف لا تبتعد بأكثر من % 75إف أكثر من  .1

. σ2ابؼتوسط بأكثر من بابؼئة من العماؿ بؽم أكزاف أبعد من الوزف  25أخرل بالقوؿ:  إف أقل أك يساكم من 
 لتحقيق ابؽدؼ ابؼسطر. μ±2σإذا بيكن ابزاذ بؾاؿ قبوؿ 

 كغ.  81إلى  61الابكراؼ ابؼعيارم ىو من ك  المجاؿ الذم بوقق ابؽدؼ حسب القيم ابؼعطاة للمتوسط .2
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 . σ = 1سنوات، كالابكراؼ ابؼعيارم  8متوسط مدة التمدرس في بؾتمع معتُ ىي . 3مثال 
 سنوات لفرد بـتار عشوائيا من ىذا المجتمع. 11ك 6بؼدة بسدرس بتُ  أحسب أدنى احتماؿ .1
 سنوات. 11سنوات أك لا تقل عن  6أحسب أقصى احتماؿ بؼدة بسدرس لا تزيد عن  .2

4/3
²2

1
1)2()610(

:2.26,2101,8.
²

1
1)(
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k

kxP

 
 .1.75ىي  سنوات لفرد بـتار عشوائيا من ىذا المجتمع 11ك 6أدنى احتماؿ بؼدة بسدرس بتُ 
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 .1.25ىو  11نوات أك لا تقل عن س 6أدنى احتماؿ بؼدة بسدرس لا تزيد عن 

 Théorème des grands nombresنظرية الأعداد الكبيرة  2

تعتبر نظرية الأعداد الكبتَة من نتائج نظرية شيبيشيف كيستفاد منها بشكل خاص في نظرية ابؼعاينة. تصاغ ىذه النظرية 
كلكل منها نف  ة بؽا نف  التوزيع الاحتمالي ، . . . . متغتَات عشوائية مستقلX1 ،X2لتكن ابؼتغتَات بالشكل الآتي: 

 إذا كانت σ² التباينك  μابؼتوسط 
Sn = X1 + X2 + . . . +Xn                                    (n = 1, 2, . . .), 

0lim 












n

S
P n

n

 

 εر من عن قيمتها ابؼتوقعة بأكث Sn/nفإف مضموف ىذه النظرية ىو أف احتماؿ أف تبتعد ابؼتغتَة   E(Sn/n) = µبدا أف 
تسمى ىذه الصياغة أيضا بقانوف الأعداد الكبتَة الضعيف. حيث أف قانوف الأعداد الكبتَة  .∞→ n  عندما 1ىو 

 القوم ىو:
Sn/n = µ] = 1   P[lim n→∞ 

 خلاصة 3
 :من تطبيقات توقع دالةمن النظريات التي تقي  تشتت ابؼتغتَة ك ىي نظرية شيبيشاؼ كنظرية الأعداد الكبتَة 

 ت إذا كانX  ـ ع متصلة أك متقطعة، بؽا متوسطμ كتباين بؿدكد σ² فإنو مهما يكن ،ε  عدد
 موجب بساما:

²

²
)(




 xP

 

  لتكن ابؼتغتَاتX1 ،X2 كلكل منها ، . . . . متغتَات عشوائية مستقلة بؽا نف  التوزيع الاحتمالي
 إذا كانت σ² كالتباين μنف  ابؼتوسط 

Sn = X1 + X2 + . . . +Xn                        (n = 1, 2, . . .), 

0lim 
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 الأكثر استخداماالاحتمالية التوزيعات  .IV  الفصل

 

 انرىصٌؼاخ الاحرًانٍح انًرمطؼح

 انرىصٌؼاخ الاحرًانٍح انًغرًشج

 

 انرىسٌعاخ لاحرًانٍح انًرقطعح الأكثز اطرخذايا .1 انًثحس

ئً، انرىصٌغ انصُائً انغانة انرىصٌغ انهُذعً انضائذ، انرىصٌغ انهُذعً انضائذ انًرؼذد، ذىصٌغ تشَىنً، انرىصٌغ انصُا

 )تاعكال(، انرىصٌغ انهُذعً، انرىصٌغ انًرؼذد، ذىصٌغ تىاعىٌ.

 
التوزيع الاحتمالي بيكننا الآف أف ندرس عدد من التوزيعات الاحتمالية الشهتَة. ك  بعد أف عرفنا مفهوـ ابؼتغتَة العشوائية

في الإدارة. كمن أكثر ىذه ك  التجارمك  سيتَ الصناعيتستخدـ ىذه التوزيعات في حل العديد من ابؼسائل في بؾاؿ الت
التوزيعات شيوعا: التوزيع الثنائي كتوزيع بواسوف. في نهاية المحاضرة يفتًض أف يكوف الطالب قادرا على استذكار القوانتُ 
ل ابؼدركسة كخصائصها الأساسية، كمن خلاؿ التطبيقات يفتًض أف يتمكن من معرفة متى ككيف بيكن استخداـ ك

 قانوف.

 Distribution hyper géométriqueالتوزيع الهندسي الزائد: 8

 استنتاج صيغة قانون التوزيع الهندسي الزائد: (أ )
كريات. احسب احتماؿ ابغصوؿ على  3بضراء. نسحب بدكف إرجاع  2ك بيضاء 4كريات منها   6صندكؽ بو . 1مثال 

 لا كرية بيضاء.كريات بيضاء، كرية كاحدة بيضاء، ك 3كرتتُ بيضاكين، 
 بيضاء bكرية منها   N، إذا كاف الصندكؽ بوتوم على nعددىا  بدون إرجاعنفتًض أننا نسحب من صندكؽ كريات 

من الكريات البيضاء بيكن أف بكصل عليو من  x ≤ bفإف احتماؿ ابغصوؿ على عدد معتُ  (N = b + r)بضراء  rك
 ذلك باستخداـ التوفيقات:ك  بؼلائمة /ع ابغالات ابؼمكنة(خلاؿ القانوف الكلاسيكي للاحتمالات )ع ابغالات ا

n

N

xn

r

x

b

C

CC
xXP


 )( 

 
 :حيث ,b, p)  X ~ H(N  نكتبك  تسمى ىذه الصيغة: قانوف التوزيع ابؽندسي الزائد

p = b/N  1= ك-p q = r/N 
 بيكن الآف الإجابة على أسئلة ابؼثاؿ كما يلي:

P(X=2) = C4
2
 . C2

3 
/ C

1
6

  
 

= 12/20     , P(x = 3) = C4
3
 . C2

0 
/ C6

3  
 

= 1/5 , … 

 خصائص التوزيع الهندسي الزائد (ب )















1
²,

N

nN
npqnp 
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 ملاحظة: للتوزيع ابؽندسي الزائد علاقة بالتوزيع الثنائي سنذكرىا عندما نتطرؽ بؽذا الأختَ.

 Distribution Multi-hypergéométriqueالتوزيع الهندسي الزائد المتعدد: 2

 عدداستنتاج صيغة قانون التوزيع الهندسي الزائد المت (أ )

 كرية،  Niصنف(، حيث من كل صنف لدينا  kبيكن بسهولة تعميم القانوف السابق على حالة كجود أكثر من صنفتُ )

(ΣNi = N كبغساب احتماؿ نتيجة معينة؛ مثلا ، )2  ( كريات بيضاءX1 = 2 ، )5 ،زرقاء، . . . بيكن  1بضراء
 ما يلي:حساب عدد ابغالات ابؼلائمة كابؼمكنة من خلاؿ التوفيقات ك

nxNN
C

CCC
xXxXxXP

k

i

k

in

N

k
x

k
N

x

N

x

N

kk   11

2

2

1

1

2211 ,
...

)..,.,(
 

 خصائص التوزيع الهندسي الزائد المتعدد (ب )

i

i

i np
N

N
nXE )(

 

 للتوزيع ابؽندسي الزائد علاقة بالتوزيع الثنائي سنذكرىا عندما نتطرؽ بؽذا الأختَ. ملاحظة :

 Distribution de Bernoulli  1توزيع برنولي 3

 استنتاج صيغة قانون برنولي (أ )

 فشل. ’Aك بقاح Aنسمي  .’Aك Aتُ )حدثتُ( متنافيتتُ نقوؿ عن بذربة أنها "برنولية" إذا كانت برتمل نتيجت

 في ابغالة ابؼعاكسة. 1ك Aعند برقق ابغدث  1القيمة X ، تأخذ عدد مرات النجاحالتي بسثل  Xنعتبر ابؼتغتَة ع 
احتماؿ ابغدث ابؼعاك  )الفشل(. يعتُ  q = 1 - pك A"احتماؿ النجاح" لاحتماؿ برقق ابغدث  pنرمز عادة ب 

 نولي كما يلي :توزيع بر 
.1,0,)0(,)1(  XqXPpXP 

 X ~ B(1, p)كنكتب 

 خصائص توزيع برنولي (ب )

= 1.p + 0.q = p   =>          E(X) = p.                  E(X) = Σxipi 

V(X) = E(X²) – E(X)² = (1².p + 0².q) – p² = p – p² = p(1- p) = pq =>      V(X) = qp. 
M(t) = E(e جددة للعزومالدالة المت

xt
) = e

0t
q + e

1t
 p =>    M(t) = q + pe

t
. 

 معامل التماثل

qp

pq

qpqp

pqqp ²²²)²(
3

3

3










 

                                                 
 . 17الذم درس ىذا التوزيع في أكاخر القرف   Jacques Bernoulliبإسم   1

  ²)²()1()0()( 33333

3 pqqpqppqppqpxpx  
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 Distribution binomiale التوزيع الثنائي 4

 استنتاج صيغة قانون التوزيع الثنائي: (أ )

 X = 0, 1, 2, 3, . . . n          )عدد مرات النجاح( تأخذ القيم:  Xمرة فإف  nإذا كررنا بذربة برنولي 
 (:Fعدد مرات ابغصوؿ على صورة ) Xك من ابؼرات، nعدد مكررة لنفتًض التجربة البرنولية رمي قطعة نقدية 

 .n = 2      X = 0, 1, 2  حالة : 
P(X = 0) = q*q = q²,   P(X=1) = P(FP) + P(PF) =  p*q + q*p =  2p

1
q

1 

 .n = 3      X = 0, 1, 2, 3    حالة : 
P(X=3) = P(FFF) = p*p*p = p

3
, P(X=2) = P(FFP ou PFF ou FPF) = 3p

2
q

1
 

 .4n =     X = 0, 1, 2, 3, 4   حالة : 
P(X=3) = P(FFFP ou PFFF ou FPFF ou FFPF) = 4 p

3
q

1 
ث ثلاىو عدد الطرؽ ابؼلائمة للحصوؿ على  4العدد ك  ، n-xىو  1، العدد  xىو  3في النتيجة الأختَة نلاحظ العدد 

 بذارب، كبيكن حسابو كما يلي: (n=4)من بتُ بقاحات 

)!(!

!

xnx

n
C x

n



 

 
 :بذربة برنولية بوسب كما يلي   nمن النجاحات من بتُ xكبالتالي فاحتماؿ عدد ما 

 
....,3,2,1,,....,3,2,1,0,)(   nnxqpCxXP xnxx

n 
 q = 1-p)يبقى ثابت عند تكرار التجربة(، في التجربة الواحدة احتماؿ النجاح  pعدد مرات النجاح،  xحيث 

 كيكتب قانوف التوزيع الاحتمالي أيضا كما يلي: ك ىو تعريف " قانوف التوزيع الثنائي" رب.عدد التجا nك احتماؿ الفشل
xnxx

n ppCxXP  )1()( 
 .X ~ B(n, p) كأ

 شروط استخدام التوزيع الثنائي (ب )
o بذربة برنولية مكررة عدد بؿدد من ابؼرات 
o التجارب مستقلة( احتماؿ النجاح في التجربة ثابت( 
 :مرات احتماؿ ابغصوؿ على 4متوازنة  رمي قطعة نقدية: أحسب عند مثال 

 مرات. 4مرات،  3كلا مرة صورة، مرة كاحدة، مرتتُ، 
P(X = x) = C

x
n  p

x
 q

n-x
 => P(X = 0) = C

0
4  0.5

0
 0.5

4
 = 1/16 

P(X = 1) = C
1

4  0.5
1
 0.5

3
               P(X = 2) = C

2
4  0.5

2
 0.5

2 
 بضراء. 3كريات منها   5بوتوم صندكؽ يات من كر   3بالإرجاع : نسحب 2مثال 

 .بضراء تتُكريأحسب احتماؿ ابغصوؿ على  
P(X=2) = C

2
3  (3/5)

2
 (2/5)

1
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npq

pq61
34




 خصائص التوزيع الثنائي (ج )
بؽا نف  ابؼعلم   X = X1 + X2 + … X i+ … + Xn بؾموع متغتَات مستقلة برنولية Xبيكن اعتبار : التباينك  التوقع

p  وقع كبالتالي نف  الت(E(Xi) = p) التباين بقد:ك  أيضا. إذا باستخداـ خصائص التوقع 
E(X) = E(X1 + X2 + … Xi + … + Xn)  = ΣE(Xi) = Σpi = n p   => E(X) = np 

V(X) = V(X1 + X2 + … Xi + … + Xn), 

Xi مستقلة إذف    V(X) = ΣV(Xi) = Σpq =>V(X) = npq 

 سابق :التباين للمثاؿ الك  : أحسب التوقعمثال
 

: باعتبار  بؽا نف   X = X1 + X2 + …Xi + … + Xn بؾموع متغتَات برنولية مستقلة  Xالدالة ابؼتجددة للعزكـ
: ك   pابؼعلم  MX(t) = [q + pe  نف  الدالة ابؼتجددة للعزكـ

t
]:  كباستخداـ النظرية السابقة بخصوص الدالة ـ للعزكـ

" ؛ Mx1 + x2 (t) = Mx1(t). Mx2(t) فإف: Mx2(t)و Mx1(t) للعزكـدالة ـ الـ ع مستقلة بؽا  X2ك X  1"من أجل
 نستنتج:

MX(t) = Mx=x1+x2+…xn(t) = Mx1(t) . Mx2(t) … Mxn(t) 

MX(t)= E(e
x1t

) . E(e
x2t

) … E(e
xnt

) =>                 MX(t) = [q + pe
t
]
n 

 معامل التماثل

     )(...)()(.
33

33

3
3 pqnpqxpnpxxpx 
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npqnpq

ppnpq 21)1(
3







 
npq

pq
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3: 

 
 ½ = α3 = 0 =>  2 p = 1   =>  p   ثلا عندمايكوف منحتٌ التوزيع الثنائي متما

 معامل التفلطح
 

 α4 = 3 =>  qp = 1/6   يكوف منحتٌ التوزيع معتدلا عندما

 التوزيع الثنائيو  قاعدة تقارب: العلاقة بين التوزيع الهندسي الزائد (د )
ن جهة أخرل يعطي التوزيع مك  بؿدكد(. n) 1تؤكؿ إلى  (N-1) / (N-n)   ( فإف∞كبتَ جدا )يؤكؿ إلى   Nفي حالة 

 الثنائي نتائج قريبة من التوزيع ابؽندسي الزائد كيصبح السحب بدكف إرجاع مطابقا تقريبا للسحب بالإرجاع.
 

 Distribution binomiale négativeالتوزيع الثنائي السالب )باسكال(  5

 استنتاج صيغة قانون التوزيع الثنائي السالب: (أ )
مرات صورة )متتالية أك لا(. أحسب احتماؿ أف بكصل على ذلك بعد  3غاية ابغصوؿ على نرمي قطعة نقود إلى  مثال:

 أحسب التباين.ك  رميات، توقع عدد الرميات اللازمة 3رميات،  4رميات،  5
(  rإلى غاية الحصول على عدد معين )من جديد ليكن لدينا بذربة برنولية )نتيجتتُ بقاح كفشل( مكررة، لكن ىذه ابؼرة 

 بقاح. rإلى غاية ابغصوؿ على  عدد مرات تكرار التجربةفي ىذه ابغالة ىي   X.لنجاحاتمن ا



  ب. ص    يحاػشاخ الإحظاء انشٌاػً

 

- 5 -IV   

pمرة احتمالو  rكيف بوسب الاحتماؿ ؟ نعلم أف برقق النجاح 
r  كاحتماؿ الفشلx-r  مرة يساكمq

x-r  إذا الاحتماؿ .
pابؼطلوب يتضمن جداء ىذين الاحتمالتُ 

r
 q

x-r ة لتحقيق ئملا. لكن ىناؾ عددا من الطرؽ ابؼr  ُبقاح من بتX  بذربة
Cبذربة  x-1بقاح من بتُ r-1مع العلم أف آخر بذربة ىي بقاح. ىذا العدد يساكم إذا عدد الطرؽ ابؼلائمة لاختيار 

r-1
x-

 )التجربة الأختَة معلومة النتيجة(.    1
 

 ,...,3,2,1,...,2,1,,)( 1

1 rrrrXqpCxXP rxrr

x  
 X~B (N, r, p) :يسمى ىذا التوزيع توزيع باسكاؿ أك الثنائي السالب كنكتب

 كن إذا الإجابة على أسئلة ابؼثاؿ السابق بدا يلي:بي
P (X =  5) = C

3-1
5-1  p

3
 q

5-3 
 = C

2
4  (½)

3
 (½)

2 
  = 6 (1/8) (1/4) = 9/32 

µ = r/p = 3/(1/2) = 6 ,  σ² = rq/p² = 3 (1/2) / (1/2)² = 12/2 = 6 

 خصائص التوزيع الثنائي السالب (ب )

 rt

t

qe

e
ptM

p

rq
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3,

1
43





 

 

 Distribution géométrique التوزيع الهندسي  6

 استنتاج صيغة قانون التوزيع الهندسي (أ )
 P(X= 4) = P(PPPF)رميات ىو:  4نرمي قطعة نقدية إلى أف بكصل على صورة. احتماؿ أف يتطلب ذلك 

نعود من جديد إلى التجربة البرنولية كىذه ابؼرة نكرر التجربة إلى غاية ابغصوؿ على النتيجة أك ابغدث ابؼطلوب )بقاح مرة 
التي بسثل عدد مرات تكرار التجربة )بدا فيها ابؼرة التي حصل فيها النجاح(  تتبع التوزيع  Xابؼتغتَة العشوائية  كاحدة(.
 ابؽندسي.

P(X= 4)  = qفإف الاحتماؿ بيكن كتابتو كما يلي:  qكلاحتماؿ الفشل ب  pإذا رمزنا لاحتماؿ النجاح ب 
3
p 

 كما يلي :يعبر عنو   Xكبصفة عامة فإف احتماؿ أم قيمة ؿ
...,3,2,1,)( 1   XpqxXP x 

 خصائص التوزيع الهندسي (ب )

 t

t

qe

e
ptM

p

q
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1
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²
²,

1


q

p

q

q ²
12,

1
43 


 

 

 
 r = 1التوزيع ابؽندسي ما ىو إلا حالة خاصة من توزيع باسكاؿ حيث ملاحظة: 



 انرىصٌؼاخ الاحرًانٍح الأكصش اعرخذايا  انفظم انشاتغ 

- 6 -IV 

 Distribution multinomiale التوزيع المتعدد 7

 استنتاج صيغة قانون التوزيع الثنائي المتعدد (أ )
 .1مرتتُ الرقم ك  6الرقم  مرات. أكجد احتماؿ ابغصوؿ على مرتتُ 4. نرمي قطعة نرد مثال

التوزيع ابؼتعدد ىو تعميم للتوزيع الثنائي، فبينما الأكؿ يستعمل في حالة بذربة تقبل نتيجتتُ فقط، يستعمل التوزيع ابؼتعدد 
من النتائج ابؼمكنة. مع استقلالية التجارب عن بعضها. نرمز بؽذه النتائج ب   kللحالة العامة حيث يكوف للتجربة عدد 

A1, A2, . . . Ak  لاحتمالاتها ب كp1, p2, p3, . . . pk  )بدا إف الأحداث )النتائج . Aiمتنافية فإف: 
= 1  p1+ p2 + p3 + . . . + pk 

من ابؼرات فسيكوف لدينا لكل حدث )نتيجة( متغتَة عشوائية بسثل عدد  nالنتائج عدد  متعددةإذا كررنا ىذه التجربة 
 . X1 + X2 + . . . + Xk = nحيث     X1, X2, . . . Xk ات بنرمز بؽذه ابؼتغتَ   مرات كقوعو.

 كما يلي :    X1 =  x1, X2   =  x2,  . . .,  Xk = xkبوسب احتماؿ ابغدث ابؼركب: 
kx

k

xx

k

kk ppp
xxx

n
xXxXxXP ...

!...!!

!
),...,,( 21

21

21

2211 

 

 خصائص التوزيع المتعدد (ب )
E(X1) = np1, E(X2) = np2, . . . ,               E(Xk) = npk 

V(X1)  = np1q1, V(X2) = np2q2,  . . .       V(Xk) = npkqk 

 العلاقة مع التوزيع الهندسي الزائد المتعدد (ج )

؛ يستخدـ التوزيع ابؼتعدد  بغساب   N∞, Ni∞, Ni/N piفي التوزيع ابؽندسي الزائد ابؼتعدد، عندما 
 الاحتمالات.

 1سب مع الرقم ذاتو )الرقم مرة، أحسب احتماؿ أف يظهر كل رقم عدد من ابؼرات يتنا 42 إذا رمينا قطعة نردمثال: 
 ىكذا(.ك  مرات 6يظهر  3مرات، الرقم  4يظهر  2يظهر مرتتُ، الرقم 

  124

621 )6/1(...)6/1²(6/1
!12...!6!4!2

!42
)12...,4,2(  XXXP

 
سبع مرات على التوالي كرية ثم نرجعها إلى   5إلى  1كريات مرقمة من   5. نسحب من صندكؽ بو 3مثال

 .4كريتتُ ذات رقم ك  2، كريتتُ ذات رقم 1كريات ذات رقم   3الصندكؽ. أكجد احتماؿ: 
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 Distribution de Poisson 1توزيع بواسون 8

 زيع بواسنتو استنتاج صيغة قانون  (أ )

التي بسثل عدد النجاحات تتبع  Xلتكن لدينا بذربة برنولية مكررة عدد كبتَ جدا أك لانهائي من ابؼرات. مبدئيا ابؼتغتَة 
 21كبتَة. مثلا إحتماؿ   nما تكوف التوزيع الثنائي، لكن قد يصعب حساب الاحتماؿ باستعماؿ صيغة ىذا التوزيع عند

802020 :ىو n = 100بقاح إذا كانت 

100 999.0001.0)20(  CP. 

يكوف احتماؿ برقق ابغدث في بغظة زمن ك  عندما تتكرر التجربة باستمرار؛ يصبح عدد مرات تكرار التجربة مقاسا بالزمن،
 . ∞ؤكؿ إلى ي nصغتَا جدا. بكتاج في ىذه ابغالة إلى إبهاد صيغة عامة تعادؿ صيغة التوزيع الثنائي عندما 

 :  p = λ/n ثابت بحيث λنضع 
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 X~P(λ) .  كنكتبλ > 0بقاح في كحدة زمن كاحدة حسب توزيع بواسوف حيث  xك ىو احتماؿ 

71828.2... ملاحظة:
1

1lim 







 e

n

n

n 

 خصائص توزيع بواسون (ب )

 






1

3,
1

,)1(exp)(,)()( 43  tetMXVXE

 

                                                 
1

في كتابو  1837الفيزيائي ك الرياضي الفرنسي الذم استخدـ ىذا لقانوف سنة   Siméon-Denis Poisson (1781-1840)وفباسم سيميوف دكنيز بواس 
 Recherche sur la probabilité des jugements en matière criminelle et)بحث في احتماؿ الأحكاـ في بؾاؿ ابعربية ك في المجاؿ ابؼدني 

en matière civile)  بذدر الإشارة إلى 1831دخل كنهاية لقانوف باسكاؿ كالقانوف الثنائي. إلا أف أكؿ استعماؿ لو للقانوف الذم بومل ابظو يعود إلى حيث أ .
 . [1997]أف بواسوف صاحب الفضل في نظرية مهمة أخرل ىي نظرية الأعداد الكبتَة التي تنسب لشيبيشيف. أنظر ج ج دراكزبيك 
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 وحدة زمن. tفي  حساب احتمال عدد من الأحداث (ج )
 فنجد: λtب   λمن كحدات الزمن نعوض  tمن أجل عدد أك مقدار 

 
...,3,2,1,0,

!
)( 



X
x

et
xXP

tx

t

 

في الثانية.   λ=5 بفرض أف عدد ابؼكابؼات ابؽاتفية التي تصل إلى مركز ىاتفي معتُ تتبع توزيع بواسوف بدعدؿمثال. 
 .نصفك  مكابؼات في ثانية 7احتماؿ كصوؿ أحسب 

 
!7

)5(5.1
)7()5(5.1

)7(5.17 


e

XPt
 

 .من الأحداث من فئة معينة تمال عددحساب اح (د )
 .aλىو الآخر يتبع توزيع بواسوف بدعدؿ  Y= aX، فإف λيتبع توزيع بواسوف بدعدؿ  Xإذا كاف 

في ثانية،   λ=5 . بفرض أف عدد ابؼكابؼات ابؽاتفية التي تصل إلى مركز ىاتفي معتُ تتبع توزيع بواسوف بدعدؿمثال
 مكابؼات دكلية في ثانية. 9أحسب احتماؿ أف تصل ات دكلية. من ىذه ابؼكابؼات ىي مكابؼ %6كأف 

!9

))5(05.0(
)9(

)5(05.09 


e

XP
 

 التمثيل البياني لتوزيع بواسون (ه )

لكونو توزيعا متقطعا، يرسم توزيع (،  λسالبة )كىي أقول من قوة  eدالة توزيع بواسوف ىي دالة متناقصة لكوف قوة 
حظة سلوؾ التوزيع إلا باستخداـ . ىذا قد يصعب ملا(Diagramme en bâtons)بواسوف من خلاؿ مدرج أعمدة 

كبتَ بدا فيو  λبؼا  عدة أمثلة بدعالم متصاعدة بالتدريج، حيث يظهر أف التوزيع يقتًب شيئا فشيئا من التوزيع الطبيعي
 التالية تبتُ ذلك.الرسوـ البيانية الكفاية. 

 

 )من اليسار إلى اليمتُ( 5إلى   2إلى   1وزيع بواسوف عند زيادة  ابؼعلمة من سلوؾ ت     7 رسم 

 استخدام توزيع بواسون بدلا من التوزيع الثنائي. (و )

ابؼتوسط ثابت يؤكؿ التوزيع الثنائي إلى التوزيع بواسوف. عمليا يعطي توزيع بواسوف نتائج قريبة من التوزيع ك  ∞nعندما 
 الثنائي بؼا:

 30 ≥ n       5        و < np  5 أو < nq 
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 :1يستخدـ بعض من الإحصائيتُ أيضا كشرط لاستعماؿ قانوف بواسوف بدلا من القانوف الثنائي القاعدة التاليةك 
n ≥ 25    و p ≤ 0,1 

.  أحسب احتماؿ أف يكوف ىناؾ  % 11كحدات من انتاج آلة نسبة إنتاجها التالف  11: نأخذ عشوائيا  مثال
 تالفتاف. كحدتاف

P(X = 2) = C
2

10 (0,1²) (0.9
8
) = 0.1937 

 )معلمة قانوف بواسوف(: λ بكسب أكلا قيمة ابؼعلمة    . باستعماؿ توزيع بواسوف: 2ط
λ = µ = np = 10 * 0,1 = 1 

P(2) = λ
x
 * e

-λ
/x! = (1

2
 * e 

-1
) / 2 ! = 1/(2e) = 1,1839 

 الاستخدام العملي لتوزيع بواسون (ز )
ل توزيع بواسوف لفتًة طويلة يستعمل فقط لتمثيل الأحداث النادرة، لكنو اليوـ يستعمل في بؾالات متعددة. فمن ظ

عن حوادث إصابات ابعنود بصكات ابعياد في ابعيوش أصبح اليوـ   (Ladislaus Bortkiewics)الدراسة الشهتَة ؿ
إحصائيا، تسيتَ ظواىر الانتظار، الاتصالات )عدد ابؼكابؼات  توزيع بواسوف يستعمل في شتى المجالات؛ منها مراقبة ابعودة

 الدقيقةالنوكية لدراسة عدد ابعزيئات ابؼنبعثة من مادة مشعة كفي البيولوجيا  في الفيزياءكما يستخدـ  في كحدة زمن(،
(microbiologie) في البيولوجيا كحتى في علم الأحواؿ ابعوم.كما يستخدـ ،  بؼراقبة تكاثر البكتتَيا في حقل بذارب 

في بؾاؿ التسيتَ، يستخدـ توزيع بواسوف بشكل خاص عند دراسة مسائل متعلقة "بظواىر  الانتظار"؛ ففي ىذا النوع من 
تصل كثتَا ما يفتًض أف كصوؿ الزبائن إلى مكاف ابػدمة يتبع توزيع بواسوف. من أمثلة ذلك: عدد الطائرات التي ابؼسائل،  

إلى ابؼطار في كحدة زمن، عدد البواخر التي تصل إلى ميناء في كحدة زمن، عدد الزبائن الذين يصلوف إلى مكتب بريدم في 
كحدة زمن، عدد ابؼكابؼات ابؽاتفية التي تصل إلى مركز ىاتفي، عدد ابغالات الاستعجالية التي تصل إلى مستشفى، ... 

 تظار "بظواىر الوصوؿ".تسمى ىذه الظواىر في نظرية صفوؼ الان
 . بينت دراسة أف عدد حوادث العمل في معمل معتُ يتبع توزيع بواسوف بدعدؿ حادثتتُ يوميا.8مثال

:  أكجد احتماؿ أف لا يسجل أم حادث في يوـ معتُ. أكجد احتماؿ حادث على الأقل في يوـ

P(X = 0) = λ
x
 * e

-λ
/x! = λ

0
 * e

-λ
/0! => P(X = 0)  =  e

-λ  
 = e

-2 

P(X ≥ 1) = 1- P(0) = 1– [λ
0
 * e

-λ
/0!] => P(X ≥ 1) =  1 - e

-λ 
 = 1 – e

-2 

 12:15ك 12:11. بينت دراسة إحصائية سابقة أف عدد السيارات التي تصل إلى بؿطة بنزين معينة بتُ الساعة 2مثال
المحطة يتبع توزيع بواسوف. أكجد احتماؿ سيارات، كما بينت الدراسة أف عدد السيارات التي تصل إلى  3ىو في ابؼتوسط 

 .12:05ك 12:11سيارات بتُ  4أف تصل 
 كمنو: 6=  3*  2متوسط عدد السيارات في الساعة = 

= 1296 * e
-6

/24 = 54 *  e
-6

                   P(X=4) = 6
4
 * e

-6
/4 ! 

خصائص مهمة لا يتسع ابؼقاـ لذكرىا في إطار ىذا  في الأختَ، ينبغي الإشارة إلى أف لتوزيع بواسوف كأيضا للتوزيع الثنائي
الدرس، كلكن سنتعرض لبعضها في التطبيقات، لذلك بكيل الطالب إلى مطالعتها في ابؼراجع ابؼتخصصة؛ كما توجد 

، لم نتطرؽ بؽا في ىذا (distribution uniforme)توزيعات أخرل مهمة نظرا لتعدد استخداماتها مثل التوزيع ابؼتماثل 
 رس، ندعو الطالب لاستكمابؽا من خلاؿ بحثو ابػاص.الد

                                                 
1
 . 262، ص 1997أنظر دركزبيك   
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 خلاصة 9
 قاط حوؿ التوزيعات ابؼتقطعة الشهتَة.ابعدكؿ ابؼلحق يلخص أىم الن
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 التباينو  التوقع الاحتمال القيم الممكنة للمتغيرة متى يستخدم التوزيع

 الهندسي الزائد
b,p)  X~ H(N, 

 سحب بدكف إرجاع.
 كريات من صنفتُ.

X  ={0,1,2,…,b} 

, 

 

b ≤  b + r = N 

 

 

n

N

xn

r

x

b

C

CC
xXP


 )(

 















1
²,

N

nN
npqnp 















1
²,

N

nN
npqnp 

 
p = b/N  كq = r/N 

n  عدد الكريات ابؼسحوبة 

N لكرياتالكلي لعدد ال 
b عدد الكريات البيضاء 
r ع الكريات ابغمراء 

الهندسي الزائد 
 المتعدد

نف  شركط ت 
ابؽندسي الزائد مع 
كجود أكثر من صنفتُ 

 من الكريات.

Xi 

={0,1,2,…,Ni} , 

 

Σxi = n, ΣNi = 

N 

 

P(X1=x1,X2=x2,…Xk=xk)= 

 

n

N

xk

Nk

x

N

x

N

x

N

xkxx

NkNN

xk

Nk

x

N

x

N

x

N

C

CCCC

C

CCCC 







3

3

2

2

1

1

...21

...21

3

3

2

2

1

1

 

E[Xi] = n (Ni/N) 

= npi 

 برنولي

X~B(1, p) 
بذربة كاحدة )غتَ 
 X = {0, 1} مكررة( تقبل نتيجتتُ.

P(X = 1) = p, 

P(X = 0) = 1 - p = q 
μ = p,    σ²= pq 

 الثنائي
X~B(n, p) 

بذارب ثنائية النتيجة، 
 p مستقلة )ك  مكررة
 ثابت(.

X = {0,1,2…,n} 

P(X = x) = C
x
n p

x 
q

n-x
 

 
μ= np, σ² = npq 

باسكال )الثنائي 
 السالب(

X  ىي عدد التجارب
اللازمة للحصوؿ على 

من النجاحات  rعدد 
في بذارب برنولية 

 مكررة.

X = {r, r +1, r 

+2, …, +∞} P(X = x) = C
r-1

x-1 p
r
 q

x-r 
μ = r/p , 

 

σ² = rq/p² 

 الهندسي

X  ىي عدد التجارب
للحصوؿ على اللازمة 

النجاح الأكؿ في 
 بذارب برنولية مكررة.

X = 

{1,2,…,+∞} 
P(X = x) = q

x-1
p 

μ = 1/p, 

 

σ² = q/p² 

 التوزيع المتعدد
ىو تعميم للتوزيع 
الثنائي على بذربة 
 مكررة متعددة النتائج.












NNi

nxi

Nixii
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 ),...,,( 2211 kk xXxXxXP
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xxx
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E(Xk) = npk 

 

V(Xk) = npkqk 

بواسون 
X~P(λ) 

λ > 0 
 

X  عدد النجاحات
بتَ جدا من في عدد ك

التجارب البرنولية )عدد 
الوحدات التالفة في 
شحنة(. أك أيضا عدد 
من الأحداث في فتًة 

 زمن.

X = 

{0,1,2,…,+∞} 

!
)(

x

e
xXP

x  


 

P(X = 0) = e
-λ 

 

P(X ≥ 1) = 1 - e
-λ

 

E(x) = V(x) = λ 
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 انرىسٌعاخ الاحرًانٍح انشائعح انًظرًزج 2

 انرىصٌغ انطثٍؼً

 انرىصٌغ الأعً

 ذىصٌغ لايا

 اٌغ تٍرذىص

 D. Normale ou D. de Laplace -Gausse التوزيع الطبيعي أو توزيع لابلاس قوس 8
التوزيع الطبيعي من أىم التوزيعات الاحتمالية شائعة الاستخداـ بؼا لو من خصائص تنطبق على نسبة كبتَة من يعد 

فا من ابؼارين في شار ع ما كقسنا أطوابؽم لوجدنا الظواىر الطبيعية كالاجتماعية كالاقتصادية. فلو اختًنا بالصدفة مئة أك أل
نسبة مقاربة بؽا من قصار القامة. كمثل ىذا بالنسبة ك  نسبة كبتَة منها قريبة من متوسط ما، كنسبة قليلة من طواؿ القامة

ف نسميو للأكزاف. كلو مثلنا ىذه البيانات في معلم متعامد متجان  لكاف ابؼنحتٌ الذم بيثل النسبة، أك ما بيكن أ
 :( 9)الشكل ذا شكل جرسي متماثل حوؿ ابؼتوسط كىي صفات التوزيع الطبيعيالاحتماؿ، 

 صيغة القانون (أ )

 للتوزيع الطبيعي كما يلي:بؼنحتٌ تكتب دالة الكثافة 

 






























x

x

exf

2

2/1

2

1
)(





 

 X ~ N(µ, σ) كنكتب الابكراؼ ابؼعيارم. ك  بنا على التوالي التوقع σك µحيث 

تكتب كما يلي: ة( للتوزيع الطبيعيدالة التوزيع )الدالة التجميعي

 








 



x

v

dvexXPxF

2

2/1

2

1
)()( 



 

 :لتكوين ابعداكؿ الإحصائية للاحتمالات Z = (X-µ)/σتستخدـ ابؼتغتَة ابؼعيارية : انًرغٍزج انًزكشٌح أو انًعٍارٌح
P(0 ≤ Z ≤ z) أكF(z) = P(Z ≤ z)، 

 كما يلي:  كذلك σ ك µك xاىيل بؾ 3بدلا من  Zهوؿ كاحد بدلالة بؾ Fك fحيث تسمح بكتابة الدالة 

  zzf e
z 2/²

2

1
)(

 
                                                 

 -  Carl Freidrich Gaussالأبؼاني ك Pière Simon de Laplace   (1749-1827)العابؼاف الرياضياف الفيزيائياف ك الفلكياف الفرنسي  باسم  1
 . أنظر1893في    Pearsonالذين كانا من أكائل من اكتشف ىذا القانوف. أما من أعطاه تسمية التوزيع الطبيعي فهو (1855-1777) ، -الصورة بؽذا الأختَ

(1997) J. J. Droesbeke 329 ، ص.  

f(x) 

x 
μ 

    انشكم انعاو نهرىسٌع انطثٍعً 8 سعى
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 علم أف:نك  أم التوزيع الطبيعي. Xتتبع نف  توزيع  Zفإف ، Zك  X بتُ ابؼتغتَتتُابػطية بالنظر إلى العلاقة 

E(Z) = 0 V(Z) = 1 

 خصائص التوزيع الطبيعي (ب )
   : الدالة المتجددة للعزوم

 
للتوزيع الطبيعي  34α = معامل التفلطح يعتبر  ا، حيثكلا مفلطح امدببمعتدلا لا من خصائص التوزيع الطبيعي أنو يعتبر 

 .ياتمعيارا لاعتداؿ ابؼنحن
متماثل حوؿ أنو أيضا من خصائص التوزيع الطبيعي    القيمة ابؼتوقعة

، بفا يعتٍ أنو من أجل أم قيمة للمتغتَة 1حوؿ  Zيعتٍ بساثل بؼنحتٌ ( 3حوؿ ابؼتوسط )أنظر الشكل  X تماثل منحنى
 ابؼعيارية
  z > 0 : 

P(0 ≤ Z ≤ z) = P(-z ≤ Z ≤ 0) = P(-z ≤ Z ≤ z) / 2 

P(Z ≤ -z) =  1- P(Z ≤ z) = P(Z ≥ z) 
 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 حساب الاحتمالات )ابؼساحات( برت ابؼنحتٌ كمنها خاصة: Zك لقد تم باستخداـ ابؼتغتَة ابؼعيارية 

P(-σ ≤ X ≤ σ) =  P(-σ ≤ Z ≤ σ) = 0.6837, 

P(-2 σ ≤ X ≤  2 σ) =  P(-2 ≤ Z ≤ 2) = 0.9544, 
P(-3 σ ≤ X ≤  3 σ)  =  P(-3 ≤ Z ≤ 3) = 0.9973. 

 تخداـ ابغاسوب.سبا اكما بيكن حسابه  ،ىذه القيم كغتَىا متوفرة في ابعداكؿ الإحصائية التي بقدىا في الكثتَ من ابؼراجع

اطرخذاو ذًاثم انىسٌع انطثٍعً   9 رطى

 فً حظاب الاحرًالاخ











2

²²
exp)(




t
ttM x

Z 

P(Z ≥ z) P(Z ≤ -z) 
P(-z ≤ Z ≤ z) 

-z         0         z 

           µ           X 
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μ - 6σ μ - 5σ μ - 4σ μ - 3σ μ - 2σ μ -1σ μ μ +1σ μ + 2σ μ + 3σ μ + 4σ μ + 5σ μ + 6σ

2σ = 68.26%

4σ = 95.44%

6σ = 99.73%

8σ = 99.9937%

10σ = 99.999943%

12σ = 99.9999998% 
 z =1, 2, 3حيث  P(0 ≤ Z ≤ z)(  أحسب : 1اؿ ابعداكؿ الاحصائية : باستعممثال

 .zمن أجل نف  القيم ؿ  P(-z ≤ Z ≤ z)  أحسب  ( 2
1) 1.3413   ،1.47725    ،1.49865 
2   )1.6827    ،1.9545    ،1.9973 

 التوزيع الثنائيو  العلاقة بين التوزيع الطبيعي (ج )
يعطي التوزيعاف نتائج ك  كن اعتبار التوزيع الثنائي كتقريب جيد للتوزيع الطبيعي.بي 1غتَ قريب من  pك كبتَة   nفي حالة

 كبتَة أكثر.  كنكتب:  nأكثر تقاربا كلما كانت 

npq

npx
zdzebzaP

b

a

z

n


 




,

2

1
)(lim 2/²

 
 

 .1.5قريب من  pكيسرع تقارب التوزيع الثنائي من التوزيع الطبيعي كوف 
 :قاعدة التقريب

 ا عموما نعتبر التقريب إلى التوزيع الثنائي ملائما عندمnp  وnq    5كلاىما أكبر من. 
 ُيعتمد قاعدة أخرل ىي أف يكوف أحد الشرطتُ التاليتُ متوفرين: 1عدد من الاحصائيت 

10,10,209  nqnpnounpq 
 

                                                 
1
 . 262. ص 1997دراكزبيك  أنظر  

 ينحنى انرىسٌع انطثٍعًانًظاحاخ الأطاطٍح ذحد    10 رطى
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 توزيع بواسونو  العلاقة بين التوزيع الطبيعي (د )
 بواسوف يعطياف نتائج متطابقة . كنكتب:ك  فإف التوزيعتُ الطبيعي ∞ →λ عندما 

























b

a

z

dzeb
x

aP 2

²

2

1
lim






 

 

 )من اليسار إلى اليمتُ( 5إلى   2إلى   1سلوؾ توزيع بواسوف عند زيادة  ابؼعلمة من    11 ى سع

 قاعدة التقريب:

o  عندما من التوزيع بواسون إلى التوزيع الطبيعي عموما نعتبر أن التقريب ملائمλ ≥10 
o كشرط للتقريب   1فيما يعتمد عدد من الإحصائيينλ≥15 

 أنظر حل التطبيق(الطبيعي حسب الشركط ابؼذكورة ك  الثنائي، بواسوف :معا كبيكن أف تتقارب نتائج التوزيعات الثلاث
 .(أدناه

 Distribution exponentielle  التوزيع الأسي 2
ة ىاتفية، عادة ما يستخدـ التوزيع الأسي في مسائل متعلقة بقياس الزمن. من ذلك مدة خدمة شباؾ البريد، مدة مكابؼ

التوزيع انتظار زبوف قبل ابغصوؿ على ابػدمة...في العلوـ الدقيقة يستخدـ تفريغ باخرة شحن، مدة تصليح آلة، مدة مدة 
قبل أف تتفكك، حيث يعبر الوسيط عن اللحظة  (atomes radioactives)لتمثيل مدة حياة الذرات ابؼشعة الأسي 

 .2التي يبقى فيها نصف المجتمع الأصلي
  λ/1ثابت  متوسطبؽا الضركرم فهم الآتي: كقاعدة عامة يستخدـ التوزيع الأسي لتمثيل مدة حياة ظاىرة ما إذا كاف من 

لا تتبع اللحظة  Tأم أف مدة حياة الظاىرة بعد بغظة ما  (vieillissement) ككانت ىذه الظاىرة لا بزضع للتقادـ 
Tستبعد استخداـ التوزيع الأسي لتمثيل مدة حياة آلة عاملة قد نمثلا ل. ؛ أم لا تتأثر بابؼدة التي دامتها الظاىرة من قب

قبل تعطلها لأف احتماؿ تعطلها في بغظة لي  مستقلا عن ابؼدة التي عملتها الآلة من قبل، كذلك الأمر بالنسبة بؼدة حياة 
 .الإنساف

، اختبارات الفركضتقنيات ن خلاؿ عمليا، نتحقق من دقة بسثيل التوزيع الأسي _أك أم توزيع آخر_ لظاىرة ما م
 كبالتحديد اختبار التجان  ك التعديل.

نشتَ أختَا إلى أف للتوزيع الأسي علاقة بالتوزيع بواسوف، فإذا كاف كقوع أحداث ما يتبع ىذا التوزيع، فإف ابؼدة بتُ كقوع 
ة ما يتبع التوزيع بواسوف فإف ابؼدة ؛ كمثاؿ على ذلك، إذا كاف كصوؿ الزبائن إلى مركز خدمحدثتُ تتبع التوزيع الأسي

 استنتاج صيغة القانوف الأسي.الزمنية بتُ كصوؿ زبوف "أ" كالزبوف ابؼوالي تتبع التوزيع الأسي. تتبتُ ىذه العلاقة عند 

                                                 
1
 ابؼرجع نفسو.  

2
 . Wikipédiaراجع موقع موسوعة   
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 .أو دالة الكثافة و الدالة التجميعية للتوزيع الأسي صيغة القانون (أ )

 .حادث يوميا λبع توزيع بواسوف بدعدؿ تتبينت دراسة أف عدد حوادث العمل في معمل معتُ 

. tمدة أكجد احتماؿ أف يسجل حادث على الأقل )حادث أك أكثر( في   يوـ
P(X ≥ 1) = 1-e

-λt
  P(X ≥ 1) =1- P(0) =1-[λ

0t
 * e

-λt
/0!]     => 

( بتُ حادثتُ Tلنرمز ب    F(t) = P(T ≤ t)ك دالة الكثافة للزمن بتُ حادثتُ، f(t) إذف سيكوف لدينا  للزمن )باليوـ
 .Tدالة التوزيع ؿ 
 :أك أقليوـ يكوف الزمن بتُ حادثتُ أف  Pاحتماؿ لنحسب 
 :إذف P = P(T ≤ t = 1)لدينا  
(1 ............ )P = F(t = 1) 

 :ىو معادؿ لاحتماؿ أف يسجل على الأقل حادث في يوـ معتُ Pف أمن ناحية أخرل لاحظ 
(2..........) P = P(X ≥ 1) = 1-e

-λt 
(3)............( نستنتج أف    2)ك (1من )

  tλ-
e - 1 = )tF( 

f(t) = F(t)’ = (1 - e                     ك منو    
-λt

)’ 

λ eإذن
-λt                                                                  f(t) = 

 :إذا كاف حدث عشوائي ما يتكرر في الزمن كفق توزيع بواسوف قاعدة:

 
!

)(

x
xp e

x 







 

 بتُ حادثتُ يتبع التوزيع التالي: Tفإف الزمن 












0,0

0,
)(






e
f

 
 عدد حقيقي موجب. λحيث 

 ك يسمى ىذا التوزيع التوزيع الأسي كيسمى أيضا التوزيع الأسي السالب لعلاقتو بتوزيع بواسوف.

 التمثيل البياني للتوزيع الأسي (ب )

 

 خصائص التوزيع الأسي (ج )

t
tMMed x






 )(,)2ln(,²/1²,/1

 

 دانح انكثافح نهرىسٌع الأطً   12 رطى
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  0
0

1  


   dtet t

 

 Distribution  gammaتوزيع قاما  3

توزيعي قاما ك بيتا بيثلاف بؾموعة كاسعة من التوزيعات ذات معلمتتُ تتميز بدركنة كقدرة على توليد توزيعات متعددة 
. يستخدـ توزيع قاما لتمثيل بعض 2ؾ، ك F ،tحسب قيم ابؼعلمتتُ. ندرس ىذين التوزيعتُ أيضا لعلاقتهما بالتوزيعات 

 .1الظواىر مثل توزيع الدخل كالادخار برت شركط معينة

 .صيغة القانون (أ )

 نقوؿ عن متغتَة عشوائية أنها تتبع توزيع قاما إذا كانت دالة كثافتها كما يلي:

0,0,

0,0

0,
)()(

/1
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ex

xf
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    : ىي الدالة قاما Γ(α)حيث 

 
 ~ Γ(α, β)  X كنكتب

 اصائص توزيع قامخ (ب )
µ = α β   ,   σ² = α β²,   M(t) = (1 - βt)

-α 

Pour α>1:  Γ(α) = (α-1)Γ(α-1)      et  si α  N : Γ(α) = (α-1) !  ,  Γ(1/2) = √π 
 .كما سنرل في السلسلة  من خصائص توزيع قاما علاقتو بالتوزيع الأسي

 أحسب ما يلي:مثاؿ. 

     .5.2,5.4,7,,,
0 2/10

6

0

4 








 dx
x

e
dxexdtet

x
xt

 
     











 2/1,720!67,24!4)5(
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4 dxexdx
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dxexdtet x
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5.1)5.0(5.1)5.2(,720!67

)5.0)(5.1)(5.2(5.35.0)5.0)(5.1)(5.2(5.35.2)5.2(5.35.35.315.35.4





 
 ابؼعرفة كما يلي: Zك  Yك  X ةالعشوائي التباين للمتغتَاتأحسب ابؼتوسط ك . 2مثاؿ
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1
الركسية  ، تربصو من1983، موسكو، Mathématiques ،Editions Mirأنظر: آيفازياف ك آخركف، مبادئ النمذجة ك ابؼعابعة الأكلية للبيانات، سلسلة :   

 .158. ص1986إلى الفرنسية جيلالي مبارؾ، 
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 Distribution bêtaتوزيع بيتا  4

، التوزيع الثنائي، t² ،Fيستخدـ بغساب توزيع حيث ( 14تبعا لقيم معلمتيو )أنظر الرسم يتميز توزيع بيتا بدركنتو الكبتَة 
ة ما كنسبة التالف أك ، مثل نسب1ك  1كتستخدـ لتمثيل بعض ابؼتغتَات التي تتًاكح بتُ ، 1الثنائي السالب كغتَىا

 ابؼبيعات، إلخ.

 .صيغة القانون (أ )

 نقوؿ عن متغتَة عشوائية أنها تتبع توزيع بيتا إذا كانت دالة كثافتها كما يلي:

 
  )0,(
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),()1(,,0     ىي الدالة بيتا: B(α, β)حيث  
1

0

11  
   duuuB 

 ~ B(α, β)   X ك نكتب

 = 4,  = 2 

 

 التمثيل البياني لدالة الكثافة للتوزيع بيتا من أجل قيم بـتلفة للمعالم  13 رطى 

 خصائص توزيع بيتا (ب )

   1²
²,

















 

                                                 
1
 ابؼرجع السابق.  

0     0,5                           1,0                x 

f(x) 

 

 = 2,  = 4 

 

 = 4,  = 2 

 

 = 1/2,  = 1/2 
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 :بيتاو  العلاقة بين الدالتين قاما (ج )
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مثاؿ. أحسب ما يلي: 
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 . أحسب ما يلي:2مثاؿ 
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كباستعماؿ العلاقة 
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 أف دالة الكثافة للتوزيع بيتا تكتب أيضا:بقد 
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التوزيع الأسي أف  مثلا، من ذلك يعتُ قاما كبيتا علاقة بعدد من التوزيعات ابؼهمة كالتوزيع الأسي كتوزيع كام تربيعللتوز 

 . α = 1 , β = 1/λىو حالة خاصة من توزيع قاما عندما 
 التالي: ، إذا كانت نسبة الإنتاج التالف تتبع التوزيعتباينالك  تالفللإنتاج ال. أحسب النسبة ابؼتوقعة 3مثاؿ
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)1,(16/1/)6,1.(من ابؼثاؿ السابق لدينا:  BnnB  

 ~ B(1, 6)   X ، بقد أف على التوالي 6ك  1يساكياف  ك    بوضع

كمنو:  
.20/1

)5(16

4

)1²(
²,2/1 















 

أكثر من . نسبة الإنتاج ابؼباع في مؤسسة تتبع التوزيع التالي. أحسب النسبة ابؼتوقعة، كاحتماؿ أف تبلغ النسبة 4مثاؿ
35% . 



 انرىصٌؼاخ الاحرًانٍح الأكصش اعرخذايا  انفظم انشاتغ 

- 20 -IV 

  0
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 خلاصة 5
 صائص التوزيعات الاحتمالية ابؼستمرة الأكثر استخداما.ابعدكؿ التالي يلخص خ

 خصائص التوزيع التوقع والتباين،  دالة الكثافة التوزيع

التوزيع الطبيعي 
 المعياري

X~N(0, 1) 

 

 

 

 
E(Z) = 0, V(Z) = 1 

P(Z ≤ -z) = 1- P(Z ≤ z) = 
P(Z ≥ z) 

P(-σ ≤ X ≤ σ) = 

P(-1 ≤ Z ≤ 1) = 0.6837, 

P(-2 σ ≤ X ≤  2 σ) = 

P(-2 ≤ Z ≤ 2) = 0.9544, 

P(-3 σ ≤ X ≤  3 σ)  = 

P(-3 ≤ Z ≤ 3) = 0.9973. 

 التوزيع الأسي
 

 

 = 1/λ, 

σ² = 1/ λ² 

F(x) = 1- 

e
-λx

 

P(X ≤  ) = 0.63 

 توزيع قاما

X~Γ(α,β)  

 
 

µ = α β, 
σ² = α β² 

 

 توزيع بيتا
B(α, β)   X~ 
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 الأبعاد ةلمتغيرات العشوائية متعددا .V  الفصل

 الاسذثاؽو الاعرملال انرثاٌٍ      صُائٍحانانًرغٍشج 

 

قاعدة ك  تعددالاحتماؿ ابؼك  القواعد الأساسية في نظرية الاحتمالات كالاحتماؿ البسيطك  في الفصل الأكؿ ابؼفاىيمدرسنا 
ابؼستَ على التقدير كعلى ابزاذ القرار ابؼناسب بذاه مسائل متشعبة كغتَ ىذه ابؼفاىيم تساعد . بصع كضرب الاحتمالات

درسنا مفهوـ ابؼتغتَة العشوائية كالتوزيع الاحتمالي )أك القانوف الاحتمالي( كتطرقنا إلى عدد في الفصل الثاني  مؤكدة النتائج.
في تمثيل الظواىر ابؼختلفة من أجل دراستها كالتوقع بشأنها. لتستخدـ ابؼتغتَة العشوائية حتمالية الشهتَة. من التوزيعات الا

، بالإضافة إلى ذات أكثر من بعدالعشوائية ات ىذا الفصل سنتناكؿ نوعا من ابؼتغتَات العشوائية كتوزيعاتها كىي ابؼتغتَ 
من بؼسائل التي تطرح أماـ ابؼستَ تتضذلك أف العديد من الظواىر كا تَات.متعلقة بالارتباط بتُ ابؼتغمهمة مفاىيم أخرل 

أكثر من متغتَة كاحدة، فنتيجة نشاط مؤسسة ىي بؿصلة العائد كالتكاليف، كبؿصوؿ موسم زراعي يتأثر بدتغتَات عدة 
عدين اثنتُ كىو ما يطلق عليو . سوؼ نقتصر في دراستنا على ابؼتغتَة ذات بمثل كمية الأمطار كالأبظدة كابؼساحة ابؼزركعة

 .ابؼتغتَة الثنائية

 انًرغٍزج انثنائٍح .1 انًثحس

 انذوال انحذٌح )انهايشٍح(و انرىصٌؼاخ انًشرشكح انًرمطؼح

 انرىصٌؼاخ انًشرشكح انًرظهح

 انرىصٌغ انششؽً
 

 Fonction marginale)الحدية(   الدالة الهامشيةو  التوزيعات المشتركة المتقطعة 8

 تعريف (أ )

ثاؿ مثلا ك إبما تتوقف على قيمة متغتَتتُ اثنتتُ. م Xة الثنائية ىي متغتَة تتوقف لي  على قيمة كاحدة ىي قيمة ابؼتغتَ 
معدؿ الطالب يتوقف على نقطة الرقابة ابؼستمرة ك نقطة التطبيق أك نقطة السداسي الأكؿ كنقطة السداسي الثاني.   ،ذلك

التعريف الدقيق للمتغتَة الثنائية يتأتى التكاليف ك الإيرادات، كىكذا.  كذلك نتيجة السنة ابؼالية تتوقف على متغتَتي
 باستخداـ التًميز كما يلي:

 : f(x,y) ب P(X = x,Y = y)لنرمز للاحتماؿ: ، Yك  Xمتغتَتاف عشوائيتاف متقطعتاف  لدينا لتكن
f(x,y) = P(X = x,Y = y) 

f(x,y) ≥ 0 

∑x∑y f(x,y) = 1 

ة الاحتمالية بؽا كنقوؿ أيضا دالة الكثافة ابؼشتًكة كثافالدالة  f(x,y)ك غتَة ذات بعدينمت (X,Y)تسمى الثنائية 
 عن طريق جدكؿ للاحتمالات ابؼشتًكة )جدكؿ التوزيع ابؼشتًؾ(.ها بيكن التعبتَ عنك  Yك  Xللمتغتَتتُ 
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f1(x) ym . . . y2 y1 
Y        X 

f1(x1) f(x1,ym) . . . f(x1,y2) f(x1,y1) x1 
f1(x2) f(x2,ym) . . . f(x2,y2) f(x2,y1) x2 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . 
f1(xn) f(xn,ym) . . . f(xn,y2) f(xn,y1) xn 

1 f2(yn) . . . f2(y2) f2(y1) f2(y) 
∑ = P (X = x) = f1(x) يكتب  كما يليك  بوسب  X = xاحتماؿ 

k=1

m
  f(x,yk) 

∑ = P (Y = y) = f2(y) يكتب  كما يلي ك بوسب  Y = yاحتماؿ 
i=1

n
  f(xi,y) 

 f2(y) =1 ∑ك  f1(x) = 1 ∑ ف( حيث :اف )ابغديتاف ابؽامشيتاتسمياف الدالت f2(y)ك  f1(x)الدالتتُ

 الدالة التجميعية (ب )

 ما يلي:كتكتب   (X,Y)الثنائية للمتغتَة  الدالة التجميعية
F (x, y) = P (X ≤ x, Y ≤ y) = ∑ 

u≤x

 
∑ 

v≤y
f (u, v) 

 للرقم الذم يظهر من مكعب النرد. Yك لعدد مرات ظهور الصورة، Xبنرمي قطعة نقدية كحجر نرد، نرمز  :مثال
o ُأكتب التوزيع الاحتمالي ابؼشتًؾ للمتغتَتت، 
o :ابغصوؿ على الصورة، ابغصوؿ على 6على صورة مع الرقم  ابغصوؿ أحسب احتمالات الأحداث التالية ،

 .6الرقم 
o  أحسب الاحتماؿP(X ≤ 1, Y ≤ 3)  ،P(X ≤ 2, Y ≤ 6). 

f1(x) 6 5 4 3 2 1 X\Y 
/2 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1 

1/2 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1/12 1 
1 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 f2(y) 

 P (X = 1 et Y = 6) = f(1, 6) = 1/12:  6لى صورة مع الرقم احتماؿ ابغصوؿ ع

∑ = P (X = 1) = f1(1)   1/2 = . . . + 1/12 + 1/12 =احتماؿ ابغصوؿ على الصورة
k=1

n
  f(1, yk) 

∑ = P (Y = 6) = f2(6)=                1/6 = 1/12 + 1/12  6 احتماؿ ابغصوؿ على الرقم
i=1

m
  f(xi,6) 

P(X ≤ 1, Y ≤ 3) = F(1, 3) = ∑ 
u≤1

 
∑ 

v≤3
 f(u,v) = 6(1/12) = 1/2 , P(X ≤ 2, Y ≤ 6) = 1 

)ابعواب: التوزيع  من بتُ التوزيعات الاحتمالية الشهتَة التي رأينا في الفصل الثاني أيها يعتبر توزيعا مشتًكا؟ سؤال.
 (.ابؼتعدد
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 التوزيعات المشتركة المتصلة 2

 تعريف (أ )
 :كما يلي  1امتصلتاف، نعرؼ دالة الكثافة الاحتمالية ابؼشتًكة بؽم متغتَتاف عYك  Xلتكن لدينا 

P(X = x, Y = y) = f(x, y) 

f(x, y) ≥ 0 

∫
-∞

+∞
∫
-∞

+∞
f(x, y) dx dy  = 1 

 الدالة التجميعية (ب )
 كتب دالة التوزيع )الدالة التجميعية( كما يلي:ن

F(x, y) = P(X ≤ x, Y ≤ y) = ∫
 u=-∞

x
∫
 v=-∞

y
f(u, v) du dv 

 f(x, y) = ∂²F / (∂x ∂y)كن استنتاج دالة الكثافة ابؼشتًكة من الدالة التًاكمية بالاشتقاؽ كما يلي: ك بي

∫  لمن جهة أخر 
u=-∞

x
∫
v=-∞

∞
f(u, v) du dv                    F1(x) = P(X ≤ x) = 

∫
u=-∞

∞
∫
v=-∞

y
f(u, v) du dv                    F2(y) = P(Y ≤ y) = 

 ف(.اف )ابغديتاف( ابؽامشيتاف )التجميعيتاف التًاكميتاالدالت F2(y)ك F1(x)ف اكنسمي الدالت

 ف في بؾالتُ ما نكتب:ابؿصورت Yك Xكلتحديد احتماؿ 

P(a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d) = ∫
x=a

b
∫
y=c

d
f(x, y) dx  dy 

 الدوال الهامشية (ج )
 فيعبر عنها كما يلي: (X, Y)الدالتاف ابؽامشيتاف )ابغديتاف( للكثافة الاحتمالية للثنائية 

f1(x) = ∫
v=-∞

+∞
f(x, v) dv ,          f2(y) = ∫

u=-∞

+∞
f(u, y) du 

 ابؼعرفة كما يلي: Yك Xلدينا دالة الكثافة الاحتمالية ابؼشتًكة للمتغتَتتُ  :مثال












sinon0

51,40,
96),(

yx
xy

yxf

 

 .y < 3 > 1 ، أحسب احتماؿ x < 2 > 0أحسب احتماؿ أكتب دالة التوزيع ابؽامشية لكل من ابؼتغتَتتُ 
F1(x) = P(X ≤ x) =  ∫

u=-∞

x
∫
v=-∞

∞
f(u, v) du dv 

* x < 0 : F1(x) = 0, 

                                                 
1
 . (X,Y)كنقوؿ أيضا دالة الكثافة الاحتمالية للثنائية   
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*  0 ≤ x  < 4 : 

F1(x) = ∫
u=-∞

x
∫
v=-∞

∞ 
uv/96 du dv = 0 + ∫

u=0

x
∫
v=1

5
uv/96 du dv 

=1/96 ∫
u=0

x
[ ∫

v=1

5
uv dv] du = 1/96∫

u=0

x
[12u] du = x²/2  (12/96) = x²/16. 

*  x ≥ 4: F1(x) = 1 

















41

4016/²

00

)(1

x

xx

x

xF

 

F2(y) = P(Y ≤ y) =  ∫
u=-∞

∞
∫
v=-∞

y
f(u, v) du dv 

Pour  y < 1 : F2(y) = 0, 

* 1 ≤  y  < 5 : 

F2(y) = 0 + ∫
u=0

4
∫
v=1

y
 uv/96 dudv = 1/96 ∫

u=0

4
[ ∫

v=1

y
uv dv] du  = 1/96 ∫

u=0

4
[u (y² - 1) / 2] du 

= (1/2 * 1/96) (y² - 1) (u²/2)0
4
 = (1/(2*96)) (y² - 1) (16/2) = (y² - 1) / 24 

*  y ≥ 5 : F2(y)  = 1 
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y

yy
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P(0 < x < 2) = F1(2) – F1(0) = 4/16 = ¼ , 
P(1 < y  < 3) = 8 / 24 = 1/3 

 Distribution conditionnelleالتوزيع الشرطوي  3

 يلي امتكتب ك (X|Y = y) متغتَتاف عشوائيتاف متقطعتاف، فإف دالة الكثافة الاحتمالية الشرطية ؿX ،  Yفي حالة
f(x/y)  :كبرسب كما يلي 

)(

),(

)(

),(
)/(

1 xXP

yYxXP

xf

yxf
yxf




 

حتمالات الشرطية: ك ىذا استنادا إلى القانوف التقليدم للا
)(

)(
)/(

AP

BAP
ABP


 

 ابؼقابلة بؽا. f(x/y) الاحتمالاتك  Yعند تثبيت  Xىو بؾموعة قيم ابؼتغتَة  y  Y =حيث Xلتوزيع الاحتمالي ؿ ا
الفرؽ بالقيمة ابؼطلقة بتُ عدد مرات  Yك ورة عند رمي قطعة نقدية مرتتُعدد مرات ابغصوؿ على ص Xلتكن . مثال

 الصورة كعدد مرات الكتابة.
 .X|Y = 2ك X|Y = 0ف ؿ اف الاحتمالياأكتب التوزيع، Y|X = 1أكتب التوزيع الاحتمالي ؿ

 

 
 

∫ = P(c ≤ Y ≤ d / x ≤ X ≤ x + dx)متغتَتاف ع متصلتاف نكتب: Yك  Xفي حالة
c

d
f(y/x) dy 

X 1 1 2  Y 1 1 
P(X/Y=0) 1 1 1  P(y/x=1) 1 1 
P(X/Y=2) 1/2 1 1/2     
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 خلاصة 4
 f(x,y) = P(X = x,Y = y)عشوائية ك بوسب كما يلي: احتماؿ ثنائية 

 ك تسمى دالة الكثافة ابؽامشية.  P (X = x) = f1(x)لتعبتَ عن احتماؿ قيمة ما لإحدل ابؼتغتَتتُ نكتب:  ل
 F (x, y) = P (X ≤ x, Y ≤ y)  عي بؼتغتَتتُ فيعبر عنو من خلاؿ دالة التوزيع ابؼشتًكة:الاحتماؿ التجمي

 تنطبق ىذه التعاريف على كل من ابؼتغتَات ابؼتقطعة ك ابؼستمرة.
 ، مثلا( فنكتب:1للتعبتَ عن التوزيع الاحتمالي لإحدل ابؼتغتَتتُ بشرط أف تأخذ ابؼتغتَة الثانية قيمة ما )

P(X/Y = 0) 

تستخدـ القاعدة:  Xبغساب الاحتمالات الشرطية ؿ 
)(

),(

)(

),(
)/(

1 xXP

yYxXP

xf

yxf
yYXP




 

 

 الارذثاطو الاطرقلال انرثاٌن .2 انًثحس

 ذؼشٌف اعرملال يرغٍشذٍٍ

 ذثاٌٍ انًرغٍشج انؼشىائٍح يرؼذدج الأتؼادو ذىلغ

 انرثاٌٍ انًشرشن

 يؼايم الاسذثاؽ

 

 تعريف استقلال متغيرتين 8
 يكوناف مستقلاف إذا كاف: Bك Aأف حدثتُ عشوائيتُ رأينا في الفصل الأكؿ 

P(A et B) = P(A) P(B) 
 فقط إذا كاف:ك   إذا مستقلتاف Y ك   Xطعتاف القاعدة، تكوف ابؼتغتَتاف العشوائيتاف ابؼتقىذه انطلاقا من 

P(X = x, Y = y) = P(X = x) P(Y = y) 

f(x, y) = f1(x) f2(y) 
 P(X ≤ x, Y ≤ y) = P(X ≤ x) P(Y ≤ y): متصلتتُ نكتب في حالة كوف ابؼتغتَتتُ

F(x, y)  = F1 (x) F2 (y) 
لتاف بيكن كتابة دالة التوزيع ابؼشتًكة بؽما )أك دالة الكثافة ابؼشتًكة( في شكل جداء لا اأم أف ابؼتغتَتاف ابؼستقلتاف بن

 دالتتُ ىامشيتتُ تراكميتتُ )أك دالتتُ ىامشيتتُ للكثافة(.
 حيث دالة الكثافة ابؼشتًكة بؽما معرفة كما يلي: ع مستمرين ـ Yك Xيكن لمثال. 



 


sinon0

51,40,
),(

yxcxy
yxf

 
 مستقلتتُ. Yك Xبتُ أف ابؼتغتَتتُ 

Soit c = c1*c2 => f(x, y) = c1 c2 xy = c1x * c2y =>   f(x, y) = f1(x) * f2(y)           cqfd 
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عدد مرات  Yرة في رمية لقطعة نقدية كعدد مرات ابغصوؿ على صو  Xع متقطعة. بسثل  ـ Z كYك Xليكن . 2مثال
اللذاف بيثلاف على التوالي عدد مرات ابغصوؿ  ’Yك ’Xالفرؽ بالقيمة ابؼطلقة بتُ  Zابغصوؿ على صورة في رمية موالية. ك

 .على الصورة/الكتابة في بؾموع رميتتُ لقطعة نقدية

 .Yك Xعند كل قيم  P(X = x,Y = y) = P(X = x) P(Y = y) لأفمستقلتاف  Yك Xمن الواضح أف 
 :فمثلا ’X ليست مستقلة عن Z بقد أف  على العك  من ذلك،

P(X’= 0,  Z = 2) = 1/2  ≠  P(X’ = 0) P(Z = 2) = (1/4  . 1/2) = 1/8 

 تباين المتغيرة العشوائية متعددة الأبعادو  عتوق 2
ينطبق كل من تعريف التوقع الرياضي كالتباين الذين تناكلنابنا فيما سبق على ابؼتغتَة العشوائية متعددة الأبعاد. 

 دالة كثافة مشتًكة بؽما. f(x, y)ك ،قطعتافمتغتَتاف عشوائيتاف متYك  Xلتكن
µx = E(X) = ∑x∑y x f(x, y)    ,  µy = E(Y) = ∑x∑yy f(x, y) 

σ²x = E[(x – µx)²] = ∑x∑y (x – µx)² f(x, y) , σ²y = E[(y – µy)²] = ∑x∑y (y – µy)² f(x, y) 

 :ستمرتافمتغتَتاف م  Yك Xحالة في 

µx = E(X) = ∫
-∞

+∞
∫
-∞

+∞
x f(x, y) dx dy , µy = ∫

-∞

+∞
∫
-∞

+∞
y f(x,y) dx dy . 

σ²x = E[(x – µx)²] = ∫
-∞

+∞
∫
-∞

+∞
(x – µx)² f(x, y) dx dy , 

σ²y = E[(y – µy)²] = ∫
-∞

+∞
∫
-∞

+∞
(y – µy)² f(x, y) dx  dy 

 ابؼعرؼ كما يلي: التوزيع ابؼشتًؾليكن لدينا . مثال
 ابؼطلوب حساب:

E(y), E(x) ،σ²x, σ²y 

 

E(x) = ∑x∑y x f(x, y) = 1(1/8 + ¼ + 1/8) – 5(1/4 + 1/8 + 1/8) = 1/2 – 5/2 = -4/2 = -2 

E(Y) = ∑x∑y y f(x, y) = -4 (1/8 + ¼) – 2 (1/4 + 1/8) + 7 (1/8 + 1/8) = -1/2 

σ²x  = E[(x – µx)²] = ∑x∑y (x - µx)² f(x, y) 

= (1 + 2)² (1/8 + ¼ + 1/8) + (-5 + 2)² (1/4 + 1/8 + 1/8) = 9 (1/2) + 9 (1/2) = 9 

σ²y = E[(y – µy)²] = ∑x∑y (y - µy)² f (x, y) 

= (-4 + 1/2)² (1/8 + 1/4) + (-2 + 1/2)² (1/4 + 1/8) + (7 + 1/2)² (1/8 + 1/8) 

= 49/4  (3/8) +  9/2 (3/8) + (15/2)² (2/8) = 651 / 32 = 20,34 
 .f2(y) ك f1(x) دكاؿ ابؽاشيةكما بيكن حساب كل من القيم السابقة باستخداـ ال

X 
Y 

0 1  
Z 

X’ 
0 1 2  X’ 0 1 2  Z 0 2 

0 ¼ ¼  1 1 1 1  px ¼ ½ ¼  pz ½ ½ 

1 ½ ½  2 ½ 1 ½          

7 -2 -4 y 
X 

1/8 1/4 1/8 1 
1/8 1/8 1/4 -5 
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E(x) = ∑x x f1(x) = 1(4/8) – 5(4/8) = -2 

V(x) = E(x²) – E²(x) 

= [1²(4/8) + (– 5)²(4/8)] – (–2)² = 9 

 Covariance التباين المشترك 3
 التباين ابؼشتًؾ كمايلي: يعرؼ

Cov (X, Y) = σxy = E[(X – µx)(Y – µy)] 
 متغتَتاف متقطعتاف: Yك  Xفي حالة 

σxy = ∑x∑y(x – µx)(y – µy)f(x, y) 

 :مستمرتافمتغتَتاف  Yك  Xفي حالة 
σxy= ∫

-∞

+∞
∫
-∞

+∞
(x – µx) (y – µy) f(x, y) dx dy 

 التباين المشتركخصائص  (أ )
 نستنتج:كن أف بيمن تعريف التباين  .1

Cov(X, Y) = E[(X – µx)(Y – µy)] 

= E[XY – Xµy – µxY + µxµy] 

= E(XY) – E(X)E(Y) – E(X)E(Y) + µxµy 

= E(XY) – E(X) E(Y) 

Cov(X, Y) = E(XY) – E(X) E(Y) 
 E(XY) = E(X)  الرياضي أفنعلم من خصائص التوقع  1متغتَتاف مستقلتاف  Yك  Xفي حالة  .2

E(Y)   منوك: 

Cov(X, Y) = E(XY) – E(X) E(Y) = E(XY) – E(XY) 
Cov (X, Y) = 0 

 متغتَتاف مستقلتاف أك غتَ مستقلتتُ: Yك  Xفي حالة  .3

2 Cov (X, Y)  ± Var (X ± Y) = V(X) + V(Y) 

 σxy| ≤ σxσy|    بؼعياريتُ: القيمة ابؼطلقة للتباين ابؼشرؾ لا تكوف أكبر من جداء الابكرافتُ ا .4

 Cov(X, Y) = V(X) V(Y)    فإف: Y = Xمتغتَتاف مرتبطتاف بساما مثلا  Yك  Xفي حالة  .5

 معامل الارتباط 4

نستنتج أف الكسر( 2ة )من ابػاصي
yx

xy




في ( نستنتج أنو 5من ابػاصية ) ك مستقلتاف Yك  Xفي حالة  1يساكم   

 .1فإف الكسر يساكم  متغتَتاف مرتبطتاف بساما Yك  Xحالة 
                                                 

بسثل شرطا كلكنو لي  بغقيقة العك  لي  بالضركرة دكما صحيح، فقد يكوف التباين ابؼشتًؾ مساكيا للصفر من غتَ أف يكوف ابؼتغتَتاف مستقلتاف فعلا. ابؼعادلة ىي في ا  1
ابؼتغتَتتُ. الشرط الازـ كالكافي لاستقلاؿ متغتَتتُ  شرطا كافيا. بابؼقابل بيكن استعماؿ نتيجة معدكمية التباين ابؼشتًؾ للدلالة على ضعف الارتباط، إذا كاف موجودا، بتُ

 ىو ابؼذكور سابقا في تعريف الاستقلاؿ.

f1(x) 7 -2 -4 Y 
X 

4/8 1/8 1/4 1/8 1 
4/8 1/8 1/8 1/4 -5 

1 2/8 3/8 3/8 f2(y) 



 شىائٍح شُائٍح انثؼذانًرغٍشج انؼ  انفظم انخايظ 

- 8 -VI 

11 :(1)ك (1-تتًاكح قيمتو بتُ )نسبة نستنتج أف ال 4من جهة أخرل من ابػاصية  
yx

xy




. من أجل ىذا 

  :تستعمل النسبة
yx

xy
r




   .لقياس الارتباط بتُ ابؼتغتَتتُ، كتسمى معامل الارتباط 

 ف.ا، من غتَ أف بقزـ أنهما مستقلتنيغير مرتبطتان المتغيرتنقوؿ أف معدكـ  rفي حالة 
 مثاؿ. أكجد التباين ابؼشتًؾ كالارتباط للتوزيع ابؼشتًؾ ابؼذكور في ابؼثاؿ السابق.

Cov(X, Y) = E(XY) – E(X) E(Y) 

E(XY) = 1(-4)(1/8) + (1)(-2)(2/8) + (1)(7)(1/8) + (-5)(-4)(2/8) + (-5)(-2)(1/8) + (-

5)(7)(1/8) = 1.75 

E(X) = 1(4/8) + (-5)(4/8) = -2,    E(Y) = -4(3/8) – 2(3/8) + 7(2/8) = -1/2. 

Cov(X, Y) = 1.75 – (-2)(-1/2) = 0.74 

V(X) = E(X²) – E²(X) = 1(4/8) + (-5)²(4/8) – (-2)² = 9 => σx = 3, 

05.0
)5.4(3

75.0


yx

xy
r




       V(Y) = E(Y²) – E²(Y) = 20.34 => σy = 4.5. 

 خلاصة 5

كتابة دالة التوزيع ابؼشتًكة بؽما )أك دالة الكثافة ابؼشتًكة( في شكل جداء   نقوؿ عن متغتَتاف أنهما مستقلتاف إذا أمكن
 أم أف: f(x, y) = f1(x) f2(y)دالتتُ ىامشيتتُ تراكميتتُ )أك دالتتُ ىامشيتتُ للكثافة(: 

P(X = x, Y = y) = P(X = x) P(Y = y) 

 ،من جهة أخرل نقي  الارتباط بتُ متغتَتتُ من خلاؿ معامل الارتباط
 Cov(X, Y) = E(XY) – E(X) E(Y)كفي ىذه ابغالة يكوف التباين ابؼشتًؾ  

 E(XY)  =  E(X) E(Y) معدكما لأنو تبعا بػصائص التوقع الرياضي في حالة الاستقلاؿ فإف   
 لكن العك  لي  بالضركرة صحيح.

يستخدـ معامل الارتباط 
yx

xy
r




ب أف يكوف متنبها إلى كمؤشر على الارتباط بتُ ابؼتغتَتتُ، لكن الإحصائي به

 بؿدكدية ىذا ابؼؤشر.
 



  ب. ص   يحاػشاخ الإحظاء انشٌاػً

 

- 1 -VI   

 دوال المتغيرات العشوائية والتقارب .VI  الفصل

 ، فٍشش وعرٍىدَد2انذوال غٍش انخطٍح : ن 

 انرماستً، َظشٌح انُهاٌح انًشكضٌح انغهىنو انرماسب

 
كالتطبيقي  ستدلاليالا الإحصاءالواسع في  خداـىذا الفصل عدد من التوزيعات ذات الاستالأكؿ من  ابؼبحثنتناكؿ في 

ىذه التوزيعات في عملو من أجل الوصوؿ إلى  الإحصائييستخدـ  حيث، "اختبار الفركض"ك "التقديرخاصة في بؾالي "
الثاني سنتطرؽ للتقارب بتُ  ابؼبحثفي  .انطلاقا من بيانات يتحصل عليها من عينةابؼدركس  "المجتمع""قرار" بشأف 

 .لتي درسناىا من قبلا التوزيعات الاحتمالية ابؼختلفة

 ، فٍشز وطرٍىدند 2انذوال غٍز انخطٍح: ك  .1 انًثحس

 ذىصٌغ فٍشش    ذىصٌغ عرٍىدَد    2ذىصٌغ ن

2توزيع ك 8
1    Distribution en Khi-carré (ou Khi-deux) 

 ىو من أكثر التوزيعات استخداما في بؾاؿ اختبار الفركض بأنواعها، كبيكن تعريفو كما يلي: 2توزيع ؾ
 (. ابؼتغتَةµ = 0, σ =1، متغتَات عشوائية مستقلة كل منها تتبع التوزيع الطبيعي ابؼعيارم )  X1, X2, . . . Xνلتكن 

X = X1
²
 + X2

²
 + . . . + Xν

²
 

 بؽا دالة الكثافة التالية:
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2/12/
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xf
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ىي الدالة قاما: Γ(α)حيث 
 

  0
0

1  


   dtet t
 

 
 
 
 
 

X ~ χ²     درجة حرية كنكتب ν ب 2تتبع التوزيع ؾ Xك نقوؿ أف 
ν

.
 

 :تكتب كما يلي )χ²) Fالدالة التجميعية 
 

 

 
                                                 

1
 . (Karl Pearson, 1900)ك كارؿ بتَسوف   (F. Helmert, 1876)ؼ ىلمرت  يرجع الفضل في اكتشاؼ ىذا التوزيع إلى  

x 

ν = 15 

ν = 10 

ν = 6 

ν = 3 

ν = 1 

ν = 2 

0 6 12 18 24     

0.25 

f(x) 

 ح انحزٌححظة درج 2ذذرج ينحنى ك    14 رطى
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 2خصائص توزيع ك  (أ )
E(X) = ν,     V(X) = 2ν,      M(t) = (1-2t)

-ν/2 

 . α = ν/2, β = 2ىي حالة خاصة من توزيع قاما بوضع ىي  2دالة التوزيع ؾ
حتٌ يبتعد شيئا فشيئا عن المحور كنلاحظ من الرسم أف ابؼن νشكلو حسب قيمة الثابت  f(x)كيأخذ منحتٌ 

12²2فإف  (ν ≥ 30)  كبتَ  ν. كنبرىن أنو عند νالعمودم كيأخذ شكلا جرسيا كلما زادت قيمة    
 تتبع التوزيع الطبيعي ابؼعيارم.

  ،على المحور الأفقي )أنظر الرسم ابؼقابل( من خلاؿ  2تعتُ نقطة )قيمة ابؼتغتَة( ؾفي ابعداكؿ الاحصائية
νبؼساحة ا بالإضافة إلىp برت ابؼنحتٌ  2على يسار ؾ(p  = P(X ≤ χ²

ν;p)بدلالة  2. كأحيانا بردد النقطة ؾ
 χ²α,νك  χ²p,νبقد في كتب الاحصاء كل من الكتابتتُ: لذلك (  α  = 1- pابؼساحة على بيينها )

 

 pور من خلاؿ قيمة على المح 2تعيتُ نقطة ؾ  15 رطى 

 

 :ـ ع مستقلة عددىا لتكن  نظريةn حيث X1 ~ χ²
ν1

 , . . . , Xn
 ~ χ²

νn
بؾموع ىذه    

 ابؼتغتَات

~ χ²
νT





n

i

iT XX
1

 

νT = ∑νi 
 

 1Distribution de Studentتوزيع ستيودنت 2

χ ك Y~ N(0, 1)حيث  Zك Yلتكن ابؼتغتَتاف العشوائيتاف ابؼستقلتاف 
ν² Z ~ ابؼتغتَة   ؛

/Z

Y
T 

    
 يعتتبع توز 

 بؽا دالة الكثافة التالية 

                                                 
الذم نشر مقالاتو كلها باسم ستيودنت، كنشر  (1876-1937) (William Sealy Gosset)يرجع الفضل في إبهاد ىذا القانوف إلى كيلياـ سيلي قوسي   1

 .262، ص 1997أنظر : دراكزبيك  « The probable error of a mean »بعنواف  1918مقالتو حوؿ ىذا القانوف عاـ 

x 

0 

f(x) 

p=1- α 
α 

χ²p,ν 
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 T ~ tν    نكتب: ك  درجة حريةνستيودنت ب تتبع توزيع  Xك نقوؿ أف ابؼتغتَة 

 خصائص توزيع ستيودنت (أ )
E(T) = 0,        V(T) = ν/(ν-2)   si  (ν > 2) 

 
 ب درجة ابغريةستيودنت حس منحتٌج تدر  16  رطى


نقطة مناظرة بؽا سالبة حيث  tبفا يعتٍ أف لكل نقطة موجبة  1متماثل حوؿ ابؼتوسط t نلاحظ أف منحتٌ  

 . t1-p = - tpنكتب ك  ،(t–)تساكم ابؼساحة برت ابؼنحتٌ علي يسار  tابؼساحة برت ابؼنحتٌ على بيتُ 


. كعموما،  νي ابؼعيارم كلما زادت قيمة يقتًب من ابؼنحتٌ الطبيع f(t)بالإضافة إلى ذلك فإف منحتٌ  

 .ν ≥30يعتبر الإحصائيوف أف ابؼنحنياف يتطابقاف تقريبا عند 


 برت ابؼنحتٌ tعلى يسار  pكابؼساحة νمن خلاؿ  tتعتُ نقطة )قيمة ابؼتغتَة( في ابعداكؿ الاحصائية،  
) (p = P(T ≤  tν;p)كأحيانا بردد النقطة . t  بدلالة ابؼساحة على بيين( هاα = 1 - p )  : كنكتبtp,ν  
 . tα,νأك 

 ؽثٍؼً

ν = 4 

ν = 1 

0.4 

f(t) 

-4     -3 -2      -1      0       1       2        3        4 

t 
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 1 Distribution F de Fisher-Snédecor(Fتوزيع فيشر ) 3

 

x 

(10, 50) 

(10, ? ) 

(10, 10) 

1.0 

(10, 4) 

f(x) 

0,5 

     0  1  2  3

  4 

  

 تدرج منحتٌ فيشر حسب درجة ابغرية   17 رطى 

X1 ~ χ  ليكن لدينا ابؼتغتَتاف العشوائيتاف ابؼستقلتاف 
ν1

χ   ك ²
ν2

² X2 ~  : ابؼتغتَة .
22

11

/

/





X

X
X    بؽا دالة

 لكثافة:ا
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 X ~ Fν1, ν2    نكتب:ك  درجة حرية 2νك 1νتتبع توزيع فيشر ب  Xك نقوؿ أف ابؼتغتَة 

 خصائص توزيع فيشر: (أ )

  
)4(

24

)2(2
²,)2(

2
22

221

21

2

2

2

2

2 






 











 
من خلاؿ ثلاثة  Fلذلك بردد أم نقطة ك  ν2ك  ν1 إلى كل من xبالإضافة ؿ  f(x)كيظهر من ابؼعادلة تبعية منحتٌ 

 Fp, ν1 , ν2( ، كنكتب Fيسار النقطة )ابؼساحة برت ابؼنحتٌ على  p ك ν2ك  ν1معالم: 

 . p = 0.99ك   p = 0.95عند  Fفي الغالب تعطي ابعداكؿ الإحصائية قيم ك 

 

 Pو   ν1, ,ν2ٌرى فً انجذول ٌرى ين خلال  Fذعٍٍن قًٍح  18 رطى

                                                 
 George) )إبقلتًا( يعتبر مؤس  نظرية التقدير ك جورج كادؿ سنيديكور  (1890-1962) (Ronald Aylmer Fisher)ركنالد آيلمر فيشر   1 

Waddel Snédecor) (1881-1974)  258)أمريكي( أنظر ابؼرجع السابق، ص. 

x 

0 

f(x) 

p=1- α 
α 

Fp,ν1, ,ν2  
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 .8نظرية 
1221 ,,,,1 /1  pp FF  

 .2نظرية 
2

),2/(1,1,1  pp tF   
 .3نظرية 



 



2

,

,,

p

pF 

 
 

 خلاصة 4
 في ابعدكؿ التالي: ابؼبحثبيكن تلخيص أىم ما تضمنو ىذا 

 أىم ما يجب معرفتو عن دالة الكثافة المتغيرة العشوائية التوزيع

 2توزيع ك
X ~ χ²

ν 

متغتَات عشوائية مستقلة كل  Xiإذا كانت 
 منها تتبع التوزيع الطبيعي ابؼعيارم، ك

X = X1
²
 + X2

²
 + . . . + Xν

² 

X ~ χ²إرٌ: 
ν 

f(x) = 0   si    x ≤ 0 

 

E(X) = ν,     V(X) = 2ν 

 توزيع ستيودنت
T ~ tν 

 Zك Y لتكن ابؼتغتَتاف العشوائيتاف ابؼستقلتاف
χك  Y~ N(0, 1)حيث 

ν² Z ~ إذف: ؛ 

~ tν 
/Z

Y
T  

E(T) = 0, 
V(T) = ν/(ν-2)   si  (ν > 2) 

 

 توزيع فيشر

X ~ Fν1, ν2
 

ئيتاف مستقلتاف إذا كانت لدينا متغتَتاف عشوا
 حيث:

X1 ~ χ
ν1

χك   ²
ν2

² X2 ~ ، 

 Fν1, ν2 ~ فإف 
22

11

/

/





X

X
X  

f(x) = 0   si    x ≤ 0 



 



2

,

,,

p

pF  , 
2

),2/(1,1,1  pp tF   ; 

1221 ,,,,1 /1  pp FF  

 
 

 انظهىك انرقارتً نثعض انرىسٌعاخ الاحرًانٍح .2 المبحث

 انرىصٌغ انطثٍؼًو انرماسب تٍٍ انرىصٌغ انصُائً

 الاَرمال يٍ يرغٍشج يرمطؼح إنى يرغٍشج يغرًشج

 ئً وذىصٌغ تىاعىٌانرماسب تٍٍ انرىصٌغ انصُا

 َظشٌح انُهاٌح انًشكضٌح

 

بعض حالات التقارب الذم بوصل بتُ عدد من التوزيعات الاحتمالية الشهتَة. كنقصد بالتقارب  ابؼبحثنتناكؿ في ىذا 
 بتُ توزيعتُ )الثنائي كبواسوف مثلا( أف يعطي التوزيعاف نتائج متقاربة بخصوص احتماؿ معتُ، بفا يعتٍ إمكانية استخداـ
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توزيعتُ احتماليتُ )كأحيانا أكثر( بغساب احتماؿ معتُ. علما أننا قد تطرقنا من قبل بإبهاز إلى ىذا ابؼفهوـ عند دراستنا 
 بؽذه التوزيعات.

 التوزيع الطبيعيو  التقارب بين التوزيع الثنائي 8
 ة جدا.إلىأعداد كبتَ  nعندما تؤكؿ  X~B(n,p)لندرس السلوؾ التقاربي بؼتغتَة التوزيع الثنائي 

 مرات. 16مرات،  8مرات،  4بيثل عدد مرات ابغصوؿ على صورة عند رمي قطعة نقدية : مرتتُ،  Xليكن 
 
 

 

 
 
 

 . Xالسلوؾ التقاربي للمتغتَة  يظهر n = 2  ،n = 4  ،n = 8  ،n =16للحالات  Piمنحنيات برسم 
 

n = 2

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0 1 2 3 4

X

p
(x

)

n = 4

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0 2 4 6
X

P
(x

)

n = 8

0,00

0,05

0,10

0,15

0,20

0,25

0,30
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X

P
(x

)

n = 16 

0,00

0,05

0,10

0,15

0,20

0,25

0 5 10 15 20

X

P
(x

)

 

 p = 0.5 السلوؾ التقاربي للتوزيع الثنائي بؼا   19رطى 

متماثل حوؿ التوقع ك  ذا شكل جرسي تؤدم إلى ابغصوؿ على منحتٌ nيظهر من مقارنة ابؼنحنيات الأربعة أف زيادة قيمة 
µ . 

 لكن التحوؿ يكوف أكثر بطأ. p ≠ 0.5ىذه ابؼلاحظة تصدؽ أيضا في حالة 
. إف السلوؾ التقاربي  Xابؼلحقة بذات ابؼتغتَة ذات التوزيع الثنائي  z = (x - µ)/σمن أجل التعميم نعتبر ابؼتغتَة ابؼعيارية 

 و النظرية التالية:ابؼلاجظ في الشكل أسفلو ىو ما تثبت Zؿ
).1,0(:),(~ N

npq

npX
YpnXsoit

n
 





B

 

2 1 0 Xi 
¼ 1/2 1/4 Pi 
4 3 2 1 0 Xi 

1/16 4/16 6/4 4/16 1/16 Pi 
8 7 6 5 4 3 2 1 0 Xi 

0,004 0,031 0,109 0,219 0,273 0,219 0,109 0,031 0,004 Pi 
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 .≈ N(0,1)  Yكنكتب
 

 

 ابؼعيارية من خلاؿ ابؼتغتَة ابؼعيارية السلوؾ التقاربي للتوزيع الثنائي     20رسم 

 قاعدة:
ي التوزيعاف نتائج يعطك  بيكن اعتبار التوزيع الثنائي كتقريب جيد للتوزيع الطبيعي. 1غتَ قريب من  p  ك كبتَة   nفي حالة

 كبتَة أكثر.  كنكتب:  nأكثر تقاربا كلما كانت 










b

a

u

n
dueb

npq

npx
aP 2

²

2

1
)(lim

 
 ككقاعدة :   1.5قريب من  pك بفا يسرع تقارب التوزيع الثنائي من التوزيع الطبيعي كوف 

  عموما نعتبر أن التقريب ملائم عندماnp  وnq    5كلاىما أكبر من. 
 ُحد الشرطتُ التاليتُ متوفرين:يعتمد قاعدة أخرل ىي أف يكوف أ 1عدد من الاحصائيت 

o npq ≥ 9 

o n ≥ 20 , np ≥ 10, nq ≥ 10 

 .n = 20 الثاني عند ك  n = 36( يتحقق عند 1، الشرط ) p = 0.5في حالة 
 . n = 100، الشرطتُ يتحققاف عند  p = 0.10في حالة 

 الانتقال من متغيرة متقطعة إلى متغيرة متصلة. 2
يعتٍ حساب الاحتماؿ عن طريق توزيع مستمر بينما ابؼتغتَة متقطعة. التوزيع الثنائي من لا ستخداـ التوزيع الطبيعي بدلا

 يتم اعتبار كل قيمة في ابؼتغتَة الأصلية بؾالا.من أجل ذلك 

                                                 
1
 .262ابؼرجع السابق، ص   

Pi Pi 

Pi 
Pi 
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 . P(3.5 ≤  X ≤  4.5)   بذربة يصاغ كما يلي:  nبقاحات خلاؿ  4احتماؿ ؿ. مثا
ثم أدرس إمكانية  P(X = 8)ت ابغصوؿ على صورة. أحسب عدد مرا Xمرة. ليكن  21: نرمي قطعة نقدية 2مثال

 لابلاس بغساب نف  الاحتماؿ. -استخداـ نظرية موافر
X ~ B(20, 0.5) , P(X = 8) = F(8) – F(7) = 0.2517 – 0.1316 = 0.1201. 

 n =10 ،np إذا شئنا استخداـ القاعدة الثانية فإننا بقد أيضا أف :ك  ، nq = 10 >5ككذلك  np = 10 >5لدينا 

=10 ،nq=10 بيكن إذا اعتبار ،Y = (X-10)/√5  ~ N(0 ,1)  نستخدـ ابؼتغتَة ابؼستمرة .X*  بدلا منX 
 [8.5 ,7.5] ىوك  8بغساب احتماؿ المجاؿ ابؼعبر عن القيمة 

12.0)67.612.1(
24.2

105.8

24.2

105.7
)5.8*5.7( 







 



 ZPZPXP

 

 توزيع بواسونو  التقارب بين التوزيع الثنائي 3
 nq < 5أك               np < 5ك        n ≥ 30يعطي توزيع بواسوف نتائج قريبة من التوزيع الثنائي بؼا 

 :1ك يستخدـ بعض الإحصائيتُ كشرط لاستعماؿ قانوف بواسوف بدلا من القانوف الثنائي القاعدة التالية
n ≥ 25  ك p ≤ 0,1 

 من انتاج ىذه الآلة عشوائيا. ةكحد 31من إنتاج آلة ما يعد تالفا، نأخذ %  11  مثال :
 وف ىناؾ كحدتاف تالفتاف.أحسب احتماؿ أف يك

P(X = 2) = C
2

30 (0,1²) (0.9
28

) = 0.22 
 لاستعماؿ توزيع بواسوف بكسب أكلا قيمة ابؼعلمة )معلمة قانوف بواسوف(:  n ≥ 25 ،p ≤ 0.1لدينا 

λ = µ = np =30 * 0,1 = 3 
P(2) = λ

x
 * e - λ/x! = (3

2
 * e 

-3
) / 2! = 0.22 

 مركزيةنظرية النهاية ال 4
، . . . . متغتَات عشوائية مستقلة بؽا نف  التوزيع الاحتمالي بتباين كمتوسط بؿددين. إذا  X1 ،X2لتكن ابؼتغتَات 

 كانت

Sn = X1 + X2 + . . . + Xn            (n = 1, 2, . . .), 

 فإننا تكتب :  σSn = σ√n ك   E(Sn) = nµبدا أف ك   . ∞→ nتتبع التوزيع الطبيعي عندما  Snفإف 
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بؽا نف  ابؼتوسط كالتباين حتى كلو لم يكن بؽا بالضركرة  Xiفي ابغقيقة فإف النظرية بؿققة عندما تكوف ابؼتغتَات ابؼستقلة 
نف  التوزيع، مع العلم أنو توجد صيغ أخرل بؽذه النظرية حيث لا يشتًط أف يكوف للمتغتَات نف  التوزيع الاحتمالي 

 قلة.كلا حتى أف تكوف مست
لابلاس التي تطرقنا إليها سابقا ىي حالة خاصة من نظرية النهاية ابؼركزية، ذلك أف  -بذدر الإشارة إلى أف نظرية موافر

 .B(1, p)بيكن اعتبارىا بؾموعا لعدد من ابؼتغتَات ابؼستقلة ذات التوزيع البرنولي  B(n, p)متغتَة تتبع القانوف 
                                                 

1
 ابؼرجع السابق  
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 خلاصة 5

يعتٍ حساب الاحتماؿ عن طريق توزيع مستمر بينما ابؼتغتَة متقطعة. التوزيع الثنائي لا من ي بدستخداـ التوزيع الطبيعلا
 يتم اعتبار كل قيمة في ابؼتغتَة الأصلية بؾالا.من أجل ذلك 

( متغتَات عشوائية مستقلة بؽا نف  التوزيع الاحتمالي بتباين كمتوسط بؿددين ) Snتنص على أف نظرية النهاية ابؼركزية 
 كنكتب: σSn = σ√n ك   E(Sn) = nµ بدتوسط ∞→ nتبع التوزيع الطبيعي عندما ت
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في ابؼبحث بالإضافة ابؼذكورة آنفا  قواعد ابؼستخدمة كشركط للتقريب بتُ التوزيعات الاحتماليةالالرسم البياني التالي يبتُ 

 ة معيارية(.يعتٍ متغتَ  cr)الرمزالتي درست في الفصوؿ السابقة التوزيعات الأخرل إلى 
 

 

[N(0, 1)]² tν² 

Χν
2 
/ ν Fν1, ν2 

 

ν→ ∞ 

 

ν = 1 ν1 = 1 

ν2 = ν 

ν1 = 1 

ν2→ ∞ 
ν1= ν 

ν2→ ∞ 

سعى ٌثٍٍ لىاػذ انرمشٌة تٍٍ انمىاٍٍَ الاحرًانٍح الأكصش 

 اعرخذاياالاحرًانٍح 

B (n, p) 

 

Bcr(n, p) 

 

H(N, n, p) 
P (λ) 

 

Pcr(λ) 

N(0, 1) tν 

n < N/10 n ≥  25 ; p ≤ 0,10 

np = λ 

 n ≥ 20 

np ≥10 

nq ≥10 
λ≥15 

ν→ ∞ 
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 نظرية توزيع المعاينة .VII  الفصل

 إحظائٍحيفاهٍى 

 نهًرىعطاخ انًؼاٌُح اخذىصٌؼ

 ذىصٌغ انًؼٍُح نهُغثح

 ذىصٌغ انًؼاٌُح نهفشوق و انًجايٍغ

 ذىصٌغ انًؼاٌُح نُغثح ذثاٌٍٍُو  ذىصٌغ انًؼاٌُح نهرثاٌٍ

 
تمعاتنا ابؼعاصرة عمليات الاستقصاء، ففي عالم الأعماؿ تقوـ ابؼؤسسات عن طريق مصاح  التسويق كمصاح  في بؾ تنتشر

كفي كسائل الإعلاـ لا بير يوـ دكف أف يعلن ، البحوث كالتطوير بإجراء استقصاءات للإطلاع على توجهات ابؼستهلكتُ
أك اجتماعية متعددة، منها الاستقصاءات ابؼثتَة للجدؿ مواضيع سياسية  وؿحجامعة أك عن نتائج استقصاء أجرتو بؾلة 

بغملات الانتخابية. فما ىي الأس  النظرية الرياضية التي تستند عليها حوؿ الأراء السياسية للمواطنتُ أثناء ا
الاستقصاءات ابؼختلفة ؟ أك كيف بيكن الاستدلاؿ من خلاؿ بيانات عينة على خصائص المجتمع الذم أخذت منو؟ 

مثل ابؼتوسط، العلاقات الرياضية بتُ ابػصائص ابؼختلفة للمجتمع تتطلب فهم على ىذه الأسئلة ك غتَىا ابة الإج
ما سنتناكلو في ىذا الفصل. في الفصوؿ ابؼقبلة سندرس عددا من كىو  رة بؽا في العينةظابػصائص ابؼناك التباين كغتَىا، 

 التطبيقات بؽذه العلاقات الرياضية.

 يفاهٍى إحصائٍح .1 انًثحس

 انًجرًغ وانؼٍُح

 انؼٍُح غٍش انُفادٌحو انؼٍُح انُفادٌح

 انؼٍُح انؼشىائٍح

 يؼانى يجرًغ

 إحظائٍح انًؼاٌُح

 Population et échantillon العينة و  المجتمع 8
 نشرح ىذين ابؼصطلحتُ من خلاؿ الأمثلة التالية:

  جندم من بتُ  111زاف عينة من قد ترغب الإدارة العسكرية في تقدير الوزف ابؼتوسط للجندم، فتقوـ أخذ أك
 بؾموع ابعنود )المجتمع(.

 الولايات، فتقوـ  11 ترغب ىيأة معينة بالبحوث السياسية في تقدير نسبة الناخبتُ ابؼساندين بؼرشح معتُ في
ناخب  1111ناخب من كل كلاية. الناخبوف في الولايات العشر بيثلوف المجتمع بينما اؿ  111باستجواب 
 ثلوف العينة.ابؼستجوبوف بي

  بكسب عدد مرات ابغصوؿ على الصورةك  مرة 111من أجل معرفة مدل دقة صنع قطعة نقدية ترمى القطعة 
 .111الكتابة، حجم العينة ىنا ىو ك 

 نقوـ عدد من ابؼرات بسحب كرة نسجل لونها ثم  ،التي من لوف معتُ ،لتقدير نسبة الكرات داخل صندكؽ
 ثل حجم العينة.نعيدىا. عدد الكرات ابؼسحوبة بي
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لي  الأفراد أك الأشياء التي تم قياسها )بؾتمع الأكزاف، ك  نلاحظ أف مصطلح المجتمع يقصد بو القياسات أك القيم
بؾتمع آراء الناخبتُ..(، كما أف المجتمع قد يكوف بؿدكدا أك غتَ بؿدكد )نتائج رميات قطعة النقد(، أما العينة فهي عادة 

 .n، كبغجم العينة ب Nبغجم المجتمع ب تكوف بؿدكدة، كنرمز عادة 

 Echantillon exhaustif et non exhaustif  العينة النفادية والعينة غير النفادية 2

ؤدم عندما يكوف السحب بالإرجاع حيث بيكن أف تظهر ابؼفردة أكثر من مرة في العينة، نسمي ىذه ابؼعاينة غتَ نفادية لأف تكرار العملية لا ي
العك  نسمي ابؼعاينة بدكف إرجاع معاينة نفادية. ىناؾ فرضيتاف تتكرراف في عدد من العلاقات ك  ابؼفردات في المجتمع، إلى تقليص عدد

المجتمع لانهائي. يتحقق شرط الاستقلاؿ إذا كانت ابؼعاينة غتَ نفادية، ك  بنا فرضية أف قيم مفردات العينة مستقلة، الرياضية التي سنراىا لاحقا
 ك، بيكن اعتبار المجتمع بؾتمعا غتَ بؿدكد.كإذا كانت كذل

 Echantillon aléatoireالعينة العشوائية  3

، أحد الطرؽ ابؼستخدمة ىي العينة العشوائية. نظريا )قد يصعب برقيق ذلك في الواقع(،  نقوؿ عن العينة بفثلة للمجتمعمن أجل أف تكوف 
ينة العشوائية البسيطة. لإبقاز . تسمى ىذه العينة بالعالاحتماؿ لأف تكوف في العينة لكل مفردة في المجتمع نف عينة أنها عشوائية إذا كاف 

ذلك إما أف نسحب ابؼفردات بطريقة عشوائية أك نرقم مفردات المجتمع ثم بكدد العينة من خلاؿ بؾموعة من الأعداد تؤخذ من ابعداكؿ 
 .1الإحصائية للأعداد العشوائية

 Paramètre d’une populationمعالم المجتمع  4

نقصد بدعالم المجتمع بؾموعة من خصائصو مثل ابؼتوسط، التباين، معامل التماثل، ...  من خصائص المجتمع أيضا طبيعة توزيعو الاحتمالي 
f(x)  .كأف يكوف طبيعيا أك غتَه 

 Statistique de l’échantillonnageإحصائية المعاينة  5

...( ننطلق من بيانات العينة، حيث بكتاج إلى حساب معالم مثل p   النسبة  σ² ، تباين المجتمعµمع لتقدير معالم المجتمع )متوسط المجت
. بصفة عامة، نسمي كل قيمة برسب انطلاقا من بيانات العينة من أجل تقدير  ’p، النسبة في العينة S²، تباين العينة m متوسط العينة

 )رياضيا( إحصائية ابؼعاينة ىي كل دالة في ابؼتغتَات العشوائية التي بسثل القيم المحصل عليها في العينة. قيمة معالم المجتمع إحصائية ابؼعاينة. نظريا

 نهًرىططاخانًعاتنح  ذىسٌع .2 انًثحس

 ذىصٌغ انًؼاٌُح نهًرىعطاخ يرىعؾ

 ذىصٌغ انًؼاٌُح نهًرىعطاخذثاٌٍ 

 ذىصٌغ انًؼاٌُح نهًرىعطاخؽثٍؼح 

 متوسط توزيع المعاينة للمتوسطات 8
(؟ mمكونة من مفردتتُ ) بالإرجاع. ما ىي القيمة ابؼتوقعة بؼتوسط عينة مسحوبة 8، 6، 5، 3، 1 : ليكن المجتمعةمسأل

 mi.  من أجل برديد ذلك أحسب بصيع ابغالات ابؼمكنة للمتوسط µك m. قارف بتُ µ أحسب متوسط المجتمع
 حسب كل عينة.

 25= 5*5عددىا:  5من بؾتمع حجمو  n = 2العينات ابؼمكنة العينات ابؼمكنة ذات ابغجم  

                                                 
1
 أنظر جدكؿ الأعدلد العشوائية.  
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 العينات ابؼمكنة
ابؼتوسطات ابؼمكنة للعينة )معاينة  

 miغ نفادية(          

(1, 1) (3, 1) (5, 1) (6, 1) (8, 1)  1 2 3 3,5 4,5 

(1, 3) (3, 3) (5, 3) (6, 3) (8, 3)  2 3 4 4,5 5,5 
(1, 5) (3, 5) (5, 5) (6, 5) (8, 5)  3 4 5 5,5 6,5 
(1, 6) (3, 6) (5, 6) (6, 6) (8, 6)  3,5 4,5 5,5 6 7 

(1, 8) (3, 8) (5, 8) (6, 8) (8, 8)  4,5 5,5 6,5 7 8 

 . m = (∑i mi) / 25 = 4,6ىي متوسط قيمها كىي  miؿ  mالقيمة ابؼتوقعة 
 µ = (1 + 3 + 5 + 6 + 8)/5 = 4.6حساب متوسط المجتمع: 

C2: العينات ابؼمكنة عددىا .بدكف إرجاع. في حالة السحب 1. أكجد نف  مطالب ابؼثاؿ 2المث
5 = 10 

 

 :ىي متوسط قيمها كىي miؿ  mالقيمة ابؼتوقعة 
E(m) = µm = (∑i mi) / 10 = 4,6 

 µ = (1 + 3 + 5 + 6 + 8)/5 = 4.6 متوسط المجتمع :
 

ثل متوسط عينة مسحوبة من ذات المجتمع، فإف القيمة ابؼتوقعة متغتَة ع بس mك إذا كانت ـ ع بسثل بؾتمع ما . 1نظزٌح 
 E(M) = µm = µ تكتب كما يلي:  E(M)بؼتوسط العينة 

 
 . X لقيم ابؼتغتَة الأصلية Xiالبرىاف : لنرمز ب 

.
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 تباين توزيع المعاينة للمتوسطات 2

 حالة المعاينة بالإرجاع (أ )
علما أف  σ²mسب التباين )كالابكراؼ ابؼعيارم( لتوزيع ابؼعاينة للمتوسطات ، أح1أحسب تباين المجتمع في ابؼسألة  .مثال

العينة مسحوبة بالإرجاع )غ نفادية(، قارف بتُ تباين المجتمع كتباين متوسطات العينات ابؼمكنة )توزيع ابؼعاينة 
 للمتوسطات(.

 
 العينات ابؼمكنة بدكف إرجاع

 ابؼتوسطات ابؼمكنة للعينة أك 
 (توزيع المعاينة للمتوسطات )معاينة نفادية

mi 

(1, 3)     2    
(1, 5) (3, 5)    3 4   

(1, 6) (3, 6) (5, 6)   3,5 4,5 5,5  
(1, 8) (3, 5) (5, 8) (6, 8)  4,5 5,5 6,5 7 
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σ²m = [∑i (mi – m)² ]/25 = 2.92; 

σ² = [∑i (xi – µ)² ]/5 = 5.84 

2.92 = 5.84 / 2 

 

 ىذا ابؼثاؿ بيهد للنظرية التالية:

متغتَة ع بسثل متوسط عينة مسحوبة من ذات المجتمع بالإرجاع، فإف  miك إذا كانت ـ ع بسثل بؾتمع ما .2نظزٌح 
 ابؼعاينة للمتوسطات( يكتب كما يلي: )تباين توزيع  miتباين 

n
m

²2 
            حيثn .حجم العينة 

 . Xلقيم ابؼتغتَة الأصلية  Xiالبرىاف: لنرمز ب 
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 حالة المعاينة بدون إرجاع. (ب )

إرجاع، قارف بتُ تباين المجتمع في حالة ابؼعاينة بدكف σ²m أحسب تباين ابؼتوسطات ابؼمكنة للعينة  1 في ابؼسألة يظأنح:
 ن ابؼتوسطات ابؼمكنة للعينة.كتباي

 
 تباين ابؼتوسطات ابؼمكنة للعينة:

σ²m = [∑i (mi – m)² ]/10 = 2.19 
 σ² = [∑i (xi – µ)² ]/5 = 5.84تباين المجتمع:             

 ريقة ثانية:طب ) أك
σ² = E(X²) – E(X)² 

= (1 + 9 + 25 + 36 + 64) / 5 - 4.6² = 5.84) 

 ابؼقارنة بتُ تباين متوسط العينة ك تباين المجتمع:















15

25

2

84.5
19.2

 

 ىذا بيهد للنظرية التالية:

مسحوبة من ذات  nسط عينة حجمها متغتَة ع بسثل متو  miك Nـ ع بسثل بؾتمع ما حجمو  Xإذا كانت . 3نظزٌح 
    )تباين توزيع ابؼعاينة للمتوسطات( يكتب كما يلي: miالمجتمع بدكف إرجاع، فإف تباين 
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 كتسمى النسبة 
1



N

nN  الإرجاع.معامل 

mi 

1 2 3 3,5 4,5 

2 3 4 4,5 5,5 
3 4 5 5,5 6,5 

3,5 4,5 5,5 6 7 

4,5 5,5 6,5 7 8 

 ابؼتوسطات ابؼمكنة للعينة أك
 توزيع ابؼعاينة للمتوسطات )معاينة نفادية(

mi 
2    

3 4   

3,5 4,5 5,5  

4,5 5,5 6,5 7 
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 m طوبيعة توزيع 3

 ندرس طبيعة توزيع متوسط توزيع ابؼعاينة للمتوسطات من خلاؿ النظريات التالية:
فإف متوسط العينة ابؼسحوبة منو يتبع أيضا التوزيع الطبيعي  σ²تباين ك  µتمع موزع طبيعيا بدتوسط إذا كاف المج.  4نظزٌح 

 m ≈ N(µ, σ²/n) ، كنكتبσ²/n تباينك  µبدتوسط 

 
لي  لكن  σ²تباين ك  µإذا كاف المجتمع الذم تسحب منو العينة ذك متوسط  )نظرية النهاية المركزية(:. 5نظزٌح 

أم  mابؼتغتَة ابؼعيارية ؿ  بالضركرة طبيعيا فإف
n

m
z

/


  تؤكؿ إلى التوزيع الطبيعي ابؼعيارم عندما يكوفn   كبتَا(n 

 :كنكتب (30 ≤
z ≈ N(0, 1). 

1               ب  σ/√nفي حالة المجتمع بؿدكد كابؼعاينة نفادية نستبدؿ العبارة 




N

nN

n
m



 

 n/N ≥ 0.05 ابؼعيارم عندماعمليا يستخدـ الإحصائيتُ ىذه الصيغة ابؼعدلة بدعامل الإرجاع للابكراؼ 

 
. نستخرج كل العينات ابؼمكنة. أحسب ابؼتوسط كالابكراؼ  σ =12ك µ= 21بدتوسط   900بؾتمع حجمو   يثال:

 . n = 36 ،(2) n = 64حجم العينة  ( 1: )ابؼعيارم لتوزيع ابؼعاينة للمتوسطات في حالة
(1) n = 36 :   n/N = 36/900 = 0.04 < 0.05 => σm = σ/√n = 12/√36 = 2   

92.1
1900

64900

64

12

05.0071.0
900

64
900:64)2(









m

N

n
Nn


 

E(m) = µ = 20 
 .22ك 18 بتُبؿصورا  mأحسب احتماؿ أف يكوف  (n = 36)باستخداـ معطيات ابؼثاؿ السابق . 2يثال

 .n = 64أحسب نف  الاحتماؿ في حالة 

 0.6827  ) Z  Z P(Z  22) m P(18   1  Z,  1-  
3612/

20-18
 

n/

µ-m
  Z 212

1
1 

 

 0.70  )04.1  Z P(-1.04  22) m P(18   1.04  Z,  1.04-  
1.92

20-18
 

1n/

µ-m
  Z 2

1
1 














N

nN

 

 خلاصة 4
 ابعدكؿ التالي يبتُ أىم خصائص توزيع ابؼعينة للمتوسطات.
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 المجتمع المعاينة الخاصية
E(M) = µm = µ بؾتمع ما سحب بالإرجاع أك بدكف إرجاع 

n
m

²2 
  بؾتمع ما سحب بالإرجاع 















1

²2

N

nN

n
m




 
 Nحجمو  بؾتمع ما سحب بدكف إرجاع

m ≈ N(µ, σ²/n)

 
كتباين  µبؾتمع موزع طبيعيا بدتوسط  سحب بالإرجاع أك بدكف إرجاع

σ² 

n

m
z

/


 ≈ N(0, 1)  عندما يكوفn   كبتَا(n ≥ 30)  بؾتمع بدتوسطµ  كتباينσ²  لكن

 كرة طبيعيالي  بالضر 

 

 ذىسٌع انًعاٌنح نهنظثح .3 انًثحس

 : نسبة خاصية ما في العينة. 'p الإحصائية  النظرية التالية تبتُ ابؼتوسط، التباين، ك طبيعة التوزيع
، ةنسبة ابؼفردات في المجتمع ذات صفة معين pـ ع بسثل بؾتمع ما غتَ بؿدكد كموزع طبيعيا حيث  Xلتكن  : 6نظزٌح 
سبة ابؼفردات ذات الصفة ابؼذكورة في العينة ابؼسحوبة من ذات المجتمع، بكصل على توزيع ـ ع بسثل ن ’p كلتكن

 :ىذه ابؼعالم تساكم ، σp'ك E(p')حيث معابؼو  p’للإحصائية 
n

pq
ppE pp  '' ²;)'(  

 n ≥ 30  :           (p, σp') p’ ≈ Nعند 

 بكراؼ ابؼعيارم.عند حساب الاالإرجاع عندما يكوف المجتمع بؿدكدا كابؼعاينة نفاديو نضرب في معامل 

 
يثال

حصلوا أختَا على شهادة. تريد الإدارة تقدير نسبة  41 طالب،  111لاحظت إدارة ابعامعة أنو في عينة من  .1
 بابؼائة. 91 الطلبة الذين بوصلوف على الشهادة داخل بؾاؿ يكوف احتمالو

P(p1< p’< p2) = 0.9 ; n ≥ 30, 

 n/N < 0.05  كبتَ بحيث :  Nنفتًض أف 
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 انًجايٍعو ذىسٌع انًعاٌنح نهفزوق .4 انًثحس

 يرىعؾ و ذثاٌٍ ذىصٌغ انًؼاٌُح نهفشوق و انًجايٍغ

 ؽثٍؼح ذىصٌغ انًؼاٌُح نهفشوق و انًجايٍغ

 التباينو  المتوسط 8

 S1ليكن لدينا بؾتمعتُ نسحب من كل منهما عينة عشوائية، بكسب في كل عينة بؿسوبة من المجتمع الأكؿ الإحصائية 
 S2 –  S1 . إف الفرؽ S2ئية )ابؼتوسط مثلا أك التباين ...( في كل عينة من المجتمع الثاني كنسميها بكسب نف  الاحصاك 

 يشكل بدكره متغتَة عشوائية بؽا ابؼتوسط كالتباين التاليتُ:
µS – S2 = µS1 – µS2   σ²S1 – S2 = σ²S1 + σ²S2 

 فإف: المتوسط .  إذا كانت الاحصائية ىي1 مثال
µm1 – m2 = µm1 – µm2 = µ1 – µ2  σ²m1 – m2 = σ²m1 + σ²m2  =  σ²/n1 + σ²/n2 

 
 فإف: النسبة . إذا كانت الاحصائية ىي2 مثال

µp1 – p2 = µp1 – µp2 = p1 – p2  σ²p1 –  p2 = σ²p1 + σ²p2  =  p1q1/n1 + p2q2 / n2 

 إذا كاف الاىتماـ ىو على بؾموع الاحصائيتتُ بدلا من الفرؽ بينهما فإف:
µS1 + S2 = µS1 + µS2   σ²S1 + S2 = σ²S1 + σ²S2 

 طوبيعة توزيع المعاينة للفرق بين متوسطين 2
، يقتًب توزيع ابؼتغتَة ابؼعيارية للفرؽ بتُ متوسطتُ من التوزيع الطبيعي  n2ك n1   30 ≤في حالة : 7نظزٌح 

 µm1 - m2 ≈ N(0, 1 )         نكتب:ك  ابؼعيارم.

 
يصال

1
 برقق من أف :. U2 : 2 ،4المجتمع ك  .U1 : 3 ،7، 8ليكن المجتمع  : 

µU1 – U2 = µU1 – µU2 ;               σ²U1 – U2 = σ²U1 + σ²U2 . 

µU1 = (3 + 7 + 8)/3 = 6 ; µU2 = (2 + 4)/2 =  3 => 

µU1 – µU2 = 6 – 3 = 3 

µU1 – U2 = (1 + 5 + 6 – 1 + 3 + 4)/6 = 3 

σ²U1 = (3² + 7² + 8²)/3 - 6² = 14/3 ; 

σ²U2 = (2² + 4²)/2 - 3² =1 => σ²U1 + σ²U2 = 17/3 

σ²U1 – U2 = (1² + 5² + 6² + 1² + 3² + 4²) / 6 - 3² = 

(1 + 25 + 36 + 1 + 9 + 16) / 6 - 9 = 17/3 
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   U1  

 U1 – U2 3 7 8 

U2 2 1 5 6 

 4 -1 3 4 
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 وذىسٌع انًعاٌنح ننظثح ذثاٌنً عٍنرٍن ذىسٌع انًعاٌنح نهرثاٌن .5 انًثحس

 ذىصٌغ انًؼاٌُح نهرثاٌٍ

 ذىصٌغ انًؼاٌُح نُغثح ذثاٌٍٍُ

 للتباينالمعاينة توزيع  8

 حالة المعاينة بالإرجاع (أ )
، أحسب القيمة ابؼتوقعة لتباين العينة ابؼسحوبة بالإرجاع من خلاؿ متوسط 1مسألة: أحسب تباين المجتمع في ابؼسألة 

قيمة ابؼتوقعة تباينات العينات ابؼمكنة، قارف بتُ تباين المجتمع كال
 لتباين العينة.

 
(∑i S²i)/25 = 73/25 = 2.92   =>E(S²) = 2.92 

 

 

σ² = E(X²) – E(X)² 

= [(1 + 9 + 25 + 36 + 64)/5] - 4.6² = (135/5) - 21 = 5.84 

E(S²) = 2.92 = 5.84/2 =  σ² (1/n) 

 

متغتَة ع بسثل تباين عينة مسحوبة بالإرجاع )أك بدكف إرجاع من بؾتمع  S²ك إذا كانت ـ ع بسثل بؾتمع ما : 8نظزٌح 

 ، فإف :nحجمها غتَ بؿدكد( 
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 ( n ≥ 30     :E(S²) ≈ σ²)عند  
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²ملاحظة: من النظرية بقد أف:  
1

² 








n

n
SE نقوؿ عن ك   

1
²

n

n
S  أنو مقدر "غتَ منحرؼ" ؿσ² يرمز لو و

 حيث: S²‘ب 

1
²²ˆ




n

n
SS

 
 

2 من بؾتمع طبيعي، فإف : nإذا أخذنا عينات عشوائية حجمها :  9نظزٌح 

1~
²

²ˆ)1(

²

²



 n

SnnS



 

 

 S²iالتباينات ابؼمكنة 

0 1 4 6,25 12,3 
1 0 1 2,25 6,25 
4 1 0 0,25 2,25 

6,25 2,25 0,25 0 1 
12,3 6,25 2,25 1 0 
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أقل من أك  S². ما ىو احتماؿ أف يكوف تباين العينة   n = 16نسحب منو عينة حجمها  100:  ليكن بؾتمع طبيعي حجمو  مثال
 .81ف تباين المجتمع علما أ 11يساكم 

115 ²~
²

²
)),(~

80

16
²()2²()10²(  n

nS
NXSPPSP 




 
 P(X²15 ≤ 2) < 0.005من ابعدكؿ  

 المعاينة بدون إرجاعحالة  (ب )
ين المجتمع إرجاع، قارف بتُ تبافي حالة ابؼعاينة بدكف σ²m أحسب تباين ابؼتوسطات ابؼمكنة للعينة  1 مسألة: في ابؼسألة

 كتباين ابؼتوسطات ابؼمكنة للعينة.

(∑i S²i) = 36.5 ;   (∑i S²i)/11 = 3.65   => E(S²) = 3.65 

σ² = E(X²) – E(X)² 

= [(1 + 9 + 25 + 36 + 64)/5] - 4.6² = 5.84 

E(S²) = 3.65 = 5.84*(5/4) (1/2) 

= σ² * [(n-1)/ n] [N/ (N-1)] 

 

مسحوبة من ذات المجتمع، فإف  نفاديةمتغتَة ع بسثل تباين عينة  S²ك بؿدكدإذا كانت ـ ع بسثل بؾتمع ما   : 11نظزٌح 
:القيمة ابؼتوقعة لتباين العينة تكتب
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n
SE S  

 (1تؤكؿ إلى    N/ (N-1)كبتَ جدا   N)عندما يكوف 

 

 توزيع المعاينة لنسبة تباينين 2

Fν1, ν2~رأينا في الفصل السابق أف:  

22

11

/

/





X

X
X  لة ابؼتغتَتاف العشوائيتاف مستقلتاففي حا 

X1 ~ χ  ك 
ν1

χ   ك ²
ν2

² X2 ~ .  نستنتج ما يلي: 9من النظرية 
نسحب من المجتمعتُ عينتتُ عشوائيتتُ حجمهما .   σ²1 , σ²2ليكن لدينا بؾتمعاف طبيعياف تباينابنا  : 82نظزٌح 

 : n1 , n2على التوالي 
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يثال
1

. ما احتماؿ أف يكوف 36ك 21 من بؾتمعتُ طبيعيتُ تباينابنا على التوالي مسحوبتتُ 11ك 8عينتتُ حجمهما .  
 تباين الأكلى أكبر من ضعف تباين الثانية؟

                                                 
1
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 S²iالتباينات ابؼمكنة 
1    
4 1   

6,25 2,25 0,25  
12,3 6,25 2,25 1 
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  0.0363.7) P(F7,9, : Exactement0.01.3.7) P(F7,9,05.0:.703.3
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= P(F7, 9 > 3.7) 

 P(F7, 9 > 3.7) = 0.036 ك في ابغقيقة     P(F7, 9 > 3.7) > 0.01 < 0.05 من ابعدكؿ بقد

 ملحق 3

 راف المعياري لتوزيع المعاينة للتباينالانح (أ )

 متغتَة ع بسثل تباين عينة مسحوبة من ذات المجتمع، فإف: S²ـ ع بسثل بؾتمع ما ك Xإذا كانت  : 88نظزٌح 
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 يقتًب كثتَا من التوزيع الطبيعي.  S²، توزيع  n ≥ 100من أجل 

 الانحراف المعياري لتوزيع المعاينة للانحراف المعياري (ب )
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 µs ≈ S ك يقتًب كثتَا من التوزيع الطبيعي  S، توزيع  n ≥ 100جل من أ

 

 خلاصة 4
 . 11إلى  6من السابقة ابعدكؿ التالي يلخص ما كرد في النظريات 



  ب. ص    الإحظاء انشٌاػً يحاػشاخ

 

- 11 -VII  

 إحصائية العينة المجتمع المعاينة الخاصية

n

pq
ppE pp  '' ²;)'(   

 بؾتمع موزع طبيعيا 

 غتَ بؿدكد
 p’ ≈ N n ≥ 30 ('p, σp) النسبة

 .الإرجاعنضرب في معامل  'σp بغساب

 
 بؾتمع طبيعي ابؼعاينة نفاديو

 بؿدكد
µS – S2 = µS1 – µS2 

µS1 + S2 = µS1 + µS2 
 

σ²S1 – S2 = σ²S1 + σ²S2 

σ²S1 + S2 = σ²S1 + σ²S2 

 

 سحب بالإرجاع
الفرؽ بتُ  بؾتمع ما

 إحصائيتتُ ما.

µm1 - m2 ≈ N(0, 1 )

 
≥ 30   n1 كn2 
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ع )أك سحب بالإرجا 
بدكف إرجاع من بؾتمع 

 غتَ بؿدكد(
 nحجمها 

 S²بؾتمع ما كتباين عينة 

 E(S²) ≈ σ² n ≥ 30 التباين
2
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 بؾتمع طبيعي nحجمها  
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عينتتُ عشوائيتتُ 
 n1حجمهما على التوالي 

, n2 

بؾتمعاف طبيعياف تباينابنا 
σ²1 , σ²2 

 

 نسبة تباينتُ
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 نظرية التقدير .VIII  الفصل

 ؽشق ذأعٍظ انًمذس  ؽشق انرمذٌش تًجال   يفاهٍى أعاعٍح     

العينة كابؼعالم ابؼناظرة بؽا في المجتمع معالم بؾموعة من النظريات العلاقة الرياضية بتُ من خلاؿ في الفصل السابق درسنا 
لتباين، النسبة...كما درسنا العلاقة بتُ شكل توزيع المجتمع كشكل التوزيع الاحتمالي بؼعالم العينة. تظهر مثل ابؼتوسط، ا

ىذه العلاقات كتوصيف بػصائص العينة كمعابؼها كلكنها تستخدـ أكثر لتقدير خصائص كمعالم المجتمع بؿل الدراسة، 
 كىذا ما سنتعرؼ عليو في ىذا الفصل.

 يفاهٍى أطاطٍح .1 انًثحس

 غ خظائض انًمذستؼ

 انرمذٌش انُمطً، انرمذٌش تًجال

 1بعض خصائص المقدر 8
بكتاج إلى اختيار الإحصائية ابؼناسبة في العينة لتقدير ىذه ابؼعلمة. غالبا ما  ،لتقدير معلمة من معالم بؾتمع بؿل دراسة

. تسمى  µmمتوسط العينةمن خلاؿ  µتكوف ابؼعلمة ابؼناظرة في العينة ىي أحسن مقدر، كأف نقدر متوسط المجتمع 
 الإحصائية ابؼستخدمة في التقدير ابؼقدر.

 المقدر غير المتحيز (أ )

 ابؼعلمة المجتمع إذا كاف متوسطها أك توقعها الرياضي مساكي sans biaisنقوؿ عن إحصائية ما بأنها مقدر غتَ متحيز 
 بؼعلمة المجتمع.

في ابؼقابل نسمي  . E(m) = µلأف  µوسط المجتمع مقدر غتَ متحيز بؼتأنو  m: نقوؿ عن متوسط العينة مثال
 =، بينما تعتبر الاحصائية E(S²) = σ² (n-1)/n ≠ σ² لأف σ²مقدر متحيز ؿ في معاينة بالإرجاع أنها  S²الإحصائية 

S²n/(n-1)  S’² .مقدرا غتَ متحيز في معاينة بالإرجاع 

 الكفاءة (ب )

اين لتوزيع ابؼعاينة للإحصائية، فإذا كاف بؼقدرين )إحصائيتتُ( نف  مقدر ما بدقدار التب (efficacité)تتعلق كفاءة 
 ابؼتوسط نقوؿ عن ابؼقدر ذك توزيع ابؼعاينة الأقل تباينا أنو الأكثر كفاءة.

مقدرا  mابؼتوسط لكن يعتبر  ،  µ: لكل من توزيعي ابؼعاينة للمتوسط كالوسيط نف  ابؼتوسط ىو متوسط المجتمعمثال
أقل من تباين توزيع  V(m) = σ²/nمن الوسيط لأف تباين توزيع ابؼعاينة للمتوسطات   µسط المجتمعأكثر كفاءة بؼتو 
 ابؼعاينة للوسيط :

V(méd) = σ²π/2n = (σ²/n) (3.14159/2)      >      σ²/n . 
 ابغصوؿ عليها. استخداـ مقدرات فعالة كغتَ متحيزة ىو الأفضل، إلا أنو قد يلجأ بؼقدرات أخرل لسهولةأف من البديهي 
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 convergeance  التقارب (ج )

 إذا كاف يؤكؿ إلى قيمة ابؼعلمة ابؼقدرة عندما يؤكؿ حجم العينة إلى ما لا نهاية. نقوؿ عن مقدر أنو متقارب

 : يعتبر متوسط العينة مقدرا متقاربا بؼتوسط المجتمع لأف:مثال
.0

²
)(,)(  

nn
mVmE




 

 .1والتقدير بمجال التقدير النقطي 2
إلى تقدير  بكتاج ، ك أحيانا أخرلتقدير نقطيبؼعلمة بؾتمع بقيمة كاحدة كنقوؿ عن ىذا التقدير أنو قد بكتاج إلى تقدير 

 .تقدير بمجالمعلمة المجتمع بنقطتتُ بودداف بؾاؿ لقيمة ابؼعلمة كنقوؿ عن ىذا النوع من التقدير أنو 
ل الأسرة تقديرا نقطيا. يكوف تقديرنا دج، نكوف قد قدرنا دخ 18111: إذا قدرنا دخل الأسرة في منطقة ما ب  مثال

 دج.21111ك 16111 أم أنو يتًاكح بتُ 2111±  18111بدجاؿ إذا قلنا مثلا أف الدخل يساكم 

 درجة التأكد (أ )

تول لكي يكوف التقدير علميا ينبغي تقييم احتماؿ أف تكوف ابؼعلمة تنتمي فعلا إلى المجاؿ المحدد، لذلك نلحق بالمجاؿ ما يسمى بدرجة أك مس
 ، كيسمى أيضا ""مستول ابؼعنوية".α . الاحتماؿ ابؼعاك  يسمى احتماؿ ابػطأ كيرمز لو ب pكيرمز لو ب  الثقة،

.   %95أم بدستول ثقة   %5بدستول معنوية [ 21111، 16111دخل الأسرة في ابؼنطقة )أ( ينتمي إلى المجاؿ ] مثال:
 .حدود الثقة 21111ك 16111كتسمي ابغدكد 

 مجال الثقة تعيين حدود (ب )

بردد حدكد الثقة من خلاؿ معاملات الثقة التي بدكرىا بردد من خلاؿ مستول ابؼعنوية )مستول الثقة(. ففي حالة 
بينما القيمتتُ  %95معاملات الثقة من أجل مستول ثقة  1.96± استخداـ التوزيع الطبيعي للتقدير تكوف القيمتتُ 

 .  % 99ل ثقة بسثلاف معاملات الثقة من أجل مستو  ±2.58

 
 
 
 
 
 
 
 

 s. إذا كاف توزيع ابؼعاينة ؿ  µs = µحيث  sمتوسط كابكراؼ معيارم توزيع ابؼعاينة لإحصائية ما  σsك µsليكن  مثال:
 أف: s( فإننا نقدر مثلا كبالنظر إلى توزيع  (n ≥ 30) توزيعا طبيعيا )كما ىو ابغاؿ بالنسبة لأغلب الإحصائيات عندما

 . %99حدكد الثقة ب  µs ± 2.58σs  ك، % 95ب  حدود الثقةبسثلاف  µs ± 1.96σsالقيمتتُ 

                                                 
 
1
 ابؼرجع السابق 

f(z) 

-z1-α/2         0         z1-α/2 

z 
1-α 

 بؾاؿ الثقة

 انطثٍعً يجال انثقح نهرىسٌع      21 رطى
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 .)أنظر الرسم(  Z1-α/2أك   Zcفي حالة التوزيع الطبيعي يرمز بغدكد الثقة ب 

 انرقذٌز تًجال .2 انًثحس

 يجال انصمح نهًرىعؾكٍفٍح ذؼٍٍٍ 

 يجال انصمح نهُغثح كٍفٍح ذؼٍٍٍ

 يجال انصمح نهرثاٌٍ كٍفٍح ذؼٍٍٍ
 نُغثح ذثاٌٍٍُيجال انصمح  ؼٍٍٍكٍفٍح ذ

 مجال الثقة للمتوسط 8

 .mمن خلاؿ الإحصائية  µيقدر متوسط المجتمع 

 باستخدام التوزيع الطبيعي µتقدير  (أ )

 نستخدـ التوزيع الطبيعي لتحديد بؾاؿ الثقة إذا علمنا أف المجتمع الذم سحبت منو العينة يتبع التوزيع الطبيعي.
 .تتبع التوزيع الطبيعي mأف  1نظرية النهاية ابؼركزيةبيكن كذلك الاستفادة من   (n ≥ 30)كفي حالة العينة ابؼمتدة 

 تكتب حدكد بؾاؿ الثقة كما يلي:

n

S
zm c

'


     
أك  
 1


n

S
zm c

 

        بؾهوؿ: σ في حالةك 
n

zm c


 

 حيث تصبح الصيغة كالآتي: ( كابؼعاينة نفاديةNك نستخدـ ىذه الصيغة إلا إذا كاف المجتمع بؿدكد )ذا حجم 

1




N

nN

n
zm c



 
 .Sأك  ’Sفي الصيغ السابقة بابؼقدر  σبؾهولا، كلذلك نعوض  σإلا أنو غالبا ما يكوف الابكراؼ ابؼعيارم للمجتمع 

 التي بسثل حدكد بؾاؿ الثقة بحسب مستول الثقة : zc ابعدكؿ الآتي يبتُ قيم 
 α 0.99 0.98 0.95 0.90 0.8 0.5-1مستول الثقة   

α  0.5 0.2 0.10 0.05 0.02 0.01 مستول ابؼعنوية 
1- α/2 0.995 0.99 0.975 0.95 0.9 0.75 
Z1-α/2 82.5 2.326 1.96 1.645 1.282 0.674 

  % 5( أم بدستول معنوية 1.95) %95بدستول ثقة   m  ± 1.96σmداخل المجاؿ يوجد  µ: نقدر أف  مثال
 ...1.01 أم بدستول معنوية  %99بدستول ثقة  m ± 2.58σmكداخل المجاؿ (، 1.15)

 : tباستخدام التوزيع  µتقدير  (ب )

-. مثلا القيمµبؾهوؿ نستخدـ توزيع ستيودنت لتحديد بؾالات الثقة ؿ  σك(n < 30)في حالة العينة الصغتَة 

t0.975  ؛ t0.975     من ابؼساحة برت ابؼنحتٌ كنقوؿ أف    %95برد-t0.975 ; t0.975  بسثل القيم ابغرجة أك معاملات
 كنكتب:  %95ثقة  الثقة عند مستول

                                                 
1
   ابؼتوسط.كلي -في حالة كوف العينة كبتَة بدا فيو الكفاية-التي بزص في ابغقيقة توزيع بؾموع قيم العينة   
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975.0975.0
/ˆ

t
nS

m
t 






 
 كما يلي:   µكمنو نستخلص بؾاؿ الثقة ؿ 

n

S
tm

n

S
tm

ˆˆ

975.0975.0  
 

 مجال الثقة للنسبة 2

 : (n ≥ 30)العينة الممتدة و  المجتمع غير محدود أو المعاينة غير نفاديةحالة  (أ )

ىي نسبة  pمستخرجة من بؾتمع ثنائي حيث  n ≥ 30إحصائية بسثل نسبة "بقاحات" في عينة ذات حجم  sلتكن 
نسبة  ’pأين  p’ ± zcσpكما يلي:   pحدكد الثقة ؿ فنعتُ  pستعمل التوزيع الطبيعي لتقدير ت حات.النجا

 النجاحات في العينة،

نعلم من الفصل السابق أف
 n

pq
p 

 
 كما يلي:  pكمنو بودد بؾاؿ الثقة ؿ 

n

pp
zp c

)1(
'




 

 والمعاينة نفادية:N  في حالة كون المجتمع محدود ذا حجم (ب )

1

)1(
'









N

nN

n

pp
zp c 

 مجال الثقة للتباين 3

لتقدير التباين كالابكراؼ ابؼعيارم لمجتمع بدجاؿ ثقة نستعمل ابػاصية : 
1²~

²

²ˆ)1(

²

²



 n

SnnS



. 

 بودد كما يلي:  %95بؾاؿ الثقة ب مثال:

975.0025.0 ²
²

²ˆ)1(

²

²
² 


 




SnnS

 
 كما يلي:  σكمنو نستنتج بؾاؿ الثقة ؿ 

025.0975.0025.0975.0

ˆ1ˆ1









SnSn
ou

SnSn 





 
اؿ الثقة أكثر إذا لم نشأ أف غتَ متماثل فإف المجاؿ أعلاه لي  الأمثل، إذ توجد طريقة لتضييق بؾ 2نظرا لأف توزيع ؾ

 تكوف أطراؼ ابؼنحتٌ متساكية، كىذا بخلاؼ التوزيعات ابؼتماثلة كالطبيعي كستيودنت.
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 مجالات الثقة لنسبة تباينين 4
كسحبنا منهما عينتتُ   σ²1 , σ²2تباينابنا  طبيعياف( أنو إذا كاف لدينا بؾتمعاف 5من الفصل  11رأينا سابقا )نظرية 

12;1فإف :  n1 , n2هما على التوالي عشوائيتتُ حجم

2

2

2

2

1

2

1

2

22

2

2

2

2

11

1

2

1

21

/ˆ

/ˆ

1

1

1

1























 nnF

S

S

n

nS

n

nS

F








 

 كما يلي:  1.98عند مستول ثقة   Fجاؿ ؿبدإذا بيكن تكوين تقدير 

99.02

2

2

2

2

1

2

1

01.0
/ˆ

/ˆ
F

S

S
F 





 
 ك من ثم بيكن تقدير النسبة بتُ تبايتٍ المجتمعتُ كما يلي:

2

2

2

1

01.0

2

2

2

1

2

2

2

1

99.0
ˆ

ˆ1

ˆ

ˆ1

S

S

FS

S

F
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 خلاصة 5
 وسطن متمإحصائيات العينة تتناكؿ خصائص لتقدير إحصائية بؾتمع نستخدـ نظريات توزيع ابؼعاينة. ىذه النظريات 

 ك علاقتها بالإحصائيات ابؼناظرة بؽا في المجتمع. ، ...في العينة النسبةالعينة، 

 المجتمع، معلومية التباين ك حجم العينة.توزيع طبيعة توزيع ابؼعاينة للمتوسطات حسب   1  جذول

 x x nقانون 
المجتمع    تباين 

(σ²) 
 قانون

 المجتمع

N(µ ; σ/√n) σ/√n n < 30  أكn ≥ 30 معلوـ 

 N(µ ; S’/√n) S’/√n n ≥ 30 طبيعي
 غتَ معلوـ

tα; n-1 S’/√n n < 30 

N(µ ; σ/√n) σ/√n n ≥ 30 معلوـ 
 غتَ معلوـ

N(µ ; S’/√n) S’/√n n ≥ 100 غتَ معلوـ 

 

 بتُ تباينتُ، للتباين كللنسبة للنسبةبرديد بؾاؿ الثقة   2  جذول

 مجال الثقة لإحصائيةلتوزيع الاحتمالي ال المجتمع

بؾتمع غتَ بؿدكد أك 
معاينة غتَ نفادية ك عينة 

 (n ≥ 30)بفتدة 
n التوزيع الطبيعي

pp
zp c

)1(
'




 

 بؾتمع بؿدكد ذا حجم 

N 1 التوزيع الطبيعي كابؼعاينة نفادية

)1(
'









N

nN

n

pp
zp c

 

 غتَ معلوـ
1²~

²

²ˆ)1(

²

²



 n

SnnS



 

025.0975.0025.0975.0

ˆ1ˆ1









SnSn
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SnSn 





 أك   

025.0975.0025.0975.0

ˆ1ˆ1









SnSn
ou

SnSn 





 

ك بؾتمعتُ طبيعيتُ، أ
عينتتُ مسحوبتتُ من 

 بؾتمع طبيعي كاحد.
1;12
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2
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: 1.98عند مستول ثقة مثلا 

975.0025.0 ²
²

²ˆ)1(

²

²
² 


 




SnnS
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 ملحق. مجالات الثقة للفروق والمجاميع 6
إحصائيتا معاينة بؽا توزيع يقتًب من التوزيع الطبيعي، كالعينتاف مستقلتاف، تكتب حدكد الثقة للفركؽ  s2ك s1إذا كانت 

 ما يلي:بتُ ابؼعالم التي بسثلها الإحصائيتتُ ك
2121

²²2121 SScSSc zSSzSS    
 في حالة المجموع :

2121
²²2121 SScSSc zSSzSS    
: إذا كانت الإحصائيتاف بنا متوسطا عينتتُ مستقلتتُ، مسحوبتتُ من بؾتمعتُ غتَ بؿدكدين، بكدد بؾاؿ الثقة للفرؽ مثال

 كما يلي :  µ1 - µ2)ك للمجموع( بتُ متوسطي المجتمعتُ 

2

2

2

1

2

1

2121 21 nn
zmmzmm cmmc


  

 
 حوبتاف من بؾتمعتُ غتَ بؿدكدين :: إذا كانت الإحصائيتاف بنا نسبتاف في عينتتُ مستقلتتُ، مس2مثال 

2

2

1

1

21''21 ''''
21 n

pq

n

pq
zppzpp cppc  

 
 

 

 1طزق ذأطٍض انًقذر .3 ابؼبحث

 ؽشٌمح انؼضوو

 ؽشٌمح انًؼمىنٍح انؼظًى )الاحرًال الأكثش(

 

أحد الطرؽ لاختيار مقدر معلمة ما للمجتمع أف نأخذ مباشرة نظتَتها في العينة، كإذا كاف ىذا ابؼقدر لا يتصف بابػصائص 
(. توجد طرؽ أخرل لتحديد ابؼقدر الأنسب منها طريقة σ²لتقدير  S²بدلا من   S’²ـابؼطلوبة بقرم عليو تعديلا )استخدا

.  ابؼعقولية العظمى كالتي تدعى أيضا طريقة الاحتماؿ الأكبر كالتي تنسب إلى العالم فيشر ككذا طريقة العزكـ

 ريقة العزومطو 8

. تتضمن كل Kبصلة معادلات عددىا  . نكوفθ1, θ2, . . , θkمن معالم المجتمع :  Kليكن ابؼطلوب تقدير عدد 
X  :µ’k = E(Xبؼتغتَة المجتمع  kمعادلة مساكاة العزـ ابؼرتبط بالأصل من الدرجة 

k
 : x ، بنظتَه بؼتغتَة ابؼعاينة (

m’k = (1/n)∑ixi
k
      k = 1, 2,    , K 

 لي:بطريقة العزكـ انطلاقا من عينة يتم كما ي  p. تقدير   X ~ B(20; p)ليكن  مثال:
، نأخذ إذا  p = 20/µمنو ك . µ = 20pإذا بكتاج إلى معادلة كاحدة :  K = 1لدينا عدد ابؼعالم ابؼراد تقديرىا 

 .  p’ = m/20بكسبها كما يلي : ك  ’pالقيمة:  pكمقدر ؿ
 µ = m   ,   µ’2 = m’2في حالة تقدير معلمتتُ للمجتمع بكتاج أف نستعمل بصلة ابؼعادلتتُ: 

                                                 
1
 .308 .ص1997 دراكزبيك  
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بكتاج إلى حل بصلة  σ²ك µ. لتقدير S²تباين ك  ،m. نسحب عينة ذات متوسط X ~ N(µ; σ²)لتكن  : 2لمثا

ابؼعادلتتُ: 
  

²²ˆ

ˆ
est      solution  la       

²²'

²²'
or    

''

2

222

























S

m

Smmm

m









 

 ىذه الطريقة قد تعطي مقدرات متحيزة كما في ىذه ابغالة.

 طوريقة المعقولية العظمى )طوريقة الاحتمال الأكبر( 2

احدة للمجتمع، كلدينا عينة غتَ نفادية )ابؼتغتَا ت التي بسثل ك  θحالة كوف متغتَة المجتمع متقطعة : نريد تقدير معلمة 
قيم المحصل عليها في العينة مستقلة( بؽا نف  التوزيع للمجتمع. من البديهي أف احتماؿ برقق عينة بذاتها مرتبط ب قيمة 

المحصل عليها،  تعظم احتماؿ ابغصوؿ على العينة θ. ىناؾ قيمة ؿ P(x1, x2, …,xn) = L(θ)ابؼعلمة المجهولة : 
كنفتًض أف تلك القيمة ىي الصحيحة بدا أف العينة حصلت بالفعل. تتمثل طريقة ابؼعقولية العظمى في البحث عن ىذه 

 ، حيث : L(θ)التي تعظم  θالقيمة. أم البحث عن 
L(θ) = f(x1, . . . , xn ; θ) = f(x1) . f(x2) . . . f(xn)  . 

 .  L(θ)   ى تعظيم دالة الاحتماؿ ابؼشتًكةتعتمد طريقة ابؼعقولية العظمى عل
 p، حيث النجاح ىو كجود ابػاصية " أ " لدل فرد مسحوب عشوائيا من المجتمع. نرد تقدير X ~ B(p): ليكن مثال

التي   ’pىي الأكثر احتمالا؟ أم ما ىي  1، 1التي بذعل النتيجة  pؿ  ’p. ما ىي القيمة 2من خلاؿ عينة حجمها 
 أكبر ما بيكن؟ p(0.1) = pqبذعل 

  ¼ىي  p(0.1) من الواضح أف أكبر قيمة ؿ
، كبهذا  p’ = 1/2 القيمة التي برققها ىي ك 

 بقيب على التساؤؿ.
 

 
 
 
 
 
 
 
 

p 0 1/2 

P(0.1) 

1/4 

 P(0,1) أقصى قًٍح ل      22 رطى
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 تطبيقاتهاو مفاهيم اختبارات الفروض .IX  الفصل

 اخرثاس انًرىعؾ

 اخرثاس انرثاٌٍو اخرثاس انُغثح

 اخرثاساخ انًماسَح تٍٍ يجرًؼٍٍ

 انرؼذٌماخرثاس  رجاَظ واخرثاس ان

 1بعض خصائص ابؼقدر ابعيد. في ىذا الفصلك  في الفصل السابق تناكلنا كيفية تقدير معالم المجتمع من خلاؿ بيانات العينة
سنتناكؿ كيفية اختبار فرضيات موضوعة حوؿ معالم بؾتمع أك أكثر. بوتاج الدارس أحيانا في مرحلة ما من بحثو إلى اختبار 

ص المجتمع ابؼدركس. من أمثلة ذلك: اختبار فرضية بخصوص معدؿ الدخل في منطقة معينة، اختبار فرضية أك أكثر بخصو 
من ثم بؿاكلة ك  فرضية نسبة شفاء لدكاء معتُ، ... يتم ذلك بصياغة فرضية عن المجتمع ابؼدركس )أك المجتمعات ابؼدركسة(

بيانات عينة )أك أكثر( عشوائية بسيطة. بزص  ذلك من خلاؿك  ابغصوؿ على دليل إحصائي ينفي أك يثبت ىذه الفرضية
نعتمد في إثباتها أك رفضها على خصائص إحصائية معاينة ك  الفرضية أحد معالم المجتمع كابؼتوسط، النسبة أك التباين،

 بـتارة. من أجل ذلك يعتمد ىذا الدرس، كما ىو ابغاؿ بالنسبة لدرس التقدير، على درس ابؼعاينة.
 

 اخرثار انًرىطط .1 انًثحس

 هًرىعؾشُائً الاذجاِ نخرثاس الا

 هًرىعؾأحادي الاذجاِ نخرثاس الا

 كًمذس نرثاٌٍ انًجرًغ فً اخرثاس انًرضعؾ Sاعرخذاو 

 tاخرثاس انًرضعؾ تاعرخذاو ذىصٌغ 

 

يؤكد اختبار ابؼتوسط فرضية ك  (، مثل متوسط الدخل، متوسط كزف منتج معتُ، ..µيتناكؿ ىذا الاختبار متوسط المجتمع )
ثم نستخدـ التوزيع الاحتمالي  mللقياـ بالاختبار نستخرج عينة عشوائية بكسب فيها ابؼتوسط  ك .µ0و لقيمة ما مساكات
 .µ0لقياس قرب أك بعد ىذه القيمة من  mؿ 

 اختبار ثنائي الاتجاه للمتوسط. 8
جو، كلتكن القيمة الافتًاضية لنتناكؿ ىذا ابؼثاؿ: نريد اختبار فرضية حوؿ متوسط دخل الطالب في السنة الأكلى من بزر 

برديد الفرضيات، برديد قاعدة القرار، حساب دج كمتوسط للدخل الشهرم. بكتاج إلى ابػطوات التالية: 15111ىي 
 القيمة ابعدكلية للمتغتَة، حساب القيمة  الفعلية للمتغتَة، ابزاذ القرار.

 البديلة(:و  )الصفرية تحديد الفرضيات (أ )

↔ H1 : µ ≠ µ0    H0 : µ = µ0 

                                                 
1
ن ابعزئتُ سوؼ يؤدم تضمن البرنامج فصلتُ حوؿ موضوع اختبار الفركض، الأكؿ مفاىيم أساسية كالثاني تطبيقات اختبار الفركض؛ غتَ أننا نرل أف الفصل بتُ ىذي  

الثاني. لذلك فسوؼ بلوض  ابؼبحثة بدعزؿ عن التطبيقات أم بدعزؿ عن بنود إلى تكرار التطرؽ للمفاىيم الأساسية. من جهة أخرل، يصعب شرح ابؼفاىيم الأساسي
 الأكؿ. ابؼبحثالثاني، أم جزء التطبيقات، كفي أثنائو سنتطرؽ إلى ابؼفاىيم ابؼذكورة في  ابؼبحثمباشرة في 
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في ىذه ابغالة ك  RHoنكتب ك  يؤدم الاختبار إما إلى رفضهاك  أك فرضية العدـ، الفرضية الصفرية H0تسمى الفرضية 
ىي في ىذه ابغالة ك  µىي القيمة الافتًاضية ؿ  R’H0 .µ0نكتب ك  أك ابؼعاكسة أك عدـ رفضها الفرضية البديلةنقبل 

 يلي: لذلك نكتب الفرضيات كما 15111
↔ H1 : µ ≠ 15000    H0 : µ = 15000 

 بيكن استخداـ ابػاصية، كفي ىذه ابغالة (µ0 = m)بؿددة بناءا على بيانات عينة عشوائية بسيطة  µ0عادة ما تكوف 

 m ~ N(µ, σ²/n)  لاجراء الاختبار، حيث أنو برتH0 : فإف   m ~ N(µ0 , σ²/n) 

 فمثلا : µ0ا من قريب إلى درجة م mبفا يعتٍ معلومية احتماؿ أف يكوف 
P(µ0 – 1.64(σm) ≤ m ≤ µ0 + 1.64(σm)) = 0.90 

P(µ0 – 1.96(σm) ≤ m ≤ µ0 + 1.96(σm)) = 0.95 

P(µ0 – 2.58(σm) ≤ m ≤ µ0 + 2.58(σm)) = 0.99 

 كبصفة عامة نكتب:
P[µ0 – z1-α/2(σm) ≤  m  ≤ µ0 + z1-α/2 (σm)] = 1-α 

 :أك حسب الكتابة الأكثر شيوعا





 


  1)( 2/1

0

2/1 z
m

zP
m 

 حيث:

 (m - µ0)/σm ( :ىي ابؼتغتَة ابؼعيارية ؿ متغيرة القرار )m  نرمز بؽا ب كzc حيث ،z ~ N(0, 1)   . 

 σm   :بردد كما يلي σm= σ/√nأك   في حالة ابؼعاينة بالإرجاع(n ≤ 0.05N ) ك 
1




N

nN

n
m


 

 في ابغالة ابؼعاكسة.

 1 - α/2  ابؼساحة على يسار :z . 

 n .حجم العينة : 

نقبل بالتالي الفرضية ك  ، أف نرفض الفرضية الصفرية التي حدد على أساسها ىذا المجاؿα-1اؿ خارج المج mبيكن إذا كاف 
 البديلة.

 تسمى ىذه )ابػطة( قاعدة القرار.

 تحديد قاعدة القرار (ب )

، كما  (1)أنظر الشكل  الاتجاه اختبار ثنائيالذم بتُ أيدينا، كىي قاعدة  تكتب قاعدة القرار في ابؼثاؿ
 يلي:
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 منطقتي القبوؿ ك الرفض في حالة قاعد القرار الثنائية  23 رطى 

 mصحيحة بينما تقودنا قيمة  H0فقد تكوف الفرضية  تتضمن ىذه ابػطة بـاطرة تتمثل في الوصوؿ إلى قرار خاطىء:
 ،P(RH0 / H0) = α   ، كيكتب :α احتمالو ك  ،من النوع الأولالخطأ المحصلة إلى رفضها، كيسمى ىذا 

 : يكتبك  α -1احتمالو ك  الخطأ من النوع الثانيفيما ىي خاطئة، كيسمى ىذا   H0إلى قبوؿ mك قد تقودنا قيمة 
P(R’H0 / H1 ) = 1-α 

ابػطأين معا إلا بزيادة  ك بيكن تقليص احتماؿ أحد ابػطأين على حساب الثاني، كلكن لا بيكن تقليص احتماؿ كلا
 حجم العينة.

 P(R’H0)فيما يقي  احتماؿ قبوبؽا ( 2)أنظر الشكل قوة الاختبار  P(RH0)ك يقي  احتماؿ رفض الفرضية الصفرية 
 .  µابغقيقية ؿ يتوقف كلا الاحتمالتُ على القيمة ك  .(2)أنظر الشكل  فعالية الاختبار

 

z 

RH0 RH0 
R’H0 

-z1-α/2         0         z1-α/2 

µ0-z1-α/2(σm)         µ0         µ0+z1-α/2(σm) 

1-α 

 

   µ0   

 µ 

P(RH0) 

α 

1 

µ0    µ 

P(R’H0) 

1-α 
1 

 

 ينحنى انفعانٍح    (1)   25 رطى

Figure 24   ينحنى انقىج  

  ينحنى انقىج  (2)
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 :الجدولية zحساب  (ج )

( %5 في حالتنا )اختبار ثنائي بدستول معنويةك  حيث، كىي ابؼشار إليها في قاعدة القرار )الشكل الثاني(، ztيرمز بؽا ب ك 
: 

zt = z1-α/2 = z1-0.05/2 = z1-0.025 = z0.975 

 .  z0.975 = 1.96كمن ابعدكؿ بقد أف 

 :الفعلية  zحساب  (د )
 )أنظر قاعدة القرار الشكل الأكؿ( : mيارية ؿ ىي ابؼتغتَ ابؼعك  zcيرمز بؽا ب ك 

33.5
100/1500

1500158000 






X

c

X
z





 

 :القرار (ه )
أم أف متوسط دخل  H1كنقبل   zc > ztلأف  H0في حالتنا نرفض ك  حسب قاعدة القرار. H0نقرر قبوؿ أك رفض 

 دج.15111ابػريج حديث التوظيف لي  

 الاختبار أحادي الاتجاه للمتوسط. 2
أكبر بساما أك أصغر بساما ك  رضية البديلة التي ىي عدـ مساكاة في الاختبار الثنائييتميز الاختبار الثنائي عن الأحادم في الف

 )حسب ابغالة( في الاختبار الأحادم، كىذا يتًتب عليو تغيتَ في قاعدة القرار.

 الاختبار أحادي الاتجاه من اليمين. (أ )

دج أـ أكثر 15111توسط الدخل للخريج لنرجع إلى ابؼثاؿ السابق مع تغيتَ بؿدد ىو أننا نريد اختبار ما إذا كاف م
 )اختبار من اليمتُ(.

 H1 : µ > µ0    H0 : µ = µ0 ↔   الفرضيات : -أ

 H1 : µ > 15000    H0 : µ = 15000 ↔   : لذلك نكتب  µ0 = 15000في ىذه ابغالة 

      : قاعدة القرار -ب
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 zt = z1-α = z1-0.05 = z0.95    :( %5)اختبار على اليمتُ بدستول معنوية  الجدولية: zحساب  -ج

 z0.95 = 1.645      كمن ابعدكؿ بقد أف

33.5            :الفعلية  zحساب  -د
100/1500

150015800

/

00 
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إبما ك  دج15111أم أف متوسط دخل ابػريج حديث التوظيف لي   H1كنقبل   zc > ztلأف  H0: نرفض القرار -ق
 ىو أكبر.

 الاختبار أحادي الاتجاه من اليسار (ب )

نريد أف بلتبر ما إذا كاف متوسط الدخل مساكم أـ أقل من ك  دج14211نفتًض أف متوسط العينة كاف ك  ثالنانعود إلى م
 دج.15111

 H1 : µ < 15000    H0 : µ = 15000 ↔   الفرضيات : -أ

 قاعدة القرار: -ب
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 ( :% 5: )اختبار على اليسار بدستول معنوية الجدولية zحساب  -ج

= -1.645  zt = - z1-α = - z1-0.05 = -  z0.95 

33.5  الفعلية:  zحساب  -د
100/1500

150014200

/

00 
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XX
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 دج .15111أم أف متوسط دخل ابػريج حديث التوظيف أقل من  H1كنقبل   zc < ztلأف  H0: نرفض القرار -ق

 في اختبار المتوسط. σكمقدر ل   Sاستخدام  3
، في الواقع غالبا ما يكوف الابكر  σفي الأمثلة السابقة افتًضنا أف  بكتاج بالتالي إلى استخداـ ك  اؼ ابؼعيارم بؾهولامعلوـ

 )أنظر درس التقدير(، حيث نعوض العبارة σm( عند حساب Sالابكراؼ ابؼعيارم للعينة )

σm = σ/√n         1 ب


n

S
m

n أك   

S
m

'


 
 = Sعينة : في ابؼثاؿ السابق نفتًض أف الابكراؼ ابؼعيارم للدخل الشهرم للطالب بؾهوؿ، لكن الابكراؼ ابؼعيارم للمثال

 دج؟15111. كيف بيكن اختبار ما إذا كاف الدخل الشهرم أقل من  1600

 ابػطوات أ، ب ، ج تبقى بدكف تغيتَ.

97.4 :الفعلية  zحساب  -د
99/1600

150014200
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00 
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إبما ك  دج15111أم أف متوسط دخل ابػريج حديث التوظيف لي   H1كنقبل   zc < ztلأف  H0: نرفض القرار -ق
 ىو أقل.

 بار المتوسط.في اخت tاستخدام التوزيع  4
 لدينا :  )الابكراؼ ابؼعيارم للمجتمع( بؾهولا، لا بيكن استخداـ التوزيع الطبيعي، كلكن σك  n< 30في حالة 
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1~
1/





nt
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 H0  (µ = µ0 : )ك برت  
1

0 ~
1/





nt
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 بيكن إذا استخداـ التوزيع ستيودنت )بشرط أف يكوف توزيع المجتمع طبيعيا أك على الأقل جرسي الشكل( .

 تبعا بؽذا التغيتَ فتكتب في حالة الاختبار الثنائي كما يلي:ك تتغتَ قاعدة القرار 
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 في حالة اختبار من اليمتُ:
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في حالة اختبار من اليسار:
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 خلاصة 5
 :خطوات متتالية كىي 5يتم اختبار الفرضيات من خلاؿ 

  الفرضيات )الصفرية كالبديلة(برديد 

 برديد قاعدة القرار 

  للمتغتَة ابعدكليةالقيمة حساب 

  القيمة الفعلية للمتغتَةحساب 

  القرارابزاذ. 

تتحدد كيفية إبساـ كل خطوة حسب طبيعة الاختبار )ثنائي أك أحادم الابذاه(، حسب طبيعة المجتمع ك طبيعة ك حجم 
 العينة، ... ك تسخدـ في ذلك نظريات توزيع ابؼعاينة.

 واخرثار انرثاٌن اخرثار اننظثح .2 انًثحس

 اخرثاس انُغثح

 ٍاخرثاس انرثاٌ

 اختبار النسبة 8
(، حيث يؤكد الاختبار أك ينفي صحة فرضية معينة pيتعلق ىذا الاختبار بنسبة مفردات المجتمع التي تتصف بخاصية ما )

 H0 : p = p0  : كتكتب الفرضية كما يلي  p0. يرمز للقيمة الافتًاضية ب  pبخصوص قيمة 

 (.6)أنظر توزيع ابؼعاينة للنسبة : نظرية النسبة في العينة  ’pللقياـ بالاختبار نستخدـ خصائص 
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n

pq
ppE pp  '' ²;)'( 

 
 لابلاس( -)نظرية موافر   n ≥ 30   :(p, σp') p’ ≈ Nعند 

: H0برت ك  استنادا إلى ىذه ابػصائص
 
















n

qp
pNp 00

0 ;'

 
 ك من ثم بيكن برديد قاعدة القرار بحسب طبيعة الاختباركما يلي:

في حالة الاختبار الثنائي:
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في حالة اختبار من اليمتُ:
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 حالة اختبار من اليسار: في
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 71تقدر الدكائر الربظية نسبة ابؼتخرجتُ ابعامعيتُ الذين بوصلوف على عمل في السنة الأكلى التي تلي بزرجهم ب  مثال:

. كيف بيكن اختبار ما  % 67طالب أف نسبة ابغصوؿ على عمل  911. كجدت دراسة أجريت على عينة من  % 
 .% 5حة أـ مبالغ فيها، بدستول معنوية إذا كانت النسبة الربظية صحي

H0 : p = 0.70 ↔ H1 : p <  0.70 

64.134.196
900/)3.0(7.0

7.067.0

/

'
05.01

00

0 





z
nqp

pp

 
 . H0كمنو نرفض الفرضية 

 اختبار التباين 2

 لاختبار صدقية فرضية بخصوص قيمة تباين بؾتمع ما،

H0 : σ² =σ0²   ↔ H1 : σ² = σ0² 

نستعمل ابؼقدر غتَ ابؼنحاز
1

)²(
²ˆ







n

XX
S i i( حيث في حالة العينة الكبتَة .n ≥ 50 في أحس ، )ن الأحواؿ

 فإف H0كبرت 
4

4
4

04

2

0 )().1.0(
/)(

²ˆ










 XEN

n

S
T

 
 ىو العزـ ابؼركزم من الدرجة الرابعة. كبهذا الشكل تكتب قاعدة القرار للاختبار الثنائي كما يلي: µ4حيث 
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m4 = E(xi – m)بؾهوؿ بيكن استخداـ كمقدر :  µ4في حالة ك 
4 . 

µ4 = 3σ  كإذا كاف المجتمع طبيعيا، حيث
 كتب كما يلي:بيكن أف ت متغيرة القرار، فإف  4

).1.0(
/2

²ˆ
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 رنح تٍن يجرًعٍنااخرثار انًق .3 انًثحس

 اخرثاس ذغاوي يرىعطً يجرًؼٍٍ

 اخرثاس ذغاوي ذثاًٌُ يجرًؼٍٍ

 
سنركز ىنا على متغتَة القرار، إذ ك  ... أك التباين لكل منهما توسطابؼيتناكؿ ىذا الاختبار مقارنة بتُ بؾتمعتُ من خلاؿ 

 ابػطوات الأخرل على ضوء ما سبق.من السهل على الطالب استنتاج كيفية إبساـ 

 اختبار تساوي متوسطي مجتمعين 8

الغرض من الاختبار ىو تأكيد أك نفي تساكم متوسطي بؾتمعتُ من خلاؿ عينتتُ عشوائيتتُ بسيطتتُ مستقلتتُ. تكتب 
 H0 : µ1 = µ2  ↔   H1 : µ1 ≠ µ2  الفرضيات )في حالة الاختبار الثنائي(كما يلي:

للطالب استنتاج قاعدة القرار(، تًؾ بحسب ابغالة )ن  ’Tأك  Tنعتمد في الاختبار على متغتَة القرار قرار لتحديد متغتَة ال
 حيث بميز بتُ حالة كوف تباينا المجتمعتُ معلومتُ كحالة كوف تباينا المجتمعتُ بؾهولتُ.

 تباينا المجتمعين معلومين (أ )
 المجتمعتُ طبيعيتُ: -1

)1.0(~
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 (:n1 , n2 ≥ 30بؾتمعتُ ما ) -2
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 تباينا المجتمعين مجهولين (ب )

 ف:اطبيعي افالمجتمع -1

2  إذا كاف تباينا المجتمعتُ متساكيتُ
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. كجدنا النتائج 21حجم الثانية ك  18: نسحب من بؾتمعتُ طبيعيتُ متساكيي التباين عينتتُ حجم الأكلى مثال
 التالية:

m1 = 81, m2 = 76, S²1 = 9, S²2 = 8.   كيف بيكن اجراء اختبار تساكم متوسطي المجتمعتُ بدستول معنوية
5 % . 

H0 : µ1 = µ2   ↔ H1 : µ1  ≠   µ2 
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 مجتمعين ياختبار تساوي تباين 2

 الغرض من الاختبار ىو تأكيد أك نفي تساكم تباينا بؾتمعتُ من خلاؿ عينتتُ عشوائيتتُ بسيطتتُ مستقلتتُ.

 H0 : σ²1 = σ²2  ↔  H1 : σ²1  ≠ σ²2  لة الاختبار الثنائي(كما يلي:تكتب الفرضيات )في حا

 طبيعيتُ أـ غتَ ذلك. بحسب ابغالة، حيث بميز بتُ حالة كوف المجتمعتُ  ’Tأك  Tنعتمد في الاختبار على متغتَة القرار 

 طوبيعيين مجتمعين (أ )

 ابغالة العامة:  -1
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 n1 , n2 ≥ 30في حالة   -2
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 (n1, n2 ≥ 50)عين ما مجتم (ب )
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 µ4في حالة       -2

(1)
 ; µ4 

(2) 
 . m4ب   µ4غتَ معركفتُ : نعوض   

 . كجدنا النتائج التالية:21حجم الثانية ك  18نسحب من بؾتمعتُ طبيعيتُ عينتتُ حجم الأكلى : مثال 

m1 = 81, m2 = 76, S²1 = 9, S²2 = 8.   بيكن اجراء اختبار تساكم متوسطي المجتمعتُ بدستول معنوية كيف
 ؟ % 5

H0 : σ²1 = σ²2   ↔ H1 : σ²1  ≠   σ²2 
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S’²1 = S²1 * n1 / (n1-1) = 9 (18)/17 ≈ 9.53 ;  S’²2 = S²2 * n2 / (n2-1) = 8 (21)/20 = 8.4 

S’²1 / S’²2 ≈ 1.135 ; F0.05 ;17 ;20  ≈ 2.17 

T < Fα  ; n1-1 ;n2-1  => R’H0 

 

 انرجانضو اخرثار الاطرقلال .4 انًثحس

 اخرثاس انرجاَظ

 اخرثاس انرؼذٌم

 اختبار التجانس 8

 pi∑حيث   piنسبة برقق كل منها في المجتمع   ،من ابػصائص ابؼتنافية kنفتًض أف لدينا عددا ك  لنعد إلى اختبار النسبة،

 . نريد اختبار فرضية تساكم ىذه النسب:1 =
pi ≠ pi0    H0 : pi = pi0   (i = 1, 2, . . . k ) ↔ H1 : 

 .(على الأقل غتَ مساكية للقيمة ابغقيقية  pi0إحدل النسب النظرية )الفرضية البديلة ىي أف 

 ( . إذا برققت الشركطni: لإبقاز الاختبار نستخرج عينة بكسب فيها عدد مرات برقق ابػصائص ) متغيرة القرار

n ≥ 30    ،pi0 ≥ 1      من ابغالات  % 81 على الأقل فيكnpi0 ≥ 5     : نبرىن أف 
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 ار التعديلباخت 2

تستخدـ ىذه الطريقة أيضا لاختبار تعديل توزيع معتُ بتوزيع آخر، كفي ىذه ابغالة نقارف بتُ تكرارات العينة )التكرارات 
 ، حيث تصاغ الفرضيات كما يلي : ni0 كتكرارات افتًاضية  niابغقيقية( 

 :ni   H0: ni = ni0   (i = 1, 2, … k) ↔ H1 ابغقيقيتكرار غتَ مساكية لل  ni0النظرية  كراراتتعلى الأقل إحدل ال
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m .عدد من معالم من المجتمع ابؼقدرة انطلاقا من بيانات العينة لتحديد التكرارات النظرية 

حوؿ شعبيتهم كما  % 5ية ج. نريد اختبار فرضية بدستول معنو ك  مرشحتُ: أ، ب 3يتقدـ إلى انتخابات معينة : مثال
 يلي:

H0 : p1 = 0.4, p2 = 0.35, p3 = 25 

 . 95، 135، 171ناخب فكاف توزع فئات ابؼساندين على التوالي :  411أجرم استجواب ؿ 
 . npi0 ≥ 5من  % 81أكثر من ك  ،    npi0 = 160, 140, 100 ≥ 1، الأعداد الافتًاضية n = 400 ≥ 30لدينا 
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Χ²2 ; 0.95 = 5.99 > 1.05 => R’H0 . 

 


