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 الفصل الرابع

 (Interpolation and Extrapolationالاندراج والاستكمال)

)     ( أي ان القيمn,…….x1,x0xدالة معرفه في النقاط)  y=f(x)لتكن 

)n)….f(x1),f(x0f(x معلومة ونريد تخمين الدالة عند النقطة )px  . فاذا كانت النقطةpx    واقعة ضمن

( وبعكسه Interpolation)تسمى اندراج التخمين  ( فأن العملية x0,x1,…….xnمدى النقاط )

واقعة خارج مدى النقاط فأن العملية التخمين  تسمى بالاستكمال )     xp)فاذا كانت النقطة 

Extrapolation  هناك عده طرق يمكن استخدامها في هذا المجال  ومنها متعدده  حدود )

 لاكرانج

 (Lagrang Polynomailمتعدده حدود لاكرانج)  

( n,…….x1,x0xوقيمتها معلومة في الفترة )  [a,b]دالهحقيقية ومستمرة بالفتره fلتكن 

[ يكون بتقريب الدالة a,bفي نقطة واحده  او عده نقاط في بالفتره ] fلتخمين قيمة الدالة 

f بمتعدده الحدود في النقاط  المطلوبه واعتيارها تخمينا  لقيمةf  أي إيجاد 

 -بحيث ان: Pمتعدده حدود 

𝒑(𝒙𝒊) ≅ 𝒇(𝒙𝒊), 𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑 … … . 𝒏 

 من النقاط. n+1في  fوذلك لانها يجب ان توافق الدالة  nهي  Pان اعلى درجه لمتعدده حدود 

 -ان الصيغة العامه لمتعدده حدود لاكرانج هي:

𝒑𝒏 (𝒙) = ∑ 𝒇(𝒙𝒋 ) ∏  
(𝒙 − 𝒙𝒊)

(𝒙𝒋 − 𝒙𝒊)
 

𝒏

𝒊=𝟎
𝒋≠𝒊

𝒏

𝒋=𝟎

  

When n=1 

𝒑𝟏 (𝒙) = ∑ 𝒇(𝒙𝒋 ) ∏  
(𝒙 − 𝒙𝒊)

(𝒙𝒋 − 𝒙𝒊)

𝟏

𝒊=𝟎
𝒋≠𝒊

𝟏

𝒋=𝟎

= 𝒇( 𝒙𝟎)
(𝒙 − 𝒙𝟏)

(𝒙𝟎 − 𝒙𝟏)
+ 𝒇( 𝒙𝟏)

(𝒙 − 𝒙𝟎)

(𝒙𝟏 − 𝒙𝟎)
 

 

When n=2 
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𝒑𝟐 (𝒙) = ∑ 𝒇(𝒙𝒋 ) ∏  
(𝒙 − 𝒙𝒊)

(𝒙𝒋 − 𝒙𝒊)

𝟐

𝒊=𝟎
𝒋≠𝒊

𝟐

𝒋=𝟎

= 𝒇( 𝒙𝟎)
(𝒙 − 𝒙𝟏)(𝒙 − 𝒙𝟐)

(𝒙𝟎 − 𝒙𝟏)(𝒙𝟎 − 𝒙𝟐)
+ 𝒇( 𝒙𝟏)

(𝒙 − 𝒙𝟎)(𝒙 − 𝒙𝟐)

(𝒙𝟏 − 𝒙𝟎)(𝒙𝟏 − 𝒙𝟐)

+ 𝒇( 𝒙𝟐)
(𝒙 − 𝒙𝟎)(𝒙 − 𝒙𝟏)

(𝒙𝟐 − 𝒙𝟎)(𝒙𝟐 − 𝒙𝟏)
 

 

When n=3 

𝒑𝟑 (𝒙) = ∑ 𝒇(𝒙𝒋 ) ∏  
(𝒙 − 𝒙𝒊)

(𝒙𝒋 − 𝒙𝒊)

𝟑

𝒊=𝟎
𝒋≠𝒊

𝟑

𝒋=𝟎

= 𝒇( 𝒙𝟎)
(𝒙 − 𝒙𝟏)(𝒙 − 𝒙𝟐)(𝒙 − 𝒙𝟑)

(𝒙𝟎 − 𝒙𝟏)(𝒙𝟎 − 𝒙𝟐)(𝒙𝟎 − 𝒙𝟑)

+ 𝒇( 𝒙𝟏)
(𝒙 − 𝒙𝟎)(𝒙 − 𝒙𝟐)(𝒙 − 𝒙𝟑)

(𝒙𝟏 − 𝒙𝟎)(𝒙𝟏 − 𝒙𝟐)(𝒙𝟏 − 𝒙𝟑)

+ 𝒇( 𝒙𝟐)
(𝒙 − 𝒙𝟎)(𝒙 − 𝒙𝟏)(𝒙 − 𝒙𝟑)

(𝒙𝟐 − 𝒙𝟎)(𝒙𝟐 − 𝒙𝟏)(𝒙𝟐 − 𝒙𝟑)

+ 𝒇( 𝒙𝟑)
(𝒙 − 𝒙𝟎)(𝒙 − 𝒙𝟏)(𝒙 − 𝒙𝟐)

(𝒙𝟑 − 𝒙𝟎)(𝒙𝟑 − 𝒙𝟏)(𝒙𝟑 − 𝒙𝟐)
 

 

 -تكون مرتبة بالشكل : n,…….x1,x0xملاحظة: ان قيم 

n……….<x3<x2<x1< x0X 

 فليس من الضروري ان تكون مرتبه. n)….f(x1),f(x0f(x)() اما القيم 

 

 -من جدول البيانات الاتية: f(2.5)مثال:جد تخمينا لقيمة 

3 2 x 

10 5 F(x) 

𝒇(𝒙𝒊 ) أي ان 1( فأن اعلى درجه لمتعدده حدود لاكرانج هو 2الحل:بما ان عدد النقاط ) ≅

𝒑𝟏(𝒙), 
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𝒑𝟏 (𝒙) = ∑ 𝒇(𝒙𝒋 ) ∏  
(𝒙 − 𝒙𝒊)

(𝒙𝒋 − 𝒙𝒊)

𝟏

𝒊=𝟎
𝒋≠𝒊

𝟏

𝒋=𝟎

= 𝒇( 𝒙𝟎)
(𝒙 − 𝒙𝟏)

(𝒙𝟎 − 𝒙𝟏)
+ 𝒇( 𝒙𝟏)

(𝒙 − 𝒙𝟎)

(𝒙𝟏 − 𝒙𝟎)

= 𝒇( 𝟐)
(𝒙 − 𝟑)

(𝟐 − 𝟑)
+ 𝒇( 𝟑)

(𝒙 − 𝟐)

(𝟑 − 𝟐)
= 𝟓

(𝒙 − 𝟑)

−𝟏
+ 𝟏𝟎

(𝒙 − 𝟐)

𝟏
= −𝟓(𝒙 − 𝟑) + 𝟏𝟎(𝒙 − 𝟐) = −𝟓𝒙 + 𝟏𝟓 + 𝟏𝟎𝒙 − 𝟐𝟎 

= 𝟓𝒙 − 𝟓 

 

∴ 𝒑𝟏(𝒙) = 𝟓𝒙 − 𝟓 → 𝒇(𝒙) ≅ 𝒑𝟏(𝒙) = 𝟓𝒙 − 𝟓 ∴ 𝒇(𝟐. 𝟓) ≅ 𝟓(𝟐. 𝟓) − 𝟓

= 𝟏𝟐. 𝟓 − 𝟓 = 𝟕. 𝟓 

∴ 𝒇(𝟐. 𝟓) ≅ 𝟕. 𝟓 

ملاحظه :يمكن التحقق عن صحه متعددة الحدود  في المثال أعلاه وذلك من خلال 

 نجد ان: x0x,2=31=بالقيم  Xالتعويض عن كل  

𝒑𝟏(𝟑) ≅ 𝒇(𝟑) = 𝟓. 𝟑 − 𝟓 = 𝟏𝟓 − 𝟓 = 𝟏𝟎, 𝒑𝟏(𝟐) ≅ 𝒇(𝟐) = 𝟓. 𝟐 − 𝟓

= 𝟏𝟎 − 𝟓 = 𝟓 

    

 مثال :من جدول البيانات الاتيةجد

       لاكرانجمتعدده حدود -1

 f(1.2)قيمة  -2

 f(3)قيمة  -3

𝒇(𝒙𝒊 ) أي ان 2( فأن اعلى درجه لمتعدده حدود لاكرانج هو 3الحل:بما ان عدد النقاط ) ≅

𝒑_𝟐 (𝒙), 

2 0 -1 x 

-5 -1 2 F(x) 



4 
 

𝒑𝟐 (𝒙) = ∑ 𝒇(𝒙𝒋 ) ∏  
(𝒙 − 𝒙𝒊)

(𝒙𝒋 − 𝒙𝒊)

𝟐

𝒊=𝟎
𝒋≠𝒊

𝟐

𝒋=𝟎

= 𝒇( 𝒙𝟎)
(𝒙 − 𝒙𝟏)(𝒙 − 𝒙𝟐)

(𝒙𝟎 − 𝒙𝟏)(𝒙𝟎 − 𝒙𝟐)
+ 𝒇( 𝒙𝟏)

(𝒙 − 𝒙𝟎)(𝒙 − 𝒙𝟐)

(𝒙𝟏 − 𝒙𝟎)(𝒙𝟏 − 𝒙𝟐)

+ 𝒇( 𝒙𝟐)
(𝒙 − 𝒙𝟎)(𝒙 − 𝒙𝟏)

(𝒙𝟐 − 𝒙𝟎)(𝒙𝟐 − 𝒙𝟏)
= 𝒇(−𝟏)

(𝒙 − 𝟎)(𝒙 − 𝟐)

(−𝟏 − 𝟎)(−𝟏 − 𝟐)

+ 𝒇( 𝟎)
(𝒙 + 𝟏)(𝒙 − 𝟐)

(𝟎 + 𝟏)(𝟎 − 𝟐)
+ 𝒇( 𝟐)

(𝒙 + 𝟏)(𝒙 − 𝟎)

(𝟐 + 𝟏)(𝟐 − 𝟎)
 

 

= 𝟐
𝒙( 𝒙 − 𝟐)

𝟑
+ (−𝟏)

(𝒙 + 𝟏)(𝒙 − 𝟐)

−𝟐
+ 𝟓

𝒙(𝒙 + 𝟏)

𝟔

=
𝟐

𝟑
(𝒙𝟐 − 𝟐𝒙) +

𝟏

𝟐
(𝒙𝟐 − 𝒙 − 𝟐) +

𝟓

𝟔
(𝒙𝟐 + 𝒙)

= 𝟐𝒙𝟐 − 𝒙 − 𝟏 

∴ 𝒑𝟐(𝒙) = 𝟐𝒙𝟐 − 𝒙 − 𝟏  

𝒇(𝒙) ≅ 𝒑𝟐(𝒙) → 𝒇(𝟏. 𝟐) ≅ 𝒑𝟐(𝟏. 𝟐) = 𝟐(𝟏. 𝟐)𝟐 − 𝟏. 𝟐 − 𝟏

= 𝟎.  (اندراج )𝟔𝟖

𝒇(𝟑) ≅ 𝒑𝟐 (𝟑) = 𝟐(𝟑)𝟐 − 𝟑 − 𝟏 = 𝟏𝟖 − 𝟑 − 𝟏 =  (استكمال   )𝟏𝟒

 واجب

 مثال :من جدول البيانات الاتيةجد

       متعدده حدود لاكرانج-1

 f(0.5)قيمة  -2

 f(2)قيمة  -3

 

 

 

1 0 -1 x 

3 1 2 F(x) 


