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احتل� ا�كتور عمران قو� المركز الثاني في مسابقة انتقاء 
أساتذة التعليم العالي على مسـتوى الجمهورية الفرنسـية 

، وحصل على شهادة 1985في عام “ يـونأغرغاس ـ”
ا�كتوراه في الرHضيات البحتة في اختصاص التحليل 

 . 1990عام  التابعي من جامعة بيير وماري كوري في �ريس
  

. 1990ام العالي للعلوم التطبيقية والتكنولوجيا منذ ع المعهديدرّس ا�كتور قو� الرHضيات في 
وقد وضع في هذه السلس^ من الكتب العلميّة أغلب الموضوعات التي درّسها في المعهد العالي 

يل العقدي، التفاضلية، والتحل في مجالات الجبر العام، والجبر الخطّي، والتحليل، والمعادلات 
والتحويلات التكاملي�ة وغيرها، وقد أغنى السلس^ �لعديد من الأمث^ والتطبيقات والمسائل 

 والتمرينات.

ما، أداة }مّة لكلِّ الراغبين في دراسة الرHضيّات بصفتها علماً وفناًّ قائمينَْ بذاته السلس^تمثلّ هذه 
 .أو لأولئك الراغبين في اسـتعمال الرHضيّات بصفتها أداة }مّة ومفيدة في جميع العلوم الحديثة

  
ولغة  رHضيال مقدمات في المنطق، يبدأ القارئ بدراسة الجبرفي هذا الجزء الأوّل من سلس^ 

داد وحلقة الأع حقل الأعداد العقدية، ،ا�موعات، والبنى الجبرية من زمر وحلقات وحقول
 ، ومقدمات في نظرية الحقول.الحدودلقة كثيرات حالصحيحة، و 
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  حصراً: الاتيٓالأصلي على الشكل 
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        ....2017201720172017    ،،،،، الطبعة الثانية، الطبعة الثانية، الطبعة الثانية، الطبعة الثانيةالإصدار الأوّلالإصدار الأوّلالإصدار الأوّلالإصدار الأوّلالجمهورية العربية السورية، الجمهورية العربية السورية، الجمهورية العربية السورية، الجمهورية العربية السورية،     والتكنولوجيا،والتكنولوجيا،والتكنولوجيا،والتكنولوجيا،

        
    ....www.hiast.edu.sy متوفر للتحميل من

    

AlgebraAlgebraAlgebraAlgebra    
Volume 1, First Edition, Second Printing    
Omran KoubaOmran KoubaOmran KoubaOmran Kouba    
Publications of the  
Higher Institute for Applied Sciences and TechnologyHigher Institute for Applied Sciences and TechnologyHigher Institute for Applied Sciences and TechnologyHigher Institute for Applied Sciences and Technology        (HIAST)(HIAST)(HIAST)(HIAST) 
Syrian Arab Republic, Syrian Arab Republic, Syrian Arab Republic, Syrian Arab Republic, 2017201720172017....    
Published under the license:    
CreativeCreativeCreativeCreative    CommonsCommonsCommonsCommons    AttrributionAttrributionAttrributionAttrribution----NoDerivatives 4.0 NoDerivatives 4.0 NoDerivatives 4.0 NoDerivatives 4.0 
InternationalInternationalInternationalInternational    (CC(CC(CC(CC----BYBYBYBY----ND 4.0) ND 4.0) ND 4.0) ND 4.0)     
https://creativecommons.org/licenses/by-nd/4.0/legalcode 
ISBN:ISBN:ISBN:ISBN:    978978978978----9933993399339933----9228922892289228----9999----4444    
 
Available for download at: www.hiast.edu.sy 



  المعهد العالي للعلوم التطبيقية والتكنولوجيا منشورات
  تاريخه: صدر حتى

 .2009 ،للدكتور عمران قوبا، "مبادئ الجبر ا�رد ،لجبر، الجزء الأولا " −
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التطبيقية والتكنولوجيا مؤسسة حكومية للتعليم العالي أحدثت بموجب المرســوم المعهد العالي للعلوم 
علمية متميزة من Øندسين و�حثين للإسهام  أطر، وذv بهدف إعداد 1983/ لعام 24التشـريعي رقم /

  الفاعل في عملية التطوير العلمي والتنمية في الجمهورية العربية السورية.
يمنح المعهد العالي درجة الإجازة في الهندسة في الاتصالات والمعلوماتية والنظم الإلكترونية والميكاترونيكس 
وعلوم وهندسة المواد وهندسة الطيران. يقبل المعهد العالي Áراسة هذه Uختصاصات شريحة منتقاة من 

لعالي أيضاً برامج ماجسـتير أكاديمي في نظم المتفوقين في الشهادة الثانوية من الفرع العلمي. يتيح المعهد ا
الاتصالات وفي التحكم والروبوتيك وفي نظم المعطيات الكبيرة ونظم المعلومات ودعم القرار وفي علوم 

يمنح المعهد العالي درجة اÁكتوراه في الاتصالات والمعلوماتية و وهندسة المواد وعلوم وهندسة البصرçت. 
تطبيقية. تحُدث في المعهد العالي اختصاصات جديدة بحسب متطلبات سوق العمل ونظم التحكم والفيزçء ال 

  وتو¸ات البحث والتطوير المحلية والعالمية.

وبمختبراته ا�هزة تجهيزاً عالياً وببنيته التحتية الفريدة في العالي التاهٔيل  الكفوءة ذات باطٔرهيمتاز المعهد 
وفعالياته العلمية اíتلفة نشاطاً  أطرهس المعهد العالي عبر ¸ود القطر. إلى جانب النشاط التعليمي، يمار 

حثيثاً في البحث والتطوير، إذ ينفذ مشاريع متنوعة لصالح الجهات العامة والخاصة في القطر، كما يتعاون مع 
ية ¸ات خارج القطر في بعض المشاريع البحثية والتطويرية. يسعى المعهد أيضاً، عبر دورات تدريبية نظر 

 فريقه العلميوعملية متاحة للقطاعين العام والخاص وللأفراد، إلى إفادة أوسع فئة من المهتمين من إمكانيات 
  ومختبراته.

اسـتكمالاً Áور المعهد العالي الرائد في مجال التعليم ونشر العلم، يحرص المعهد العالي على نشر كتب علمية 
ما هو تدريسي يوافق المناهج في المعهد العالي ويفيد شريحة  ، منهاأطره العلميةعالية المسـتوى من نتاج 

واسعة من الطلاب الجامعيين عموماً، ومنها ما هو علمي ثقافي. يخضع الكتاب قبل نشره إلى عملية تقويم 
علمي من مجموعة منتقاة بعناية من أصحاب Uختصاص، إضافةً إلى تدقيق لغوي حفاظاً على سوية عالية 

  للغة العربية.للمنشورات �

يتيح المعهد العالي للعلوم التطبيقية والتكنولوجيا بعضاً من منشوراته على موقعه على الشابكة تحت رخصة 
  المشاع الإبداعي لتعميم الفائدة على شريحة واسعة من القراء.
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  00963112237710فاكس  - 00963115123819هاتف 
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أتقدّم بالشكر العميق إلى جميع الزملاء الذين أغنوا بملاحظام فحوى   
  .هذا الكتاب، وأسهموا في إعطائه شكله النهائي هذا

وأخص بالشكر المعلم الفاضل الأستاذ الدكتور موفق دعبول، والأستاذ الدكتور 
ب وعلى محمّد البغدادي والدكتور نبيه عودة قراءم المتمعّنة لهذا الكتا

الملاحظات القيّمة التي أبدوها عليه. وأخيراً، وليس آخراً، أتقدم بجزيل الشكر 
والامتنان إلى الأستاذ الدكتور مكّي الحسني الذي دقّق الكتاب لغوياً وأسهم 

  بملاحظاته ومقترحاته في تحسين صياغة العديد من الفقرات.



  



  

  

  لأوّلالجزء ا محتوى
  

  مقدمّة
  الفصل الأوّل

  المجموعات والعلاقات وقوانين التشكيل

  1  ...................................................................................................................    مبادئ المنطق  1.

  6  ..........................................................................................................  المجموعات والتطبيقات    2.

  10  .................................................................................................................    العلاقات الثنائية  3.
  10  ..............................................................................................................علاقات التكافؤ   1-3.  
  11  ............................................................................................................. علاقات الترتيب  2-3.  
  14  ............................................................................................................  المجموعات المنتهية  4.

  ℕ  ..........................................................................................  14مجموعة الأعداد الطبيعيّة  1.-4  
  16  ................................................................................  المجموعات المنتهية، رئيس مجموعة  2-4.  
  17  .............................................................................................................  التحليل التوافقي  3-4.  

  17  .............................................................................................  أجزاء مجموعة منتهية  1.3-4.  
  21  ...........................................................................التطبيقات بين مجموعتين منتهيتين  2.3-4.  
  24  ........................................................................................  مبدأ الاحتواء و الاستثناء  3.3-4.  

  27  ...............................................................................................    والبنى الجبريةّ قوانين التشكيل  5.
  28  .............................................................................................................................  الزمر 1-5.  
  29  ..........................................................................................................  والحقول الحلقات  2-5.  
  30  ........................................................................................................  الفضاءات الشعاعيّة  3-5.  

  31  ..........................................................................................................................................  تمريـنات



  الفصل الثاني

  لعقديةّاحقل الأعداد 
  69  ..................................................................................................    تعريف حقل الأعداد العقديةّ  1.
  71  ...................................................................................................................   مرافق عدد عقدي  2.
  71  .....................................................................................................................  طويلة عدد عقدي  3.
  73  ..............................................................................  زاوية عدد عقدي غير معدوم والصيغة المثلّثيّة  4. 
  78  .....................................................................................................   التابع الأسّي لمتحوّل عقدي  5.
  79  ...............................................................................  تطبيقات الأعداد العقديةّ في النسب المثلّثيّة  6.
  ℂ  ..........................................................................................  81حلّ بعض المعادلات الجبريةّ في   7.
  86  ....................................................................  بعض تطبيقات الأعداد العقديةّ في الهندسة المستوية  8.
  92  .............................................................................  تتمات في جذور المعادلات من الدرجة الثانية  9.

  97  ........................................................................................................................................  تمريـنات

  لثالفصل الثا

  بريـّةالبنـى الج
  137  ........................................................................................................................      الزمـر  1.

  137  ...................................................................................................................  عموميات    1-1.  
  140  ...............................................................................................................   الزمر الجزئية  2-1.  
  143  .........................................................................................................  لتشاكلات الزمريةّا  3-1.   
  145  .......................................................................................................  زمرة خارج القسمة   4-1.  
  147  ....................................................................................................  الزمر الوحيدة التوليد   5-1.  
  148  .............................................................................................................  الزمر المتناظرة   6-1.  
  153  ...............................................................................................................    الحلقات  2. 

  153  .....................................................................................................................  عموميات  1-2.  
  154  ...................................................................................................  الحساب في الحلقات  2-2.  
  155  .................................................................................................................  الحلقة التامة  3-2.  
  156  ...............................................................................................  العناصر القلوبة في حلقة   4-2.  
  157  ............................................................................................  المثاليات في حلقة تبديلية   5-2.  
  158  ......................................................................................................  التشاكُلات الحَلَقية   6-2.  



  160  .....................................................................................................  العدد المميز لحلقة   7-2.  
  161  ......................................................................................  قابليّة القسمة في حلقة رئيسيّة   8-2.  
  ℤ  ..........................................................................  165تتمات في حلقة الأعداد الصحيحة   9.-2  

  165  ....................................  حساب القاسم المشترك الأعظم لعددين لخوارزميّة إقليدس   1.9-2.  
  168  ....................................................................  التعقيد الخوارزميّ لخوارزميّة إقليدس   2.9-2.  
  172  ..................................................................................................  الأعداد الأوّليـة   3.9-2.  

)الحلقة    10.-2   )2M A  ......................................................................................................  174  
  176  ........................................................................................................................................  تمريـنات

  رابعال الفصل
  ليكثيرات الحدود على حقل تبدي

  271  .............................................................................................................................  عموميات   1.

]قابلية القسمة في    2. ]XK  .....................................................................................................  276  

]القسمة وفق القوى المتزايدة في   3. ]XK  .................................................................................  286  

]الاشتقاق في    4. ]XK  ...........................................................................................................  287  

  289  ........................................................................................................... حدودال اتجذور كثير    5.

  298  ..................................................................  العلاقات بين الجذور و الأمثال في كثيرات الحدود   6.
  304  ........................................................................................................................................  مريـناتت

  خامسالفصل ال

  ولـالحق
  361  ..........................................................................................  حقل الكسور الموافق لحلقة تامّـة    1.
  362  ...................................................................................  حقل الكسور العاديةّ على حقل تبديلي    2.
  372  ........................................................................  حقل خارج قسمة حلقة تبديليّة بمثالي أعظمي    3.
  376  ......................................................................................................................    توسيع الحقل   4.
  377  ....................................................................................................................  الحقول المنتهية   5.

  388  ........................................................................................................................................  تمريـنات

  

  415  ...............................................................................................................  الأوّل دليل مفردات الجزء



   الجزء الثاني محتوى
  

  مقدمّة
   لسادسالفصل ا

  الفضاءات الشعاعيّة والتطبيقات الخطيّة

  1  ...................................................................................................................................  عموميات  1.

  4  ......................................................................................................................التطبيقات الخطيّة   2.

  6  ..............................................................................................................  جماعات وجمل الأشعّة   3.

  11  ........................................................................................  المجموع المباشر والفضاءات المتتامّة  4.

  18  ..................................................................................................................  فضاء خارج القسمة  5.
  20  ...........................................................................................................................................  اتـتمرين

  السابعالفصل 

  الفضاءات الشعاعية المنتهية البعد

  47  .................................................................................................................................  عموميات  1.

  49  .....................................................................................................................  بعُد فضاء شعاعيّ   2.

  55  .............................................................................................  رتبة جماعة أشعّة ورتبة تطبيق خطّي  3.
  60  ...........................................................................................................................................  اتـتمرين

  الثامنالفصل 

  الثنويةّ في الفضاءات الشعاعيّة
  89  ...................................................................................................................  ثنوي فضاء شعاعي  1.
  92  ..................................................................................................................  خطّي منقول تطبيق   2.
  95  ...............................................................................  الثنويةّ في الفضاءات الشعاعيّة المنتهية البعد   3.

  99  .........................................................................................................................................   اتـتمرين



  التاسعالفصل 

  اتـالمصفوف
  125  ...................................................................................................................  مفهوم المصفوفة   1.
  126  ....................................................................................................  العمليات على المصفوفات   2.
  131  .............................................................................................................  مصفوفة تطبيق خطّي   3.
  137  ..........................................................................................................................  رتبة مصفوفة  4.
  139  ........................................................................................................................تغيير الأساس   5.
  144  ...................................................................................................  أثر مصفوفة وأثر تطبيق خطّي  6.
  147  ........................................................................................................................................  اتـينتمر 

  عاشرالفصل ال

  المُحددات وجمل المعادلات الخطيّّة
  181  ....................................................................................................  التطبيقات المتعددة الخطيّة   1.
  185  ............................................................................................................................  المحددات  2.
  188  ..........................................................................  مُحدد تطبيق خطّي من فضاء شعاعيّ إلى نفسه  3.
  191  ..............................................................................................................  مُحدد مصفوفة مربعّة  4.
  192  ................................................................................................................ حساب المُحددات  5.
  199  .........................................................................................................  جُمل المعادلات الخطيّة  6.

  206  ........................................................................................................................................  اتـتمرين

  عشرالحادي الفصل 

  اختزال التطبيقات الخطيّة
  261  .............................................................................................................................  عموميّات   1.
  267  ...................................................................  التطبيقات الخطيّة القابلة للتمثيل بمصفوفات قطريةّ  2.
  270  ....................................................................التطبيقات الخطيّة القابلة للتمثيل بمصفوفات مثلّثية  3.
  272  ......................................................................................... كثيرات الحدود والتطبيقات الخطيّة  4.
  276  ................................................................................................................................تطبيقات  5.

  283  ........................................................................................................................................  اتـتمرين
  



  عشر  انيالثالفصل 

  الفضاءات الشعاعيّة المزودة بجداء سلّمي
  327  .....................................................................................................................  الجداء السلّمي   1.
  336  .........................................................................................  التعامد في فضاءات الجداء السلّمي  2.
  343  .......................................................................................................................  الإسقاط القائم  3.
  351  .............................................................................الأشكال الخطيّة والتطبيقات الخطيّة المُرافقة  4.
  357  .....................................................................................................  التطبيقات الخطيّة المتعامدة  5.
  364  ...........................................................................................اختزال التطبيقات الخطيّة المتناظرة  6.

  370  .........................................................................................................................................  اتـتمرين
  
  

  481  ..............................................................................................................  دليل مفردات الجزء الثاني 
  

  485  ..............................................................................................................  مسرد المصطلحات العلميّة
  493  ................................................................................................................................  مراجع الكتاب

  



  

  

  

مة
ّ
  مقد

  

، مروراً الإغريقلم يتغيرّ تعريف الرياضيات من حيث جها الاستنتاجيّ منذ أيام قدماء   
يم بالرياضيين العرب الكبار، وحتى أيامنا هذه، إذ تقوم الرياضيات ببناء نظريات بدءاً من مفاه

أساسية معتمدة على المحاكمة المنطقية فقط. لقد كانت تتباين درجة وضوح وجلاء هذا المسعى 
باختلاف الأشخاص والأزمنة إلاّ أا لم تتغير في طبيعتها. أمّا الموضوع الذي تقوم حوله أو تبنى عليه 

اكمة المنطقية أسلوباً يكفي أن يتقبل هذا الموضوع المح إذْ  ،كمة الرياضية فهو بحد ذاته كيفيّ المحا 
حتى يولد فصل جديد في  -أو من يعمل هذا الأخير لحسابه-أن يثير اهتمام الرياضيّ للمعالجة و 
  الرياضيات.

ات المتزايد في العلوم الأخرى، نظراً إلى سعي هذه الرياضيّ  عمالتبررّ النقطة السابقة است  
كمة. هذا ولقد أصبح تصور العديد من الأخيرة وراء الدقة، و وراء بناء نظريات على أسس محُ 

  الاتجاهات العلميّة خارج بيئتها الرياضيّة الطبيعية أمراً صعباً جداً بل مستحيلاً في عصرنا الراهن.

، وليطلعه في هذا العلم المعارف الأساسية قارئ بعضليقدّم للالجبر هذا لقد بنينا كتاب 
ودون إجحاف بحق  ،، وذلك دون إسراف في التعمّقعلى المفاهيم الجبرية اللازمة لدراسته اللاحقة

المادة المقدّمة. ومن ناحية أخرى، زوّدنا الكتاب بالعديد من التمارين التي نرى حلّ الطالب لها أمراً لا 
، كما عرضنا مقترحات حلولٍ لهذه التمارين لعلّ الطالب يجد في غنى عنه لضمان استيعابه للمادة

  ذلك فائدة.



لتقديم المفاهيم الأساسية في الجبر  خصّصنا الأوّل، و إلى جزأين ذا الكتابهقسمنا لقد و   
معتمدين في اختيار المادّة المقدمة على حاجات الطالب  ،الجبر الخطّيجعلنا الثاني يهتمّ بو  ،ارّد

ة المتوقعّة، فهو سيحتاج إلى بعض طرائق العدّ في دراسته تعقيد الخوارزميات، وسيحتاج إلى بنى جبري
  مثل كثيرات الحدود على حقول منتهية في دراسته لنظرية المعلومات. مهمّة

  : الجزء الأوّللنأتِ الآن إلى وصف فصول   

يحتوي الفصل الأول على تذكرة بالتعاريف والرموز الأساسيّة في لغة المنطق  �
  واموعات وقوانين التشكيل، إضافة إلى بعض طرائق العدّ المعروفة. 

بنية جبريةّ أساسيّة إضافة إلى بوصفها الأعداد العقديةّ دراسة  فصل الثانيال يتضمّنو  �
  . بعد تطبيقاا في الهندسة المستويةّ

على دراسة البنى الجبرية الأساسية، كالزمر والحلقات، ومجموعة  ويحتوي الفصل الثالث �
  مثال مهم. وهي الأعداد الصحيحة 

لى حقل تبديلي وهو بنية أساسية جبر كثيرات الحدود عالرابع الفصل  يدرسو  �
  مُستهدفة في هذا الكتاب. 

مقدّمة إلى دراسة الحقول إذ يدرس طرائق بناء الحقول،  د عَ في ـُالخامس أمّا الفصل   �
يجري  إذْ حقل الكسور العاديةّ بمتحول واحد، وكذلك الحقول المنتهية، كعليها   ةمثلأو 

nالمنتهية  إثبات وجود الحقول
pF .ووحدانيتها  

في الختام، أشكر جزيل الشكر كل الزملاء والأصدقاء الذين ساهموا في جعل هذا الكتاب 
  .هذا الكتابعلى يرى النور. وأشكر كذلك الزملاء والقراّء على أي انتقاد بناّء أو ملاحظة 

  

  عمران قوبـا   2008 الثانيكانون 

  مقدمة الطبعة الثانية
  في هذه الطبعة الثانية، جرى تنقيح العديد من الأخطاء المطبعية التي ظهرت في الطبعة الأولى.

  
  عمران قوبـا   2017 تموز
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  المجموعات والعلاقات وقوانين التشكيل

  مبادئ المنطق 1.

متحولات، ولا  إا نصٌ غير محتوٍ على قولاللا يمكن تعريفه، ونكتفي ب أولي  مفهومٌ  القضية
): صحيحة  تأخذ إلا واحدة من قيمتين منطقيتين )T  أو خاطئة( )F.  

تعريف في ، جداول الحقيقةالجداول التالية، التي نسميها  فيدقضيتين. ت Bو A لتكن
A، وA» نفي« وتقُرأ ¬Aهي  ،Bو Aالقضيّتين  خمس قضايا جديدة انطلاقاً من B∧ 

A، وB»و A« وتقُرأ B∨  وتقُرأ»A وأ«B ،وA B⇒  وتقُرأ»A يقتضي «B ،
Aوأخيراً  B⇔  وهي تقُرأ»A  ًيكافئ منطقيا «B.  

A A

T F

F T

¬

 و  

A B A B A B A B A B

T T T T T T

T F F T F F

F T F T T F

F F F F T T

∧ ∨ ⇒ ⇔

  

)تعميم ما سبق لبناء قضايا جديدة  يمكن , , , )P A B C ، وذلك قضايا مركّبةتسمى  …
) لقضيّةتحديد القيمة المنطقية ل يمكن .…و Cو Bو Aقضايا الانطلاقاً من  , , , )P A B C … 

. فإذا …و Cو Bو Aجداول الحقيقة وذلك بمجرّد معرفتنا للقيم المنطقية لكل من  عمالباست
)قت جداول الحقيقة لقضيتين تطاب , , , )P A B C )و … , , , )Q A B C …  ّما متكافئتان قلنا إ

  تبناكو 
( , , , ) ( , , , )P A B C Q A B C≡… …  

 الفصل الأول

  www.hiast.edu.sy  علوم التطبيقية والتكنولوجياالمعهد العالي لل
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قة مهما كانت القيم المنطقية والمحقّ  ،التكافؤات التاليةصحة  من وثقنترك للقارئ مهمة الت
,للقضايا  , ,C B A….  

(1) ( ); ;

(2) ;

(3) ( ) ( ); ( ) ( )

(4) ( ) ; ( ) ( )

(5) ( ) ( ) ( ); ( ) ( ) ( )

A A A A A A A A

A B B A A B B A

A B C A B C A B C A B C

A B A B A B A B B A

A B A B A B A B

≡ ¬ ¬ ≡ ∨ ≡ ∧

∧ ≡ ∧ ∨ ≡ ∨

∧ ∧ ≡ ∧ ∧ ∨ ∨ ≡ ∨ ∨

⇒ ≡ ¬ ∨ ⇔ ≡ ⇒ ∧ ⇒

¬ ∨ ≡ ¬ ∧ ¬ ¬ ∧ ≡ ¬ ∨ ¬

  

  وهنالك تكافؤان مهمّان جداً من الناحية العملية هما 

( ) ( )A B A B¬ ⇒ ≡ ∧ )و   ¬ ) ( )A B B A⇒ ≡ ¬ ⇒ ¬  
ة التي تكون بايا المركّ . وتوجد بعض القضضبنقض الفرْ الإثبات إذ يعتبر الأخير أساس ما نسميه 

  قيم المنطقية للقضايا التي تدخل في بنائها مثلالنظر عن ال قطعصحيحة ب

( )A A∨ )   و   ¬ ( ))A A¬ ∧ ¬   

)]  و ) ( )] ( )A B B C A C⇒ ∧ ⇒ ⇒ ⇒  

نرمز إليها  »هو عدد صحيح فردي x«مثل  ،قضيةً  xحقيقي عددٍ  بكل  نقرنأن  يمكن
)بالرمز  )A x فتكون .( 3)A )قضية صحيحة وتكون  − )A π نسمّي  ،قضية خاطئة. وبوجهٍ عام

)كل نصٍ   قضية مفتوحة , , )A x y , متحولات يحتوي على … ,y x… نحصل على قضية  على أن
,بالمتحولات  E عند استبدال قيم من مرجع ما ,y x….  

)لتكن  )A x قضية مفتوحة تابعة لمتحول x  يأخذ قيمه من المرجعE نقرن. يمكننا أن 
)بالقضية  )A x  الآتيتينالقضيتين:  

, القضيّة � ( )x A x∀، وتقُرأ ( )»A x  صحيحة عند كل قيمة للمتحولx  يأخذها من
  .E»المرجع 

, القضيّة � ( )x A x∃ ، توجد على الأقل قيمة للمتحول«وتقُرأ x  يأخذها من المرجع
E تكون عندها ( )A x صحيحة«.  



 مبادئ المنطق 3

  

ملاحظة  لمهمّ على التوالي، ومن ا الوجودكمي مُ  كمي الشمول ومُ  ∃و  ∀يسمّى الرمزان   
, من القضيتين أنّ كلاًّ  ( )x A x∀  و, ( )x A x∃  غير محتوية على المتحولxفيسمّى الرمز ، x 

  :المفيدةلنذكر أخيراً بعض التكافؤات . بكممتحولاً أ في هذه الحالة

( , ( )) , ( )

( , ( )) , ( )

x A x x A x

x A x x A x

¬ ∃ ≡ ∀ ¬

¬ ∀ ≡ ∃ ¬
  

  كثيراً التكافؤ   عملوبوجه خاص نست
[ ( ( ) ( ))] ( ( ) ( ( ))x P x Q x x P x Q x¬ ∀ ⇒ ≡ ∃ ∧ ¬  

  خطأ اقتضاءٍ بتقديم مثال معاكس.نثبتُ  إذ
!في بعض الأحيان القضية  عملكما نست , ( )x A x∃  وقيمة  ،توجد قيمة«التي تقُرأ

) عندها القضيّةتكون  Eيأخذها من المرجع  xللمتحول  ،وحيدة )A x صحيحة«.  
  .على الأفكار السابقة اً تطبيقبوصفه لننظر في المثال التالي 

   قصّة من جزيرة المنطق .مثال 1-1.

وهم  »الحق-آل«سكنها قبيلتان متحابتّان : قبيلة تجزيرة المنطق جزيرة واقعة في أحد بحار الأرض. 
  وهم كاذبون في كل ما يدّعون. »الباطل-آل«لا يقولون إلاّ الحقيقة، وقبيلة 

واحدٌ مناّ على الأقل ”:Aوهما اثنان من سكّان الجزيرة فقال  Bو Aفي يومٍ من الأيام التقى  �
  ؟Bو A. فإلى أيّ القبيلتين ينتمي كلٌ من “»الباطل-آل« ينتمي إلى قبيلة

يقول لزميله  Cيتناقشان بعنف. وسمُِع  Dو Cوفي يومٍ آخر راح اثنان من سكّان الجزيرة هما   �
. “»الحق-آل« من قبيلة أنت ، أو أن تكون»الباطل-آل«ة إمّا أن أكون من قبيل”:واثقاً 

  ؟Dو Cفإلى أيّ القبيلتين ينتمي كلٌ من 
  قائلَِين: Hو Eد كلٌ منفأكّ  Gو Hو Eالتقى ثلاثة من سكان جزيرة المنطق، هم  �

: E ” الباطل-آل«اً ننتمي إلى قبيلة نحن جميع«“.  
: H ”  الحق-آل«واحدٌ وواحدٌ فقط من بيننا ينتمي إلى قبيلة«“. 

   من  فإلى أي القبيلتين ينتمي كلE وH وG؟  
  ننصح القارئ أن يفكر قليلاً في الإجابة عن الأسئلة السابقة قبل متابعة القراءة.���� 
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لا علاقة لها بالرياضيّات، وهذا حال العديد من المسائل التي  اتَظْهرُ الأحجيات السابقة كأ
ائل هي الانتقال إلى  نبدأ فيها معالجة مثل هذه المسساهم الرياضياّت في حلّها. الخطوة الأولى التيت

الأدوات الرياضيّة في الحل،  فيد منصياغة جديدة  مُكافِئة وتقع ضمن إطار الرياضيات، ثمُ نست
  وأخيراً نترجم النتائج التي حصلنا عليها إلى لغة المسألة التي انطلقنا منها.

] الرمز كتبأحد سكّان الجزيرة فإننا ن X : إذا كانتيلنبدأ إذن بإدخال الرمز الآ   ]X 
] فتكون القضيّة المفتوحة »الحق-ينتمي إلى قبيلة آلX« للدلالة على القضية ]X  صحيحة أي

، إذا F، وتكون خاطئة، أي قيمتها المنطقيّة الحق-آلإلى قبيلة  X، إذا انتمىTقيمتها المنطقيّة 
استنتجنا أنهّ إمّا أن تكون القضيتّان  Pصحّة قضيّة  Xا ادّعى فإذ الباطل.-إلى قبيلة آل Xانتمى
[ ]X  وP  ومن ثمَّ فالقضيّة معاً  خاطئتينمعاً أو صحيحتين.[ ]( )P X⇔ لنظر صحيحة بقطع ا

  .Xعن انتماء 

  â  1بأن القيمة المنطقيّة للقضيّة  � ويمكن التعبير عن المقولة الواردة فيP التالية هيT:  

[ ] [ ] [ ]( )( )1P A A B≡ ⇔ ¬ ∨ ¬  
  لهذه القضيّة نجدوبكتابة جدول الحقيقة 

[ ] [ ] [ ] [ ] 1

F

A B A B P

T T F

T F T

F T F

F F

T

T

T

F

¬ ∨ ¬

  

  فنستنتج أنّ 

[ ] [ ]1P A B≡ ∧ ¬  

] وعليه تكون القضيّة ]A  القضيّةصحيحة و [ ]B ة. ونعود إلى لغة المسألة فنستنتج من ذلك خاطئ
  : أنّ 

A و ،الحق-تمي إلى قبيلة آلينB الباطل-ينتمي إلى قبيلة آل  
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  â  2بأن القيمة المنطقيّة للقضيّة  � التعبير عن المقولة الواردة في وكذلك يمكنP التالية هي 
T:  

[ ] [ ] [ ]( )( )2P C C D≡ ⇔ ¬ ∨  

  نجد أنّ  جدول الحقيقة، كما في الحالة السابقة، ستعمالوبا
[ ] [ ] [ ] [ ] 2C D C B P

T T T

T F F

F T

F

F

T

F

T

F F T

¬ ∨

  

  ومن ثمَّ 
[ ] [ ]2P C D≡ ∧  

]أي إن  ]C و[ ]D  ّصحيحتان. ونعود إلى لغة المسألة فنستنتج من ذلك أن:  

D وC الحق-ينتميان إلى قبيلة آل  

  â  3ة للقضيتّين بأن القيمة المنطقيّ  � وأخيراً يمكننا التعبير عن المقولة الواردة فيP 4وP 
  :Tهي التاليتين 

[ ]( )

[ ]( )

3

4

P E P

P H Q

≡ ⇔

≡ ⇔
  

  وقد عرّفنا
[ ] [ ] [ ]( )P E H G= ¬ ∨ ∨  

  هي القضيّة  Qو

[ ] [ ] [ ]( ) [ ] [ ] [ ]( ) [ ] [ ] [ ]( )E H G E H G E H G∧¬ ∧¬ ∨ ¬ ∧ ∧¬ ∨ ¬ ∧¬ ∧  

3علينا إيجاد القيمة المنطقيّة للقضيّة  4P P∧  وتبيان متى تكون مساويةT لذلك سنستفيد من .
  جداول الحقيقة فنكتب ما يلي :

  



 6  وقوانين التشكيل المجموعات والعلاقات

  

  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

3 4

3 4

P P

E H G P Q E P H Q P P

T T T F F F F

T T F F F F F

T F T F T F F

T F F F F F T

F T T F F T F

F

F

F

F

F

F T F F T T T

F F T F T T F

F F F T FT

F

F F

T

⇔ ⇔ ∧��������� ���������

  

3 لقضيّةومن ثمَّ فإن كوْن القيمة المنطقيّة ل 4P P∧  هيT  يعني أنّ القضيتين[ ]E و[ ]G 
]القضيّة أنّ خاطئتان و  ]H  ّصحيحة. ونعود إلى لغة المسألة فنستنتج من ذلك أن  

E وG الباطل، وأنّ -ينتميان إلى قبيلة آلH الحق-ة آلينتمي إلى قبيل  

   قبيلة انتماءه إلى Eناقض قول : يأتيكان بالإمكان مناقشة الأحجية الأخيرة كما ي  
ينتمي  Gو Hالباطل. وينتج من ذلك أنّ واحداً على الأقل من بين -الحق، فلا بدّ أنه من آل-آل 

الحق، -لا بدّ أنهّ من قبيلة آلو الباطل، - ه إلى قبيلة آلءانتما Hيناقض قول فالحق، - قبيلة آلإلى
  الباطل.-آل ينتمي إلى قبيلة  Gوأنّ 

  المجموعات والتطبيقات 2.

في نظرية اموعات وبالرموز المتعارفة، معتمدين في ذلك  لنذكر ببعض المفاهيم الأساسية
 عناصرَ مفهوم أولي يدركه القارئ ولا يحتاج إلى تعريف، ونسمّي  فالمجموعةوجهة النظر الحسّية. 

aمجموعة، عنى الرمز  Aالأشياء التي تتألف منها هذه اموعة. فإذا كانت  ◌َ مجموعة A∈  ّأن
aالرمز عمل، ونستAإلى  ينتمي aالعنصر A∉ للدلالة على عدم انتماء العنصرa  إلىA أي .

( )a A a A∉ ⇔ ¬ تي لا تحتوي على عناصر، فنرمز إليها ، أي الالمجموعة الخالية. أمّا ∋
  .∅بالرمز 
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( الرمز عملمجموعتين، فإننا نست Bو  Aإذا كانت  A B⊃ أو(B A⊂  للدلالة
 Aفي  محتواة B ، ونقول في هذه الحالة إنّ Aينتمي أيضاً إلى  Bعلى أنّ كل عنصر ينتمي إلى 

A. ونقول إنّ Aمن  مجموعة جزئية B أو إنّ  B=  إذا وفقط إذا كان( )B A⊂ 
)و )A B⊂ وأخيراً إذا كانت .Ω  مجموعة فإننا نرمز بالرمز( )P Ω  إلى مجموعة أجزائها أي  

( ( )) ( )A P A∈ Ω ⇔ ⊂ Ω  

عنصراً وحيداً  Aمن  aبكل عنصر  نقرنمجموعتين، واستطعنا أن  Bو Aإذا كانت 
( )f a  ينتمي إلىB،  ،ًتطبيقاً إننا قد عرّفنا  قلناوذلك وفق قاعدة محدّدة تماما f منطلقه A 

  ونكتب ،B مستقرهو 
: , ( )f A B a f a→ ֏.  

) الصورة المباشرةونعرّف  )f X  موعةA X⊃ :على الوجه الآتي  

{ }( ) : , ( )f X b B a X b f a= ∈ ∃ ∈ =  

)1 الصورة العكسية ونعرّف )f Y−  موعةB Y⊃ صيغة الآتية:بال  

{ }1( ) : ( )f Y a A f a Y− = ∈ ∈  
: يكون التطبيق , ( )f A B a f a→    إذا وفقط إذا بايناً مت ֏

( ) ( )( ) ( )1 2 1 2 1 2, ,x A x A f x f x x x∀ ∈ ∀ ∈ = ⇒ = 

)إذا وفقط إذا كان  غامراً ويكون  )f A B= إذا كان متبايناً وغامراً في آن  تقابلاً  يكونأخيراً ، و
1fالذي نرمز إليه بالرمز  التقابل العكسي معاً، وفي هذه الحالة يمكننا أنّ نعرّف −.  

f: إذا كان A B→ و:g B C→ تركيب التطبيقين تطبيقين فإننا نعرّف ناتج f 
  أنهّ التطبيقب gثمُّ 

: , ( ( ))g f A C x g f x→� ֏ 

gونقرأ  f�  ل بالقو»g يلي «f.  إنّ ناتج تركيب تطبيقات متباينة تطبيقٌ متباين، وناتج تركيب
  تطبيقات غامرة تطبيقٌ غامر.

وقاعدة  X ومستقره Aمجموعتين، فإننا نسمّي كل تطبيق منطلقه  Xو Aإذا كانت 
aaربطه  x֏، جماعة من عناصر X مجموعة أدلتّها A،  ونكتب( )a a Ax ∈.  
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)مجموعة ولتكن  Ωى اموعات. لتكن لنذكّر الآن بالعمليات الأساسية عل )P Ω  مجموعة
)جماعة  نتأمّلأجزائها. ول )a a AX )من عناصر  ∋ )P Ω  مجموعة أدلتّهاAاجتماع ، نسمّي 

)الجماعة )a a AX aونكتب  ،∋
a A

X
∈
التي ينتمي كل منها إلى واحدة على  Ωمجموعة عناصر  ∪

  . أيaXالأقل من اموعات 
,a b

a A
x X b A x X

∈
∈ ⇔ ∃ ∈ ∈∪  

aهذه الجماعة ونكتب  تقاطع ونسمّي
a A

X
∈
التي ينتمي كل منها إلى جميع  Ω مجموعة عناصر ∩

  . أيaXاموعات 
,a b

a A
x X b A x X

∈
∈ ⇔ ∀ ∈ ∈∩  

a ونكتب ،لهذه الجماعة الجداء الديكارتي ونسمّي
a A

X
∈
) مجموعة الجماعات ،∏ )a a Ax من  ∋

,، والتي تحقق الشرط Aالتي مجموعة أدلتّها  Ωعناصر  b bb A x X∀ ∈ ∈.   

}إذا كانت  }1,2, ,A n= ) فإننا نعبرّ عن اجتماع الجماعة … )a a AX أو تقاطعها أو  ∋
  ائها الديكارتي بالرموز المكافئةجد

1 2
1

1 2
1

1 2
1

,

,

n

k n
k

n

k n
k

n

k n
k

X X X X

X X X X

X X X X

=

=

=

= ∪ ∪ ∪

= ∩ ∩ ∩

∏ = × × ×

∪ ⋯

∩ ⋯

⋯

  

1ولقد جرت العادة أنّ نكتب  2( , , , )nx x x…  عوضاً عن{ }1,2, ,( )k k nx ∈ … .  

Aإذا وفقط إذا كان  منفصلتان Bو A موعتينا إنّ نقول  B∩ =  إنّ . ونقول ∅
) ماعةالج )a a AX )من عناصر  ∋ )P Ω  مجموعة أدلتّهاالتي A ،إذا وفقط إذا  منفصلة مثنى مثنى

 كان 

1 21 2 1 2( , ) , a aa a A A a a X X∀ ∈ × ≠ ⇒ ∩ = ∅  
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)ماعة الج إنّ نقول أخيراً و  )a a AX )من عناصر  ∋ )P Ω لمجموعةل تجزئة تؤلّف Ω  إذا
  وفقط إذا كان

1 21 2 1 2

, ;

( , ) , ;

.

a

a a

a
a A

a A X

a a A A a a X X

X
∈

∀ ∈ ≠ ∅

∀ ∈ × ≠ ⇒ ∩ = ∅

Ω = ∪

�

�

�

  

A\الرمز  عملمجموعتين، فإننا نست Bو Aإذا كانت  B ونقرؤه »A فرق «B  دلالة
A الرمز عمل. ونستB ولا تنتمي إلى Aعلى مجموعة العناصر التي تنتمي إلى  B∆ الذي نسميه 

A\دلالة على اجتماع اموعتين  Bو A لمجموعتينل التناظريالفرق  B و\B A.   

f:مجموعتين غير خاليتين، وليكن التطبيق  Bو Aلتكن  .مثال 1-2. A B→ ّنفترض أنه .
g:يوجد تطبيق  B A→ قيحُق   

Bf g I=�   وAg f I=�  
تقابلٌ وأنّ  f نثبت أنّ التطبيقسعلى التوالي.  Bو Aبيقان المطابقان في هما التط BIو AIحيث 

1f g− =.  

  . عندئذ Aعنصرين من  2xو 1xمتباينٌ. ليكن  f لنثبت أوّلاً أنّ التطبيق

1 2 1 1 2 2

1 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ( )) ( )

( ) ( )A A

f x f x g f x g f x g f x g f x

I x I x x x

= ⇒ = = =

⇒ = ⇒ =

� �
  

) عنصرٌ  دْ يوج Bمن  yغامرٌ. لأنهّ أياً كان  f ومن جهة أخرى، إنّ التطبيق )x g y=  منA 
  يحُقّق

( ) ( ( )) ( ) ( )Bf x f g y f g y I y y= = = =�  
1fتقابلٌ. ليكن  fنستنتج إذن أنّ التطبيق    تقابله العكسيّ. عندئذ −

1 1 1 1( ) ( )B Af f I f f g f f g I g g− − − −= = = = =� � � � � �  
  الإثبات. وبذلك يكتمل

  



 10  وقوانين التشكيل المجموعات والعلاقات

  

  مجموعة جزئية منها. نعرّف التطبيق Γمجموعةً غير خالية، ولتكن  Ωلتكن  ،على ذلك اً تطبيق
( ) ( ) ( ) ( )( ): \ , , \P P P X X XΨ Ω → Γ × Ω Γ ∩ Γ ∩ Ω Γ֏  

  وكذلك نعرف التطبيق
( ) ( ): ( \ ) , ( , )P P P A B A BΦ Γ × Ω Γ → Ω ∪֏  

  ينعندئذ نتحقق بسهولة صحةَ المساوات
  ( )PI ΩΦ Ψ )و    �= ) ( \ )P PI Γ × Ω ΓΨ Φ =�  

  تقابلان، وأنّ أياًّ منهما هو التقابل العكسيّ للآخر. Ψو Φوهذا يثُبتُ أنّ 

  العلاقات الثنائية  3.

) الزوج E على اموعةعلاقة ثنائية  مجموعة. نسمي Eلتكن  , )E= ΓR  حيثΓ 
Eمجموعة جزئية من الجداء الديكارتي  E×  نسميها بيان العلاقةR . عنصرين  إنّ ونقولx وy 

xونكتب Rمرتبطان وفق العلاقة  E من yR  إذا وفقط إذا كان( , )x y ∈ Γ .  
  إا R. نقول عن Eعلاقة ثنائية على اموعة  Rلتكن 

x,  إذا وفقط إذا انعكاسية � E x x∀ ∈ R.  
) إذا وفقط إذا  تناظرية � , ) ,x y E E x y y x∀ ∈ × ⇒R R.  

) إذا وفقط إذا   تخالفية � , ) , ( ) ( )x y E E x y y x y x∀ ∈ × ∧ ⇒ =R R.  

 إذا وفقط إذا   متعدّية �
3( , , ) , ( ) ( )x y z E x y y z x z∀ ∈ ∧ ⇒R R R.  

  علاقات التكافؤ 1-3.
كانت   إذا وفقط إذاتكافؤ  علاقة R إنّ . نقول Eعلاقة ثنائية على اموعة  Rلتكن   

modx عكاسية وتناظرية ومتعدّية، في هذه الحالة نكتبان y= Rعوضاً عن ، y xR ونقرأ ، 
»x يساويy بالقياس«R . إذا كان وx راً من عنصE موعةفإننا نسمّي ا   

{ }[ ] :x y E y x= ∈ R  
  . xالعنصر صف تكافؤ

 ونرمز إليها بالرمز R بالقياس E مجموعة خارج قسمةونسمّي مجموعة صفوف التكافؤ 
/E R . لاً عن هذا الصف. وأخيراً نسمّي التطبيقكما نسمّي أي عنصر من صف تكافؤ ممث

: / , [ ]Q E E x x→ R   .الغمر القانوني ֏
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. تكونُ مجموعةُ صفوف التكافؤ بالقياس Eعلاقة تكافؤ على اموعة  Rلتكن  .مبرهنة1-1-3.
R  تجزئة للمجموعةE تجزئة للمجموعة ،العكسب. و تعرّف كل E  علاقة تكافؤ صفوفها

  هي عناصر التجزئة نفسها.
  الإثبات 

]كان   لـمّا - ]x x∈ ّفإن صفوف التكافؤ ليست خالية، ثمُ إن ،  

{ } [ ]
x E x E

E x x E
∈ ∈

= ⊂ ⊂∪ ∪  

]ينتمي إلى  yومن ناحية أخرى إذا وُجد  ] [ ]x z∩  كان  

modx y= R و modz y= R  

modxومن ثمَّ  z= Rومنه ،  
[ ] mod mod [ ]

x y
u x u x u z u z∈ ⇔ = ⇔ = ℜ ⇔ ∈

R

R.  

]إذن  ] [ ]x z=ن تجزئة للمجموعة. فصفوف التكافؤ منفصلة مثى مثنى، وتكو E.  

)إذا كانت  - )a a AX كما   Eعلى  Rنا نعرّف العلاقة الثنائية ، فإنE لمجموعةتجزئة ل ∋
  يلي:

, ( ) ( )a ax y a A x X y X⇔ ∃ ∈ ∈ ∧ ∈R  

  رطمحققة للش Eعلاقة تكافؤ على اموعة  Rونترك للقارئ مهمة التوثق من كوْن العلاقة 
{ }/ :aE X a A= ∈R  

  	  وهي النتيجة المرجوّة.

  علاقات الترتيب 2-3.

إذا وفقط إذا كانت  ترتيب علاقة R إنّ . نقول Eعلاقة ثنائية على اموعة  Rلتكن   
)إنّ إلى علاقة ترتيب، ونقول  ≥عكاسية وتخالفية ومتعدّية، ونرمز عادة بالرمز ان ),E مجموعة  ≥

xنة إذا وفقط إذا كان قابلين  للمقار  Eمن  yو xيكون عنصران . مرتبّة y≤ أوy x≤ .
) إنّ ونقول  ),E   إذا كانت جميع عناصرها قابلة للمقارنة مثنى مثنى. مرتبة كلياًّ  ≥
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)لتكن  ),E   .Eمجموعة جزئية غير خالية من  Aمجموعة مرتبّة، ولتكن  ≥

 إذا وفقط إذا Aعلى  راجح عنصر Eمن  Xنقول إنّ  �

,a A a X∀ ∈ ≤  

 إذا وفقط إذا Aعن  قاصر عنصر Eمن  xنقول إنّ  �

,a A x a∀ ∈ ≤  

  إذا وفقط إذا Aفي  أكبر عنصر هو Eمن  Mنقول إنّ  �

( , ) ( )a A a M M A∀ ∈ ≤ ∧ ∈  

)نرمز إلى هذا العنصر إن وُجِدَ بالرمز و  )max A.  

  إذا وفقط إذا Aفي  أصغر عنصر هو Eمن  mنقول إنّ  �

( , ) ( )a A m a m A∀ ∈ ≤ ∧ ∈  

)بالرمز ونرمز إلى هذا العنصر إن وُجِدَ  )min A.  

أصغر  Sإذا وفقط إذا كان  A لمجموعة الجزئيّةل الحد الأعلى هو Eمن  S نقول إنّ  �
). ونرمز إلى هذا العنصر إن وُجِدَ بالرمز Aالعناصر الراجحة على  )sup A.  

أكبر  Iإذا وفقط إذا كان  A لمجموعة الجزئيّةل الحد الأدنى هو Eمن  Iنقول إنّ  �
). ونرمز إلى هذا العنصر إن وُجِدَ بالرمز Aعناصر القاصرة عن ال )inf A.  

  إذا وفقط إذا Aفي  عنصر أعظمي Aمن  αنقول إنّ   �

,b A b b∀ ∈ α ≤ ⇒ α =  

   إذا وفقط إذا Aفي  عنصر أصغري Aمن  βنقول إنّ  �

,b A b b∀ ∈ ≤ β ⇒ β =  
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)لتكن  ),E )و ≻ ),F f:بيق مجموعتين مرتبّتين، وليكن التط  ≥ E F→.  
  إذا وفقط إذا متزايد fنقول إنّ  �

( , ) , ( ) ( )x y E E x y f x f y∀ ∈ × ⇒ ≤≺  

  إذا وفقط إذا متناقص fنقول إنّ  �
( , ) , ( ) ( )x y E E x y f y f x∀ ∈ × ⇒ ≤≺  

  ذا وفقط إذاإ متزايد تماماً  f نقول إنّ  �
( , ) , ( ) ( ) ( ) ( )x y E E x y x y f x f y∀ ∈ × ∧ ≠ ⇒ <≺  

  إذا وفقط إذا متناقص تماماً  fنقول إنّ  �
( , ) , ( ) ( ) ( ) ( )x y E E x y x y f y f x∀ ∈ × ∧ ≠ ⇒ <≺  

  إذا كان متزايداً أو متناقصاً. مطرّدٌ  fنقول إنّ  �
aرمزنا، كما جرت العادة،  حيث b<  للدلالة على( ) ( )a b a b≤ ∧ ≠.  

2Eلتكن  .مثال1-2-3. = = ×ℝ ℝ ℝ، وℝ  هي مجموعة الأعداد الحقيقيّة. ولنعرّف على
E :العلاقة الثنائيّة  

1 1 2 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( ) ( )x y x y x x y y⇔ ≤ ∧ ≤≺  
)لقارئ يتحقق كوْنَ انترك  ),E   مجموعة مرتبّة.  ≻

  : وإذا تأمّلنا اموعة الجزئيّة التالية
{ }2 2( , ) : 1A x y E x y= ∈ + ≤  

  وجدنا أنّ عناصرَ اموعة:
{ }2 2( , ) : ( 1) ( 0) ( 0)A x y E x y x y= ∈ + = ∧ ≥ ∧ ≥ɶ  

)، وأنّ Aهي العناصر الأعظميّة في  )sup 1,1A   .Aوهو لا ينتمي إلى اموعة  =

  أمّا إذا تأمّلنا اموعة الجزئيّة
{ }2 2( , ) : 1B x y E x y= ∈ + <  

)فلا نجد فيها عناصر أعظميّة، مع أنّ  )sup 1,1B =.  
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  المجموعات المنتهية 4.

  ℕ مجموعة الأعداد الطبيعية  1-4.

أنه  موضوعةً أساسيةً  ة. نعتبريوط العريضة لبناء الأعداد الطبيعسنكتفي بإعطاء فكرة عن الخط  
  : تحقق الخواص التالية ℕتوجد مجموعة مرتبة وغير خالية وحيدة 

1−N  في كل مجموعة جزئية غير خالية منℕ .أصغر عنصر  
2−N  موعة جزئية غير خالية من َإذا وُجِدℕ .عنصر راجح عليها ففيها أكبر عنصر  
3−N موعة ليس فيا ℕ .أكبر عنصر  

نقصد بالوحدانية أنهّ إذا وُجِدَت مجموعة أخرى تحقق الخواص السابقة فيوجد تقابل متزايد   �
  .ℕوحيد بين تلك اموعة واموعة 

في كل مجموعة جزئية مؤلفّة من عنصرين محتواة في أصغر عنصر  1Nنجد بناءً على الخاصة  �
ℕ موعةنستنتج من ذلك أنّ ا .ℕ  إلى علاقة  ≥مرتبة كلياً. سنرمز فيما يلي بالرمز

x، وسنكتب ℕالترتيب على  y<  ّدلالة على أن( ) ( )x y x y≤ ∧ ≠.  

}اموعة كانت   ℕعنصراً من  aذا كان إ � }:n a n∈ <ℕ  غير خالية استناداً إلى
3N1 ر،  بناءً على، فهي تحتوي على أصغر عنصN 1، نرمز إليه عادة بالرمزa + .

1aنلاحظ أنّ  a< }وأن اموعة + }: 1n a n a∈ < < +ℕ  خالية. نسمّي
1a  ℕ . جرت العادةُ أن نرمز إلى أصغر عنصر من اموعةaلعنصر العنصر اللاحق ل +

, لعناصر، وإلى العناصر اللاحقة ل0 بالرمز 2,1, , الرموزب …0 على التوالي.  …3,2,1
  .ℕ{0}\دلالة على  ℕ∗الرمز  نستعملوأن 

}اموعة كانت  ℕ∗عنصراً من  a إذا كان  � }:n n a∈ <ℕ  ّا تحوي غير خالية لأ
، تحتوي على أكبر عنصر نرمز إليه عادة 2Nجح عليها فهي، بمقتضى را a ، والعنصر0

1aبالرمز 1a. نلاحظ أنّ a لعنصر، ونسمّيه  العنصر السابق ل− a− وأن اموعة  >
{ }: 1n a n a∈ − < <ℕ  .خالية 
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  نستنتج مما سبق أنّ التطبيقين
: , 1s a a∗→ +ℕ ℕ :  و   ֏ , 1p a a∗ → −ℕ ℕ ֏  

  تقابلان متزايدان، وكل منهما هو التطبيق العكسي للآخر. 

  . نفترض أنّ ℕمجموعة جزئية من  Aلتكن  .مبرهنة1-1-4.
( ) ( )0 , ( ) ( 1 )A n n A n A∈ ∧ ∀ ∈ ∈ ⇒ + ∈ℕ  

Aإذن  = ℕ.  
  الإثبات 
B\ اموعة لنفترض أنّ    A= ℕ  ليست مجموعة خالية، إذن لا بد أن فيها أصغر عنصر
bإذن  B لا ينتمي إلى 0. ولكن bوليكن  ∗∈ ℕليكن . ( )p b a= عندئذ 
1a b+ aيكون  b. وبناءً على  تعريف = B∉  أيa A∈ . واستناداً إلى الفرْض يجب أن

1b يكون a A= + bن ، وهذا يناقض كوْ ∋ B∈.  	  
  

)لتكن  .مبرهنة  2-1-4. )nP  موعة المرجعيةقضية مفتوحة على اℕ: ّنفترض أن .  
�  ( )0P .صحيحة  
�  , ( ) ( 1)n n n∀ ∈ ⇒ +P Pℕ.  

)عندئذ تكون  )nP  صحيحةً أياًّ كانn  منℕ.  

  الإثبات 

){ أنّ اموعةنرى بسهولة    )nP صحيحة{ :A n= ∈ ℕ  ق شروطَ المبرهنة تحُق
  	  .الخاصّة المطلوبةالسابقة. وهذا يثُبت 

)0 الشرطَ  �رط ويمكننا أن نستبدل بالش. الإثبات بالتدريج نسمّي هذه المبرهنة مبدأ )nP 
,0الشرطَ  �صحيحة، وبالشرط  ( ) ( 1)n n n n∀ ≥ ⇒ +P P ّفنثبت أن ،( )nP 

0nصحيحة أياًّ كان  n≤.  
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  المجموعات المنتهية، رئيس مجموعة 2-4.

} ، نرمز إلى اموعةℕعنصراً من  nكن يل   }: 1k k n∈ ≤ ≤ℕ  بالرمزnℕ .
0وبوجه خاص  = ∅ℕه ه إذا وُجِدَ تطبيق متباين منطلق. ونثبت بسهولة أنnℕ  ومستقرهmℕ  

n كان m≤ و منه إذا وُجِدَ تقابل بين ،nℕ وmℕ  كان n m= .  
وتقابل بين  n وُجِدَ عدد طبيعي إذا وفقط إذا منتهية إا Aنقول عن مجموعة غير خالية   
A وnℕرئيس المجموعة . بالطبع هذا العدد وحيد في حال وجوده ونسمّيه A  أو عدد عناصرها

)cardونرمز إليه بالرمز  )A،  ّونصطلح أنcard( ) 0∅ منتهية  A . أمّا إذا لم تكن اموعة=
 ّموعات المنتهية دون إثبات نظراً إلى سهولتها:. لانهائية افنقول إلنذكر الآن بعض خواص ا  


)cardو منتهيةً  E منتهيةٍ  من مجموعة Fمجموعة جزئية  كل   تكون  ) card( )E F≥.  

  منتهية. تقاطع جماعة من اموعات المنتهية مجموعةٌ  

f:مجموعة منتهية، وليكن  Eلتكن   E F→  .ًعندئذ تكون تطبيقا( )f E موعة مج

)cardو ،منتهية ) card( ( ))E f E≥التطبيق  . وتتحقق المساواة إذا وفقط إذا كانf 
  متبايناً.


f: مجموعة منتهية، وليكن Eلتكن   E F→ .ًعندئذ تكونتطبيقاً غامرا F نتهية م
)cardو ) card( )E F≥.  وتتحقق المساواة إذا وفقط إذا كانf .ًتقابلا  


f:ليكن   E F→ موعةتطبيقاً متبايناً. إذا كانت ا ( )f E  موعةمنتهية كانت اE 
)card كانمنتهية و  ) card( ( ))E f E=.  


f:ليكن   E F→  تطبيقاً بين مجموعتين منتهيتينE وF  ،لهما عدد العناصر نفسه
  تقابل. f، وغامر f، ومتباين f:الآتيةهناك تكافؤ بين الخواص 
  ، العمليتين mو nنعرّف، أياًّ كان العددان الطبيعيان 

{ } { }( )

( )

card ( 1 ) ( 0 )

card

n m

n m

n m

nm

+ = × ∪ ×

= ×

ℕ ℕ

ℕ ℕ
   

ة. ولن نطيل في بحث خواص هاتين فنحصل على قوانين التشكيل المعروفة في مجموعة الأعداد الطبيعي
  العمليتين التي نعتبرها معروفة للقارئ.
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  التحليل التوافقي  3-4.

ؤول العديد من المسائل في الرياضيات، وغيرها من العلوم إلى حساب عدد عناصر مجموعة ي
 Eإنّ للمجموعتين ي. نقول منتهية. سنذكر في هذه الفقرة بعض طرائق العدّ أو التحليل التوافق

تقابل بينهما. يمكننا بسهولة أن نثبت أنّ رئيس اجتماع  دَ جِ القدرة نفسها إذا وفقط إذا وُ  Fو
فإن مجموعتين منتهيتين ومنفصلتين لا يتغيرّ إذا استبدلنا بأحدهما مجموعةً لها القدرة نفسها. وكذلك 

رئيس الجداء الديكارتي موعتين منتهيتين لا يتغيرّ إذا استبدلنا بأحدهما مجموعةً لها القدرة نفسها. مما 
  : لنا وضع الخاصتين التاليتين تيحي

1( )D إذا كانتA وB  موعةنفصلممجموعتين منتهيتينتين كانت اA B∪ 
  مجموعة منتهية وكان

card( ) card( ) card( )A B A B∪ = +  
  

2( )D  إذا كانتAوB   كانمجموعتين منتهيتينA B× مجموعة منتهية وكان  

card( ) card( ) card( )A B A B× = ⋅  

  من اموعات. منتهٍ  ويمكن تعميم هاتين الخاصتين على عددٍ 

  أجزاء مجموعة منتهية 1-3-4.

)المجموعة  � )nP.  

) لنذكر أنّ  )P E  هي مجموعة أجزاءE نرمز بالرمز .( )nP  موعةإلى ا( )nP ℕ  تسهيلاً. فما
)هو عدد عناصر  )nP؟  

  من الواضح أنّ 
( )0 { }P = )و ∅ )1 { ,{1}}P = )و ∅ )2 { ,{1},{2},{1, 2}}P = ∅  

  ومن ثمَّ 
( )0card( ) 1P )و   = )1card( ) 2P )و   = )2card( ) 4P =  
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1لنأتِ إذن إلى الحالة العامّة، لتكن  n≤ ولنرمز بالرمز( )nA إلى مجموعة أجزاء nℕ تي ال
) ، وبالرمزn تحوي العنصر )nB إلى مجموعة أجزاء nℕ  َالتي لا تحوي العنصرn ّمن الواضح أن .

{ }( ) ( ),n nA B  تجزئة للمجموعة( )nP.  

)الملاحظة الأولى هي أنّ  )nB  موعةهي نفسها ا( 1)nP ه . أمّا الملاحظة الثانية فهي أنّ −
)يوجد تقابل بسيط بين  )nA و( 1)nP   معرّف كما يلي  −

( 1) ( ): , { }n nP A T T n−ϕ → ∪֏  
  تنتج  أنّ نس

( 1) ( ) ( )card( ) card( ) card( )n n nP A B− = =  
  ومن ثمَّ 

( ) ( ) ( ) ( 1)card( ) card( ) card( ) 2 card( )n n n nP A B P −= + =  

)لنا أن نثبت بالتدريج أنّ  تيحوهذا ما ي )card( ) 2n nP   : . ومنه=
  

3( )D   إذا كانتE   مجموعة أجزائها  كانتمجموعة منتهية( )P E  كان  منتهية و
( )cardcard( ( )) 2 EP E =.  

) المجموعة � )n
kP.  

)مز بالر  نارمز ، ℕعنصراً من  kإذا كان  )n
kP أجزاء  إلى مجموعةnℕ التي عدد عناصر كل منها 

  . أي kيساوي 

{ }( ) : card( )n
k nP A A k= ⊂ =ℕ  

)نضع بالتعريف  )card( )nk
n kC P= .  

 ومن ثمَ يكون ،عنصراً  nخر وحيد يحوي وآ ،عنصراً  0 يحوي nℕهنالك جزء وحيد في
0 1n

n nC C= أجزاء عدد عناصرها أكبر تماماً  nℕ لا يوجد فيو . ℕمن  nاً كان العدد أيّ  =
0k ، ومن ثمَ nمن 

nC n في حالة = k<.  
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1أياً كان  n≤ 1و k≤نرمز بالرمز ، ( )n
kA إلى مجموعة أجزاء nℕ  َالتي تحوي العنصر

n  والتي عدد عناصر كل منهاkونرمز بالرمز . ( )n
kB إلى مجموعة أجزاءnℕ  َالتي لا تحوي  العنصر

n  والتي عدد عناصر كل منهاk .  
}من الواضح أنّ  }( ) ( ),n n

k kA B  تجزئة للمجموعة( )n
kP ّمما يثبت أن . 

( ) ( )card( ) card( )n nk
n k kC A B= +  

  ، ملاحظة ما يلي:  مجدّداً وهنا يمكننا، 

)اموعة  � )n
kB  هي نفسها( )1n

kP
− .  

) هنالك تقابل بين � )n
kA و( 1)

1
n
kP
−

 بالعلاقةمعطى  −

( 1) ( )
1: , { }n n

k kP A T T n
−

−ϕ → ∪֏  

)إذن )
1 card( )nk

n kC B− )و = )1
1 card( )nk

n kC A−
− لنا استنتاج العلاقة  تيح. وهذا ما ي=

  التالية:
1
1 1

k k k
n n nC C C−

− −= + 

  أو
  1 1

1( , ) , k k k
n nnn k C C C+ +

+∀ ∈ × = +ℕ ℕ  ( )1  

kحساب القيم غير المعدومة للأعداد في هذه العلاقة  فيدت
nCح فيما يليكما هو موض ،  

1

1
1

| |

k k
n n

k
n

C C

C

+

+
+

+

→

↓
      

\ 0 1 2 3 4 5

0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

5 1 5 10 10 5 1

n k

  

kاد سنحاول الآن البحث عن صيغة أخرى لحساب الأعد
nC .  
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  المقدار ،ℕمن  nالعدد  لنعرّف، أياً كان
0 1 2 2

0

( ) n n k k
n n n n n n

k

G x C C x C x C x C x
≥

= + + + + =∑⋯  

  فمثلاً 
0( ) 1G x )1و  = ) 1G x x= 2و  + 2

2( ) 1 2 (1 )G x x x x= + + = +  
)ن طرفيّ العلاقةلنضرب إذ 1kxبالمقدار  1(  kولنجمع العلاقات الناتجة والموافقة لجميع قيم  +

  فنجد

1 1 1 1 1
1

0 0 0

k k k k k k
n nn

k k k

C x C x C x+ + + + +
+

≥ ≥ ≥

= +∑ ∑ ∑  

  وبإصلاح هذه العلاقة نجد:
0 0

1 1( ) ( ) ( )n n n n nG x C xG x G x C+ +− = + −  

  أو
  1( ) (1 ) ( )n nG x x G x+ = +  

  الآتيةلنا أن نثبت بالتدريج صحة العلاقة  مما يتيح
( ) (1 )nnG x x= +  

  نيوتن-ونحصل من ثمَّ على المتطابقة التالية المعروفة باسم دستور الكرخي
0 1 2 2

0

(1 )n n k k n
n n n n n

k

C C x C x C x C x x
≥

+ + + + = = +∑⋯  

0 يحُقّقعدداً طبيعياً  pليكن  p n< مرةًّ بالنسبة  p . باشتقاق طرفي العلاقة السابقة>
  نجد xالمتحول ب 0تعويض ثمُّ  ،xإلى المتحول 

( 1) ( 1) ( 1) 2 1 p
nn n n p p p C× − × × − + = × − × × × ⋅⋯ ⋯  

  ومنه العلاقة
( 1) ( 1)

, 1
( 1) 2 1

p
n

n n n p
C p n

p p

× − × × − +
= ≤ <

× − × × ×

⋯

⋯
  

:  دلالة على جداء الضرب ، »عاملي p«، الذي يقُرأ p!يوحي لنا هذا بإدخال الرمز الجديد 
( 1) 2 1p p× − × × !0. ونصطلح أنّ ⋯× 1= .  
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  كننا أن نكتب :وبذلك يم
!

!( )!
p
n

n
C

p n p
=

−
0حين يكون     p n≤ ≤.  

  نكون إذن قد وصلنا إلى النتيجة التالية:

4( )D   إذا كانتE  مجموعة منتهية عدد عناصرهاnو ،( )kP E  مجموعة
)cardعندئذ، kالتي عدد عناصر كلٍ منها Eأجزاء ( )) k

k nP E C= 
   حيث

0 :

!
: 0

!( )!

k
n

n k

C n
k n

k n k

<= 
 ≤ ≤ −

  

  : العلاقتين المهمّتين صحّة من يقّنونترك للقارئ مهمة الت

a b
a b a bC C+ 11b    و    =+ b

a a

a
C C

b

−
−=  

  التطبيقات بين مجموعتين منتهيتين 2-3-4.

) المجموعة � , )n pF ℕ ℕ.  

)2حيث  pℕومستقرها nℕ هي مجموعة التطبيقات التي منطلقها , )n p ∗∈ ℕ لنرمز .
)مؤقتاً بالرمز  , )c n p  .موعةإلى عدد عناصر هذه ا  

)من الواضح أنّ  ,1) 1c n ,1)وأنّ  = )c p p= 1. لنثبّت العددين n< وp  ًولنعرّف، أيا ،
  ، اموعة pℕمن  kكان العدد 

{ }( , ) : ( )k n pB f F f n k= ∈ =ℕ ℕ  

}من الواضح أنّ   }1 2, , , pB B B…  ن تجزئة للمجموعة تكو( , )n pF ℕ ℕ َومن ثم ،  

1

( , ) card( )
p

k
k

c n p B
=

=∑  
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)1واموعة  kBولكن هنالك تقابل بين اموعة  , )n pF −ℕ ℕ .ق الذي هذا التقابل هو التطبي
من اموعة  gɶأي العنصر  1n−ℕ على اموعة gɶه مقصورَ  kBمن  gالعنصر ب قرني

1( , )n pF −ℕ ℕ    1كما يلي :المعرّف: , ( )n pg x g x− →ɶ ℕ ℕ   . إذن ֏
( 1, ) card( )kc n p B− =  

  ومنه
( , ) ( 1, )c n p p c n p= ⋅ −  

)لنا أن نثبت، بالتدريج، العلاقة  تيحهذا ما ي , ) nc n p p=:ومنه .  

5( )D  لتكن( , )F A B مجموعة التطبيقات التي منطلقها مجموعة منتهية A  عدد
 حيث، pعدد عناصرها  B ومستقرها مجموعة منتهية ،nعناصرها 
( , )n p 2 من∗ℕ عندئذ يكون .card ( , ) nF A B p=.  

) المجموعة � , )sc n pF ℕ ℕ  

حيث  pℕ ومستقرها nℕ منطلقها هي مجموعة التطبيقات المتزايدة تماماً التي
2( , )n p ∗∈ ℕ. عنصر من كان كلّ   لـمّا ( , )sc n pF ℕ ℕ  موعةتطبيقاً متبايناً بالضرورة، كانتا 

( , )sc n pF ℕ ℕ  خالية في حالةn p> ّلنفترض إذن أن .n p≤.  

 ق من كوْن التطبيقنترك للقارئ مهمة بسيطة هي التحق :  
( ): ( , ) , Im ( )p

sc n p n nF P f f fϕ → =ℕ ℕ ֏ ℕ  

) أنّ  تقابلاً ، وهذا يقتضي )card ( , ) n
sc n p pF C=ℕ ℕومنه . :  

6( )D  لتكن( , )sc n pF ℕ ℕ منطلقها مجموعة التطبيقات المتزايدة تماماً التي nℕ 
)2 حيث pℕومستقرها , )n p ∗∈ ℕعندئذ يكون . 

( )card ( , ) n
sc n p pF C=ℕ ℕ  
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) المجموعة � , )c n pF ℕ ℕ.  

 .ℕ∗من  nو p حيث pℕ ومستقرها، nℕ موعة التطبيقات المتزايدة التي منطلقهاهي مج
فة لدينا، وهي مبنية على إيجاد لحساب عدد عناصر هذه اموعة تقنية أصبحت الآن مألو  عملسنست

  تقابل بين هذه اموعة ومجموعة أخرى معلوم لدينا عدد عناصرها.
)عنصراً من  fليكن    , )c n pF ℕ ℕ ولنضع ،( ) ( ) 1f k f k k= + −ɶ أياً كان ،k 

  . من الواضح أنّ nℕمن 
( 1) ( ) 1 ( 1) ( ) 1f k f k f k f k+ − = + + − ≥ɶ ɶ  

  متزايد تماماً.  fɶفالتطبيق 
  ومن ناحية أخرى

( ) ( )1 1 1f f= ≥ɶ   و  ( ) ( ) 1 1f n f n n n p= + − ≤ + −ɶ  
)1ينتمي إلى  fɶإذن لقد أثبتنا أنّ  , )sc n n pF + −ℕ ℕ ًونكون قد عرفّنا تطبيقا ،  

1: ( , ) ( , ),c n p sc n n pF F f f+ −ϕ → ɶℕ ℕ ℕ ℕ ֏ 

  تقابل وأنّ تقابله العكسي هو التطبيق  ϕيمكن للقارئ أن يثبت بسهولة أن التطبيق 

1: ( , ) ( , ),sc n n p c n pF F g g+ −ψ →
⌢

ℕ ℕ ℕ ℕ ֏  

) حيث ) ( ) 1g k g k k= − +
⌢.  

  : يةن ذلك الخاصة التالم جنستنت

7( )D  لتكن( , )c n pF ℕ ℕ  موعةمجموعة التطبيقات المتزايدة التي منطلقها ا
nℕ ومستقرها pℕ حيث p وn من∗ℕ عندئذ . 

( ) 1card ( , ) n
c n p n pF C + −=ℕ ℕ  

) المجموعة  , )i n pF ℕ ℕ  

إنّ هذه . ℕ∗من  nو pمع  pℕ ومستقرها nℕهي مجموعة التطبيقات المتباينة التي منطلقها 
pاموعة خالية إذا كان  n< .  
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  :سنترك للقارئ مهمة إثبات الخاصة التالية 

8( )D  لتكن( , )i n pF ℕ ℕ موعة مجموعة التطبيقات المتباينة التي منطلقها ا
nℕ ومستقرهاpℕ  معp وn  من∗ℕ وp n≥عندئذ .  

( )
!

card ( , ) ( 1)
( )!i n p

p
F p p n

p n
= × × − + =

−
ℕ ℕ ⋯  

) المجموعة � )nS ℕ  

 . من الواضح أنّ nℕهي مجموعة التقابلات أو التباديل على اموعة 

( , ) ( )i n n nF = Sℕ ℕ ℕ  
  ونحصل من ثمَ على الخاصة التالية :

9( )D  لتكن( )AS  مجموعة التقابلات على مجموعة منتهيةA  عدد عناصرها
1 n≤ عندئذ .( )card ( ) !A n=S.  

  مبدأ الاحتواء والاستثناء 3-3-4.

ين ي اجتماع اموعتين المنفصلته Aكانت   لـمّاموعتين منتهيتين. مج Bو Aلتكن 
A B∩ و\A B  أنّ استنتجنا :  

card( ) card( \ ) card( )A A B A B= + ∩  
  وكذلك

   card( ) card( \ ) card( )B B A A B= + ∩  

Aولكن  B∩ و\A B و\B A  نتجزئة للمجموعة تكوA B∪إذن .  

card( ) card( \ ) card( ) card( \ )A B A B A B B A∪ = + ∩ +  
  ومنه

card( ) card( ) card( ) card( )A B A B A B∪ = + − ∩  
مجموعة منتهية، نسمّي هذه  nسنعمّم في المبرهنة التالية هذه العلاقة لحساب عدد عناصر اجتماع 

  العلاقة مبدأ الاحتواء والاستثناء.
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) . نرمز بالرمزℕ∗عنصراً من  nلتكن :  مبرهنة )n
kP  إلى مجموعة أجزاءnℕ ر كالتي عدد عناص ل 

) . ولتكنk يساوي هامن )1k k nA ≤   جماعة من اموعات المنتهية. عندئذ ≥

( )
( )

1

1 1

card ( 1) card
n
k

nn
k

k k
k i Bk B P

A A−

= ∈= ∈

     = −       
∑ ∑∪ ∩  

  الإثبات 
ن و ين يك. إنّ النتيجة واضحة حn سنثبت هذا المبدأ بالتدريج على عدد اموعات  

1n 2n وقد أثبتنا صحتها عند ،= جماعة  ولنتأمّل. n. لنفترض صحة العلاقة عند قيمة =
( )1 1k k nA ≤ ≤ 2n من اموعات المنتهية. فإذا طبّقنا حالة + 1nA على اموعتين = A +=  

و
1

n

k
k

B A
=

=   وجدنا  ∪

( ) ( ) ( )( )
1 2

1

1 1
1 1 1

card card card card
n n n

k n k k n
k k k
A A A A A

+

+ +
= = =

∆ ∆

  ∪ = + ∪ − ∪ ∩   ������������� ���������������������
  

  وجدنا ∆2فرْض التدريج لحساب  فدنا منإذا استو 

( )
( )

( )

( )
( )1

1

1
2 1

1

1

{ 1}1

1

1

( 1) card ( )

( 1) card

( 1) card

n
k

n
k

n
k

n
k

i n
i Bk B P

n
k

i
i B nk B P

n
k

i
i Bk B A

A A

A

A
+
+

−
+

∈= ∈

−

∈ ∪ += ∈

−

∈= ∈

  ∆ = − ∩   

    = −      

  = −    

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∩

∩

∩

  

) إذ كتبنا 1)
1

n
kA
+
1nالتي  تحتوي على العنصر  1n+ℕمجموعة أجزاء دلالة على  + والتي عدد  ،+

1kعناصر كل منها  ). فإذا أجرينا تغييراً للدليل بوضع + 1)k k+   أصبح لدينا ֏

( )
( )1

1
1

2
2

( 1) card
n
k

n
k

i
i Bk B A

A
+

+
−

∈= ∈

  ∆ = − −   
∑ ∑ ∩  

  أو

  ( )
( )1

1
1

1 2
1

card( ) ( 1) card
n
k

n
k

n i
i Bk B A

A A
+

+
−

+
∈= ∈

  − ∆ = −   
∑ ∑ ∩  �  

�
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) ومن ناحية أخرى، إذا كانت )1n
kB
1nالتي لا تحتوي على العنصر  1n+ℕ مجموعة أجزاء + + 

). فمن الواضح أنّ kوالتي عدد عناصر كل منها  ) ( )1n n
kkB P+   ومن ثمَ فإن  =

( )
( )1

1
1

1

( 1) card
n
k

n
k

i
i Bk B B

A
+

−

∈= ∈

  ∆ = −   
∑ ∑ ∩  

)ولكن  ) ( ){ }1 1,n n
k kA B+ )تجزئة للمجموعة  + )1n

kP
فإذا جمعنا العلاقة السابقة إلى العلاقة  +

  نا وجد �آخذين بعين الاعتبار العلاقة  �

 ( )
( )1

11
1

1
1

card ( 1) card
n
k

nn
k

k i
k i Bk B P

A A
+

++
−

= ∈= ∈

     ∪ = −       
∑ ∑ ∩  	  

العلاقة السابقة في حساب عدد التطبيقات الغامرة بين  عمالسنرى في التطبيق التالي مثالاً على است
  مجموعتين منتهيتين.

) المجموعة � , )s n pF ℕ ℕ  

. لنذكر بأن ℕ∗ من nو p مع pℕ ومستقرها nℕهي مجموعة التطبيقات الغامرة التي منطلقها 
)الرمز  , )F A B  يمثل مجموعة التطبيقات منA  إلىB.  

)من  f إلى مجموعة التطبيقات kA الرمز، ولنرمز بpℕمن  kلتكن  , )n pF ℕ ℕ  التي
Imتحقق  ( )nk f f∉ = ℕ  . ّمن الواضح عندئذ أن  

( ) ( )
1

, , \
p

s n p n p k
k

F F A
=

 =   
ℕ ℕ ℕ ℕ ∪  

1مبدأ الاحتواء والاستثناء لحساب عدد عناصر  ستعملسن 2 pA A A∪ ∪ . إذا كانت ⋯∪
p U⊃ℕ  بالرمز  نارمزUA إلى مجموعة التطبيقاتf  من( , )n pF ℕ ℕ  التي تحقق الشرط

ImU f∩ = Imأو ∅ \pf U⊂ ℕ ّمن الواضح أن .{ }k kA A= أياً كان k  من
pℕ ّوأن ،B i

i B
A A

∈
= ∩ .  

  :  ما سبق صياغة مبدأ الاحتواء والاستثناء كما يلي لنا تيحي

( )
( )

1

1 1

card ( 1) card
p

k

pp
k

k B
k k B P

A A−

= = ∈

      = −        
∑ ∑∪
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) ولكن , \ )n p BF B A=ℕ ℕ،  لدينا إذنcard( ) ( card( ))nBA p B= ، فالعلاقة −
  السابقة تكافئ

( )

1

1 1

1

1

card ( 1) ( card( ))

( 1) ( )

p
k

pp
k n

k
k k B P

p
k k n

p
k

A p B

C p k

−

= = ∈

−

=

      = − −        

= − −

∑ ∑

∑

∪

  

  ومنه 

  
( ) ( ) ( )

1

0

card ( , ) 1

( 1) ( )

p
nn kk

s n p p

k

p
k k n

p

k

F p C p k

C p k

=

=

= + − −

= − −

∑

∑

ℕ ℕ

    

  : ا الخاصّة التاليةنكون بذلك قد أثبتن

10( )D  لتكن( , )s n pF ℕ ℕ  موعةمجموعة التطبيقات الغامرة التي منطلقها ا
nℕ ومستقرها pℕ 2 مع( , )n p ∗∈ ℕعندئذ .  

        ( )
0

card ( , ) ( 1) ( )
p

k k n
s n p p

k

F C p k
=

= − −∑ℕ ℕ  

  والبنى الجبريةّ قوانين التشكيل  5.

Aمعرف على  قانون تشكيل ثلاث مجموعات. نسمّي Cو Bو Aلتكن    B×  ويأخذ
Aمنطلقه fكل تطبيق   Cقيمه في  B×  و مستقرهC لقد جرت العادة أن نكتب .

) z x y= z أو∗ x y= )أو  • z x y= )، عوضاً عن …⊕ , )z f x y= ،عندما 
) ينتمي , , )x y z على A B C×   .∗وفق  yمع  xناتج تشكيل  وه z. و نقول إنّ ×

Aإذا كان    B C≠ مجموعة  Bعلى  قانون تشكيل خارجي ∗ إنّ القانون قلنا =
A. أمّا إذا كان Aمؤثراته هي  B C= على  ن تشكيل داخليقانو  ∗ فنقول إنّ القانون =

A ًونكتب اختصارا .( ),A ∗.  
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)لتكن    ),A )و ∗ ),B التطبيق مجموعتين مزودتين بقانوني تشكيل داخليين. وليكن  •
:f A B→ ّنقول إن .f بين  تشاكل( ),A )و  ∗ ),B   ، إذا وفقط إذا •

( , ) , ( ) ( ) ( )x y A A f x y f x f y∀ ∈ × ∗ = •  

إنّ التابع العكسي لتشاكل . تشاكل تقابلي تقابلاً إضافةً إلى كونه تشاكلاً قلنا إنه fوإذا كان 
  تشاكل أيضاً.تقابلي هو 

  .∗مجموعة مزوّدة بقانون تشكيل داخليّ  Eلتكن   
  إذا وفقط إذا كان تجميعيّ  ∗نقول إنّ  �

3( , , ) , ( ) ( )x y z E x y z x y z∀ ∈ ∗ ∗ = ∗ ∗  

aإذا وفقط إذا كان  يتبادلان Eمن  bو a العنصرين نقول إنّ  � b b a∗ = ∗. 
)2إذا وفقط إذا كان  تبديلي ∗نقول إنّ  � , ) ,x y E x y y x∀ ∈ ∗ = ∗.  

  إذا وفقط إذا كان ∗بالنسبة إلى  حيادي عنصرٌ  Eمن  e إنّ العنصرنقول  �
,x E x e e x x∀ ∈ ∗ = ∗ =  

  وهو وحيد إن وُجِدَ.  
ليسار على أو نظيراً من اليمين، أو نظيراً من ا( نظيراً  يقبل Eمن  x إنّ العنصرنقول  �

x عنصرٌ  Eفي  دَ جِ إذا وفقط إذا وُ  ∗بالنسبة إلى القانون  ،)التوالي   يحُقّق ′
x x x x e′ ′∗ = ∗ xأو ( = x e′∗ xأو = x e′ ∗   )على التوالي =

خليين على  ⊥و ∗ليكن  � نّ القانونEقانوني تشكيل دا يقبل التوزيع من  ∗ . نقول إ
  إذا وفقط إذا كان ⊥ على )أو من اليسار( اليمين

3( , , ) , ( ) ( ) ( )x y z E x y z x y x z∀ ∈ ∗ ⊥ = ∗ ⊥ ∗  

)3 أو( , , ) , ( ) ( ) ( )x y z E x y z x z y z∀ ∈ ⊥ ∗ = ∗ ⊥ ∗(  

إذا وفقط إذا قبَِل التوزيع من اليمين ومن اليسار  ⊥ يقبل التوزيع على ∗ونقول إنّ القانون 
  .⊥ على

  الزمر 1-5.
هي مجموعة مزودة بقانون تشكيل داخلي تجميعي، ويقبل عنصراً حيادياًّ، ويقبل فيها   الزمرة

  .اً كل عنصر نظير 
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)كون البنى ت � ),+ℤ و( ),+ℚ و( ),+ℝ  أمثلة تقليديةّ على زمر، وكذلك( ),∗ ×ℚ 
)و ),∗ ×ℝ . 

؛ فزمرة التقابلات هذه الزمر تبديليّة، أي إنّ قانوا تبديلي، ولكن ليست جميع الزمر كذلك �
  ت تبديليّة.تحوي أكثر من ثلاثة عناصر بالنسبة إلى قانون تركيب التطبيقات ليس على مجموعةٍ 

الزمر الجزئيّة هي مجموعة جزئيّة من زمرة، ينتمي إليها العنصر الحيادي، ومغلقة بالنسبة إلى  �
 قانون التشكيل، وينتمي إليها نظير كل عنصرٍ منها.

هي  ،مزوّدة بقانون تشكيل داخلي معطى ،إنّ إحدى الطرائق المتعارفة لإثبات أنّ مجموعةً 
  زمرة جزئيّة من زمرة معروفة. تقضي بإثبات أّا ،زمرةٌ 

  الحلقات والحقول 2-5.
هي مجموعة مزودة بقانوني تشكيل داخليين تجميعين نسميهما الجمع والضرب ونرمز  الحلقة

)نية ، شرطَ أن تكون الب⋅و + بالرمزين إليهما عادة ),A )زمرة تبديليّة، وأن تقبل البنية  + ),A ⋅ 
 1إلى حيادي الجمع وبالرمز  0عنصراً حيادياًّ، ويكون الضرب توزيعيّاً على الجمع. نرمز عادة بالرمز 

  أنّ هذين العنصرين مختلفان. عموماً  فترضإلى حيادي الضرب ون
)تكون البنى  � ), ,+ ⋅ℤ و( ), ,+ ⋅ℚ و( ), ,+ ⋅ℝ  أمثلة تقليديةّ على حلقات وهي تبديليّة

 لأنّ الضرب تبديلي، ولكنّ هذا ليس صحيحاً عموماً. 

  حة في حلقة تبديليّة.تبقى قواعد الحساب المتعارفة صحي �

لجميع عناصرها غير المعدومة نظير بالنسبة إلى قانون الضرب.  ،تبديليّةهو حلقة  الحقل
مجموعة الأعداد  ،، وكما سنرىℝ، ومجموعة الأعداد الحقيقيّة ℚالأعداد العادية  وتكون مجموعةُ 

 حقول. لى، الأمثلة المعروفة عℂالعقديةّ 

)يجب التنبّه إلى أنّ الاقتضاء  .تحذير › ) ( )0 0 0xy x y= ⇒ = ∨ ليس صحيحاً في  =
0fgيمكن أن يكون  ℝإلى  ℝالحالة العامّة. فمثلاً في حالة حلقة التوابع من  دون أن يكون  =

0f 0gأو  = ). خذ مثلاً = ) max(0, )f x x= و( ) min( ,0)g x x= ّولكن .
لأّا جميعاً  ℂأو ℝأو ℚأو ℤ أو ℕالاقتضاء المشار إليه صحيح في مجموعات الأعداد المألوفة 

   ، وهو صحيح في أي حقل.ℂأجزاء من الحقل 
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  الفضاءات الشعاعيّة 3-5.
)كل زمرة تبديليّة   Kعلى حقلٍ اء شعاعيّاً فض نسمّي ),E مزوّدة بقانون تشكيل  +

)خارجي   ), ,E E x x× → α α ⋅K   يحُقّق الخواص الأربع التالية : ֏
( ) ( ) ( )

( )1

x x xx x

x x x y x y

α + β ⋅ = α ⋅ + β ⋅α ⋅ β ⋅ = αβ ⋅

⋅ = α ⋅ + = α ⋅ + α ⋅
  

  .أشعّة Eونسمّي عناصر 
، وبوجه عام ℝعلى الحقل  3ℝو 2ℝعلى فضاءات شعاعيّة مثل  ،هناك أمثلة متعارفة �

n
K  على الحقلKوكذلك فضاء التوابع المعرفّة على مجموعة . A  وتأخذ قيمها في حقل
K. 

xαبدلاً من  xαنكتب عادة  � αفي حالة  ⋅ ∈ K وx E∈. 

xكل شعاع من الشكل   yو xشعاعين لنسمّي عبارة خطيّة  � yλ + µ  مع( ),λ µ  من
2
K.  1وعموماً، نسمّي عبارة خطيّة بالأشعّةx،2x،…،nx   شعاع من الشكل كل

1 1 2 2 n nx x xλ + λ + + λ⋯ يثح ( )1 2, , , n
nλ λ λ ∈ K…. 

، 0ينتمي إليها  Eهو مجموعة جزئيّة من  Eالفضاء الشعاعي الجزئي من فضاء شعاعي  �
 وتنتمي إليها كل عبارة خطيّة من أشعّتها.

f:. نقول إنّ التطبيق Kفضاءَين شعاعيّين على حقل  Fو Eإذا كان  � E F→ 
 تطبيق خطّي إذا حقّق الشرط

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2, , , ,x y E f x y f x f y∀ ∈ ∀ λ µ ∈ λ + µ = λ + µK  
Fونتحدّث عن شكل خطّي في حالة  = K.  

  

k  
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  اتـتمرين

Jفي مناجم ترانسلفانيا. 1. التمرين  

  يعمل في مناجم ترانسلفانيا أربعة أنماطٍ من العمّال :

A عقلاء.ال البشر  C .مصّاصو الدماء العقلاء  
B انين بشرالا.  D .انينمصّاصو الدماء ا  

كل ما يقوله إنسانٌ عاقلٌ صحيح، وكل ما يقوله إنسانٌ مجنونٌ خطأ، وكل ما يقوله مصّاص 
نتعامل في الأسئلة التالية مع  وكل ما يقوله مصّاص دماءٍ مجنونٌ صحيح. ،دماءٍ عاقلٌ خطأ

  سلفانيا الزواج المختلط بين إنسان ومصاص دماء محظور.علم أنهّ في ترانون أزواجٍ،
  السيد فتحي وزوجه فتحيّة جنبلباب �  

  : زوجي إنسان.  فتحيّة 
  : زوجي مصّاصة دماء.   فتحي
  : أحدنا مجنونٌ والآخر عاقل.   فتحيّة

  ؟ يكون السيّد والسيدة جنبلباب مصّاصي دماءأَ 
  السيد رمزي وزوجه رمزيةّ حمرالكريات �  

أكّدت لي السيّدة رمزيةّ حمرالكريات أنّ كل ما يقوله زوجها صحيح، وقال لي زوجها 
  إا مجنونة. ماذا تستنتج ؟

  السيد صبحي وزوجه صبحيّة عتم الليل �
  دماء. ا: نحن الاثنان مصّاص  صبحي
  : نحن الاثنان نتمتّع بالصحّة العقليّة نفسها.  صبحيّة

  فما هما ؟
  طريقف الجه ناطرة بنصالسيد ناطر وزو  �

  : أحدنا على الأقلّ مجنون.  ناطر
  : هذا خطأ.   ناطرة
  فما هما ؟
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  الحـل

. عندئذ لباب مكوّنة من مصّاصي دماءلنفترض أنّ عائلة جنبلنتبع أسلوب نقض الفرْض.  �
   خطأ، فهي إذن مصّاصة دماء عاقلة. »زوجي إنسان«يقتضي ذلك أنّ قول فتحيّة 

إذن مصّاص دماء  صحيح، فهو »زوجي مصّاصة دماء«نفسه أنّ قول فتحي وكذلك يقتضي الفرْض 
   مجنون.

  يناقض صحيحة، وهذا »أحدنا مجنونٌ والآخر عاقل«ولكنّ هذه النتيجة تعني أنّ المقولة الثانية لفتحيّة 
باب مكوّنة من لعائلة جنب«كوا مصّاصة دماء عاقلة، وكل ما تقوله خطأ. نستنتج أنّ الافتراض 

  افتراض خطأ ومن ثمَّ يكون فتحي إنساناً مجنوناً وفتحيّة امرأة عاقلة. »مصّاصي دماء

  : إلى زوجه رمزيةّ. ولنناقش الحالات التالية wإلى الزوج رمزي وبالرمز hلنرمز بالرمز  �
wحالة  1. A∈ ّإذن فتحيّة إنسان فزوجها إنسان أيضاً، ولأنّ كلّ ما تقوله صحيح فإن .

hزوجها إنسانٌ عاقلٌ أي  A∈ وهذه النتيجة تقتضي أن تكون زوجه مجنونة لأنّ كلّ ما .
wنّ إيقوله صحيح أي  B∈  اه بداية. إذن ما افترضن ناقضيوهذاw A∉.  

wحالة  2. B∈ إذن فتحيّة إنسان فزوجها إنسان أيضاً، ولأنّ كلّ ما تقوله خطأ فإنّ زوجها .
hإنسانٌ مجنون أي  B∈ه عاقلة لأنّ كلّ ما . ولكنّ هذه النتيجة تقتضي أن تكون زوج

wنّ إيقوله خطأ أي  A∈  ما افترضناه بداية. إذن  ناقضيوهذاw B∉.  
wحالة  3. C∈إذن فتحيّة مصّاصة دماء فزوجها مصّاص دماء أيضاً، ولأنّ كلّ ما تقوله . 

hخطأ فإنّ زوجها مصّاص دماء عاقل أي  C∈.وهذا لا يناقض كون ما قاله خطأ .  
wحالة  4. D∈ إذن فتحيّة مصّاصة دماء فزوجها مصّاص دماء أيضاً، ولأنّ كلّ ما تقوله .

  وهذا لا يناقض كون ما قاله صحيحاً. ،أيضاً صحيح كان زوجها مصّاص دماء مجنون 
  وهكذا نستنتج أنّ عائلة حمر الكرياّت مكوّنة من مصّاصَي دماءٍ يتمتّعان بالصحّة العقليّة نفسها.

  التالية:لات إلى زوجه صبحيّة. ولنناقش الحا wإلى الزوج صبحي وبالرمز hلنرمز بالرمز  �
hحالة  1. A∈ناقض وصفه لنفسه بأنهّ مصّاص دماء. إذن صبحي إنسان عاقل، وهذا ي، 

hلأنّ كلّ ما يقوله يجب أن يكون صحيحاً. وعليه فإنّ  A∉.  
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hحالة  2. C∈ ما يقوله خطأ، فأحدُ الزوجين إذن صبحي مصّاص دماء عاقل، وكل .
ناقض الفرْض. فإنّ هذا ي ،كان من الواجب أن يكون للزوجين الطبيعة نفسها  لـمّاإنسانٌ، و 

hإذن يجب أن يكون  C∉.  
hحالة  3. B∈ كان من الواجب أن يكون للزوجين الطبيعة   لـمّا. إذن صبحي إنسانٌ مجنون، و

  : نفسها استنتجنا أنّ صبحيّة إنسانة، ولكن
wإذا كان  � A∈  وجب أن يكون ما تقوله صبحيّة صحيحاً، فهي إذن مجنونة وهذا

  .خُلفٌ 
wوإذا كان  � B∈  ٌوجب أن يكون ما تقوله صبحيّة خطأ، فهي إذن عاقلة وهذا خُلف

  أيضاً. 
hنستنتج من هذا التناقض أنّ  B∉.  

hوهكذا لا بدُّ أن يكون  4. D∈  كان من الواجب   لـمّاأي إنّ صبحي مصّاص دماء مجنونٌ، و
  استنتجنا أنّ صبحيّة مصّاصة دماء، ولكن ،يكون للزوجين الطبيعة نفسها أن
wإذا كان  � C∈  وجب أن يكون ما تقوله صبحيّة خطأ، فهي إذن عاقلة ولا تناقضَ في

  .ذلك
wوإذا كان  � D∈ ولا  وجب أن يكون ما تقوله صبحيّة صحيحاً، فهي إذن مجنونة

  تناقضَ في ذلك أيضاً. 
  دماءٍ مجنون والزوجة مصّاصة دماء. مصّاصوهكذا نستنتج أنّ الزوج في عائلة عتم الليل 

وقول الآخر  إنّ ما تقوله ناطرة هو تماماً نفي ما يدّعيه ناطر، فلا بدُّ أنّ يكون قول أحدهما خطأً  �
، ولأّا عاقلة وتقول شيئاً اقلانكليهما ع  ا تقوله ناطرة صحيحاً يعني أنّ . ولكن أن يكون ماً صحيح

  صحيحاً استنتجنا أّا إنسانة عاقلة وزوجها إنسان عاقلٌ وهذا يناقض كون قول أحدهما خطأ.
 "الطريقف بنص"نستنتج إذن أنّ ما يقوله ناطر صحيح وأنّ ما تقوله ناطرة خطأ. وهذا يؤدّي بعائلة 

  إلى أحد الوضعين التاليين :
  اقل وناطرة إنسانة مجنونة.ناطر إنسان ع �
 ú  ناطرمصاص دماء مجنون وناطرة مصاصة دماء عاقلة. �
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Jعلى جزيرة الحكمة. 2. التمرين  

  الحكماء واانين. إذا علمتَ ما يلي: ،ينقسم سكّان هذه الجزيرة المئة إلى فئتين
 يقطن هذه الجزيرة حكيمٌ واحدٌ على الأقلّ. �

 ى الأقل مجنونٌ واحدٌ بين كل اثنين من سكّان الجزيرة.هناك عل �

  كم حكيماً وكم مجنوناً على هذه الجزيرة ؟ف
  الحـل

ن مجنوناً وحكيمٌ واحدٌ لا يحُسد على حاله. لنفترض أنّ عدد الحكماء يزيد تماماً و في الجزيرة تسعة وتسع
ناقض ذ لا يكون بينهما مجنونٌ وهذا يدئنعلى الواحد، عندئذ يمكننا أن نختار زوجاً من الحكماء، وع

المقولة الثانية. إذن يجب أن يكون عدد الحكماء أقلّ أو يساوي الواحد وهو ليس صفراً عملاً بالمقولة 
  ú  الأولى. إذن عدد الحكماء في الجزيرة يساوي الواحد وهي النتيجة المرجوّة.

Jربع التالية :تأمّل القضايا الأ 3. التمرين  

2
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 القضايا بين أي, , ,� � �  أعطِ نفي كل منها.ثمُّ  ؟ صحيح وأيهّا خطأ �

  الحـل

  التعليل  قيمتها  القضيّة

1yخذ   خطأ  � x= − −  

1yخذ   صح  � x= − +  

1yخذ   خطأ  � x= = −  

1xخذ   صح  � = −  
  ونجد مباشرة أنّ 

2
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  ú  وهي النتيجة المرجوّة.
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Jأو  ⇐أو  ⇒املأ فيما يلي الفراغات بالرمز المناسب من بين  4. التمرين⇔.  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

, ( ) ( ) , ( ) , ( )

, ( ) ( ) , ( ) , ( )

, ( ) ( ) , ( ) , ( )

, ( ) ( ) , ( ) , ( )

x E p x q x x E p x x E q x

x E p x q x x E p x x E q x

x E p x q x x E p x x E q x

x E p x q x x E p x x E q x

∀ ∈ ∧ ∀ ∈ ∧ ∀ ∈

∃ ∈ ∧ ∃ ∈ ∨ ∃ ∈

∀ ∈ ∨ ∀ ∈ ∨ ∀ ∈
∃ ∈ ∨ ∃ ∈ ∨ ∃ ∈

⋯⋯

⋯⋯

⋯⋯

⋯⋯

�

�

�

�

  

  الحـل

⇔ ⇒ ⇐ ⇔

� � � �  

  ú   ونترك التعليل للقارئ.

Jلتكن  5. التمرينE وF وG  ثلاث مجموعات غير خالية، وليكن التطبيقان:f E F→ 
g:و F G→ أثبت أنهّ إذا كان التطبيق .g f�   ،ًكانمتباينا f وإذا كان اً متباين .

gالتطبيق  f�   ،ًكانغامرا g  اً غامر.  
  الحـل

gلنفترض أنّ  � f�  1متباينٌ. وليكنx 2وx  عنصرين منE  قانيحُق
1 2( ) ( )f x f x=،  1عندئذ يكون لدينا 2( ( )) ( ( ))g f x g f x= أو  

1 2( ) ( )g f x g f x=� �  
gولأنّ  f�  ٌ1أنّ  نستنتجمتباين 2x x=.  ّوهذا يثُبتُ أن f .ٌمتباين 

gلنفترض أنّ  � f�  غامرٌ. وليكنy  عنصراً منG عندئذ نستنتج من كون ،g f�  ًغامرا
)يحُقق  aعنصرٌ ، Eأنهّ يوجد، في  )g f a y=� ومن ثمَّ يوجد، في .F ٌعنصر ،

( )x f a=  قيحُق( )y g x= وهذا يبرهن أنّ التطبيق .g .ٌغامر  ú  

Jلتكن 6. نالتمري E  مجموعة غير خالية، وليكن:f E E→ تطبيقاً يحُقّق   

f f f f=� �  
  .تقابلاً  f كانمتبايناً أو غامراً،   fأثبت أنهّ إذا كان 
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  الحـل

 عندئذ يكون لدينا Eعنصراً من  xمتباينٌ. وليكن  fلنفترض أنّ  �

( )( ) ( )f f f x f x=�  
)متباينٌ، استنتجنا أنّ  fولأنّ    )f f x x=� هذا محقّق أياً كان .x  منEإذن ،  

Ef f I=�  
fولأنّ    f�  ّغامرٌ، استنتجنا بناءً على نتيجة التمرين السابق أنf  ّغامرٌ، ومن ثمَّ أنf 
  تقابلٌ.
غامراً أنّه  f، عندئذ نستنتج من كون Eعنصراً ما من  xغامرٌ. وليكن  fلنفترض أنّ  �

)يحُقق  aعنصرٌ ، Eيوجد، في  )f a x= َّومن ثم . 

( )( ) ( ) ( ) ( )f f x f f f a f f f a f a x= = = =� � � �  
Ef ، إذنEمن  xهذا محقّق أياً كان  f I=� . ّولأنf f� تباينٌ، استنتجنا بناءً م

  ú  تقابلٌ. fمتباينٌ، ومن ثمَّ أنّ  f على نتيجة التمرين السابق أنّ 

Jلتكن  7. التمرينE  مجموعة غير خالية، وليكن:f E E→ تطبيقاً يحُقّق  

f f f=�  
  .Eطبيق المطابق على هو الت fكان متبايناً أو غامراً،   fأثبت أنهّ إذا كان 

  الحـل

)عندئذ يكون لدينا  Eعنصراً من  xكن متباينٌ. ولي fلنفترض أنّ  � ( )) ( )f f x f x= ،
)متباينٌ، استنتجنا أنّ  fولأنّ  )f x x= ّاً كان . هذا محقّق أيx  منE إذن ،

Ef I=.  

غامراً أنّه  f، عندئذ نستنتج من كون Eعنصراً ما من  xغامرٌ. وليكن  fلنفترض أنّ  �
)يحُقق  a، عنصرٌ Eيوجد، في  )f a x=  َّومن ثم . 

( ) ( ( )) ( ) ( )f x f f a f f a f a x= = = =�  
Ef، إذن Eمن  xوهذا محقّق أياً كان  I=.  ú  
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Jلتكن  8. التمرينE وF وG  مجموعات غير خالية، ولتكن التطبيقات:f E F→ 
g:و F G→ و:h G E→. ن أثبت أنهّ إذا كاh g f� gو � f h� � 

fمتباينين وكان  h g�    .تقابلاً  hو gو f من التطبيقات كل   كانغامراً،   �

  الحـل

  5.ن سنستفيد من نتيجة التمري
hالتطبيق � g f� fوالتطبيق  ،متباينٌ  fمتباينٌ إذن  � h g� وعليه  غامرٌ. fغامرٌ إذن  �

  تقابلاً. fيكون التطبيق 
) التطبيق � )g f h� fمتباينٌ إذن  � h�  متباينٌ، والتطبيق( )f h g� غامرٌ إذن  �

f h�  غامرٌ. وعليه يكون التطبيقf h�  ّتقابلاً. ولأنf  ّتقابلٌ استنتجنا أنh  ٌتقابل
  أيضاً.

)1كان   لـمّا � ) ( )g g f h f h −= � � � متباينٌ لأنهّ تركيب تطبيقين  gاستنتجنا أنّ  �
)1كان   لـمّاين، و متباين ) ( )g f h f h g−= � � � غامرٌ لأنهّ تركيب  gاستنتجنا أنّ  �

  ú  .الإثباتتقابلٌ، ويتم  gتطبيقين غامرين. إذن 

Jلتكن  9. التمرينE وF  مجموعتين غير خاليتين، وليكن التطبيق:f E F→.  
  : ، فلديناEمن  Bو A أثبت أنهّ أياً كانت اموعتان الجزئيّتان غير الخاليتين 1.

� ( ) ( )A B f A f B⊂ ⇒ ⊂  
� ( ) ( ) ( )f A B f A f B∪ = )و    ∪ ) ( ) ( )f A B f A f B∩ ⊂ ∩.  

  أثبت تكافؤ القضايا التّالية: 2.
  متباين. fالتابع  �
  لديناف، Eمن  Bو Aاً كانت اموعتان الجزئيّتان غير الخاليتين أيّ  �

( ) ( ) ( )f A B f A f B∩ = ∩  
)، فلديناEمن  A ير الخاليةاً كانت اموعة الجزئيّة غأيّ  � \ ) \ ( )f E A F f A⊂.  

  الحـل

aليكن  �1. )عنصراً من  ′ )f A  ٌعندئذ يوجد عنصرa  منA  قيحُق( )f a a ، ولأنّ =′
A B⊂  ّاستنتجنا أنa B∈  َّومن ثم ( ) ( )f a f B∈ أي ( )a f B′ . ونكون قد أثبتنا ∋

)أنّ  ) ( )f A f B⊂.  
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Aمن جهة أولى لدينا  �1. B A A B∩ ⊂ ⊂ Aو ∪ B B A B∩ ⊂ ⊂ فإذا  ∪
  استفدنا من نتيجة السؤال السابق استنتجنا أنّ 
( ) ( ) ( )f A B f A f B∩ ⊂ )و      ∩ ) ( ) ( )f B f A f A B∪ ⊂ ∪  

)بقي أن نثبت أنّ  ) ( ) ( )f A B f B f A∪ ⊂ ∪.   
)عنصراً من  yليكن إذن  )f A B∪  ٌعندئذ يوجد عنصرx  منA B∪  قيحُق( )f x y= .  

x فإذا كان 	 A∈  كان ( ) ( ) ( ) ( )f x f A f B f A∈ ⊂ ) أي، ∪ ) ( )y f B f A∈ ∪.  
xوإذا كان 	 B∈   كان( ) ( ) ( ) ( )f x f B f B f A∈ ⊂  أنّ من جديد ، واستنتجنا ∪

( ) ( )y f B f A∈ ) أنّ . بذلك نكون قد أثبتنا ∪ ) ( ) ( )f A B f B f A∪ ⊂ ∪ .  
.2 ⇐�   متباينٌ.  f، ولنفترض أنّ Eمجموعتين جزئيّتين غير خاليتين من  Bو Aلتكن  �
)لقد أثبتنا سابقاً أنّ الاحتواء  	 ) ( ) ( )f A B f A f B∩ ⊂   ون شروط. صحيح د ∩
)عنصراً من  yليكن إذن  	 ) ( )f A f B∩  ٌعندئذ يوجد عنصرa  منA  قيحُق( )f a y= ،

)يحُقق  Bمن  bويوجد عنصرٌ  )f b y=  .ًأيضا 

)متبايناً استنتجنا من المساواة  fكان   لـمّا ) ( )f a f b=  ّأنa b=  فالعنصرa  ينتمي إلى
B  أيضاً، لأنهّ يساويb ٌوهكذا نستنتج أنهّ يوجد عنصر ،!a  فيA B∩  يحُقّق

( )f a y= وعليه ،( )y f A B∈   . فنكون قد أثبتنا صحّة الاحتواء الآخر :∩
( ) ( ) ( )f A f B f A B∩ ⊂ ∩.  

  صحيحة. �إذن الخاصّة 
⇐�   . Eمجموعة جزئيّة غير خالية من  Aلتكن   �
Aفإذا كانت  	 E=   كان\E A = )، ومن ثمَّ كان الاحتواء ∅ \ ) \ ( )f E A F f A⊂ 

 محقّقاً وضوحاً.

E\وإذا كان  	 A ≠ E\و Aعلى اموعتين  �أمكننا تطبيق الخاصّة  ∅ A، جدفن 
( \ ) ( ) ( ( \ )) ( )f E A f A f A E A f∩ = ∩ = ∅ = ∅  

)وهذا يعني أنّ  \ ) \ ( )f E A F f A⊂ ومنه الخاصّة .�.  
⇐� a، ولنفترض أنّ Eعنصرين من  bو aليكن  .� b≠ عندئذ يكون .\{ }b E a∈ ،

)يكون  �واستناداً إلى  ) \{ ( )}f b F f a∈  أي( ) ( )f b f a≠ والتابع .f .ٌمتباين  ú  
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Jلتكن  10. التمرينE وF  مجموعتين غير خاليتين، وليكن التطبيق:f E F→.  
   : فلدينا، Fمن  Bو Aكانت اموعتان الجزئيّتان غير الخاليتين أياًّ  أثبت أنهّ  1.

�  1 1( ) ( )A B f A f B− −⊂ ⇒ ⊂.  
�  1 1 1( ) ( ) ( )f A B f A f B− − −∪ = ∪،  

1  و 1 1( ) ( ) ( )f A B f A f B− − −∩ = ∩.  
�  ( )1 1( \ ) \f F A E f A− −=،   

)  و ) ( ) ( )1 1 1\ \f A B f A f B− − −=.  

)1:  ، فلديناEمن  Aأياً كانت اموعة الجزئيّة غير الخالية  �2. ( ))A f f A−⊂.  
  إذا وفقط إذا  متباينٌ  fأثبت أنّ التطبيق  �

1, ( ( ))A E A A f f A−∀ ⊂ ≠ ∅ ⇒ =  
)1:  ، فلديناFمن Aأياً كانت اموعة الجزئيّة غير الخالية   �3. ( ))f f A A− ⊂.  

  : غامر إذا وفقط إذا تحقّق الشّرط fطبيق أثبت أنّ الت �
( )1, ( )A F A A f f A−∀ ⊂ ≠ ∅ ⇒ =  

  الحـل

  في الحقيقة، �1.

( ) ( ) ( ) ( )1 1( ) ( ) ( ) ( )
A B

x f A f x A f x B x f B

⊂
− −∈ ⇔ ∈ ⇒ ∈ ⇔ ∈  

1وهذا يبرهن صحّة الاقتضاء  1( ) ( )A B f A f B− −⊂ ⇒ ⊂.  

  في الحقيقة، لدينا �1.
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( )

1

1 1

1 1

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

x f A B f x A B

f x A f x B

x f A x f B

x f A f B

−

− −

− −

∈ ∩ ⇔ ∈ ∩

⇔ ∈ ∧ ∈

⇔ ∈ ∧ ∈

⇔ ∈ ∩

  

  إذن 
1 1 1( ) ( ) ( )f A B f A f B− − −∩ = ∩  
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  وكذلك
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( )

1

1 1

1 1

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

x f A B f x A B

f x A f x B

x f A x f B

x f A f A

−

− −

− −

∈ ∪ ⇔ ∈ ∪

⇔ ∈ ∨ ∈

⇔ ∈ ∨ ∈

⇔ ∈ ∪

  

  إذن 
1 1 1( ) ( ) ( )f A B f A f B− − −∪ = ∪  

  في الحقيقة، لدينا �1.
( ) ( ) ( )

( ) ( )
1

1 1

( \ ) ( ) \ ( )

( ) \ ( )

x f F A f x F A f x A

x f A x E f A

−

− −

∈ ⇔ ∈ ⇔ ∉

⇔ ∉ ⇔ ∈
  

1إذن  1( \ ) \ ( )f F A E f A− −=.  
  

  ومن جهة ثانية
( )

( )
1 1 1 1

1 1 1 1

( \ ) ( \ ) ( ) ( \ )

( ) \ ( ) ( )\ ( )

f A B f A F B f A f F B

f A E f B f A f B

− − − −

− − − −

= ∩ = ∩

= ∩ =
  

  عندئذ Eمجموعة جزئيّة غير خالية من  Aلتكن  �2.
1( ) ( ) ( ( ))x A f x f A x f f A−∈ ⇒ ∈ ⇒ ∈  

)1وعليه فإنّ  ( ))A f f A−⊂.  
  

)متباينٌ ولنبرهن صحّة الشرط  f. لنفترض أنّ الاقتضاء الأوّل �2. )I التالي  
1, ( ( ))A E A A f f A−∀ ⊂ ≠ ∅ ⇒ =  

)1عنصراً من  x. وليكن Eمجموعة جزئيّة غير خالية من  Aلتكن  ( ))f f A−  عندئذ يكون
( )f x  عنصراً من( )f A  فيوجدa  فيA  قيحُق( ) ( )f a f x= ّولكن ،f  متباينٌ، إذن

x a= ّوعليه فإن ،x A∈ ّ1. وهكذا نكون قد أثبتنا أن( ( ))f f A A− ، وهذا يبرهن ⊃
( )I  2.إذا استفدنا من نتيجة السؤال�.  
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). لنفترض صحّة الشرط الاقتضاء الثاني )I  ّولنبرهن أنf .ٌمتباين  
1. ولنفترض أنّ Eعنصرين من  2xو 1xليكن  2( ) ( )f x f x=عندئذ يكون ،  

( )
( )

1
2 1 1({ } { }x f f x x−∈ =

I

  
1أنّ عني وهذا ي 2x x=ومن ثمَّ يكون التابع ، f .ًمتباينا  

  عندئذ Fمجموعة جزئيّة غير خالية من  Aلتكن  �3.
( ) ( )

( ) ( )( )
( )

1 1( ( )) ( ), ( )

, ( ) ( )

y f f A x f A f x y

x E f x A f x y

y A

− −∈ ⇒ ∃ ∈ =

⇒ ∃ ∈ ∈ ∧ =

⇒ ∈

  

)1وعليه فإنّ  ( ))f f A A− ⊂.  

)غامرٌ ولنبرهن صحّة الشرط  f. لنفترض أنّ الاقتضاء الأوّل �3. )S التالي  
1, ( ( ))A F A A f f A−∀ ⊂ ≠ ∅ ⇒ =  

من  xعنصرٌ  عندئذ يوجد Aعنصراً من  y. وليكن Fن مجموعة جزئيّة غير خالية م Aلتكن 
E يحُقّق ( )f x y= ونستنتج من كون ( )f x A∈  ّ1 أن( )x f A−∈يكون  ، وعليه

1( ) ( ( ))f x f f A−∈، 1 أو( ( ))y f f A−∈ . صحة الاحتواء وهكذا نكون قد أثبتنا 
1( ( ))A f f A−⊂ وهذا يبرهن ،( )S  3.إذا استفدنا من نتيجة السؤال�.  

). لنفترض صحّة الشرط الاقتضاء الثاني )S  ّولنبرهن أنf .ٌغامر  
}1ا كان مّ ـ. لFعنصراً من  yليكن  } ( ({ }))y f f y−=  استنتجنا أنهّ يوجدx  في

1({ })f y−  يحُقّق( )f x y= وهذا يبرهن أنّ التطبيق .f .ٌغامر  ú  
  

Jيهدف التمرين إلى إثبات مبرهنة  11. التمرينBernstein الآتية:   

f:باينان تطبيقان مت دَ جِ إذا وُ  E F→ و:g F E→  مجموعتين بين
  .Fو Eتقابل بين  كان هناك،  Fو Eغير خاليتين 
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f:مجموعتين غير خاليتين، وليكن  Fو Eلتكن إذن  E F→ و:g F E→ 
hتطبيقين متباينين، ولنعرّف  g f=   واموعات �

{ }

\ ( )

, ( )

M

R E g F

M E R h M M

A M
∈

=

= ⊂ ∪ ⊂

=
H

H

∩

   

Eتحقّق أنّ  1. ∈ H وA ∈ H ّثمُّ أثبت أن . : ( ),M R h M∀ ∈ ∪ ∈H H.  

B\ليكن  2. E A= و( )A f A′ )و = )1B g B−′ =.  
) تحقّق أنّ  � )R h A A∪ B\وأنّ  ،= F A′ ′=.  
f:طبيقانليكن الت � A A′ g:و →′ B B′ ′  gو fطبيقين مقصورَي الت →

f من . أثبت أنّ كلاًّ بالترتيب gو ′   طبيقتقابل، وأنّ الت ′

1

( ) :
: ,  

( ) :

f x x A
E F x

g x x B−

 ′ ∈ϕ →  ′ ∈
֏  

  تقابلٌ. ثمُ استنتج المطلوب.
  الحـل

)كان   لـمّا 1. )h E E⊂ وR E⊂  ّاستنتجنا أنE ∈ H.  موعة   لـمّاوكانت اR  محتواة
Rتجنا أنّ ناست Hمن  Mفي جميع اموعات  A⊂ كان  لـمّا، وكذلك  

, ( ) ( )M h A h M M∀ ∈ ⊂ ⊂H  
)استنتجنا أنّ أنّ  )h A A⊂ َّومن ثم ،( )R h A A∪ Aأي  ⊃ ∈ H.  

�. ولنعرّف Hمجموعة من  Mلتكن  ( )M R h M= �R. عندئذ من الواضح أنّ ∪ M⊂ .
�Mاستنتجنا أنّ  H تنتمي إلى Mولأنّ  M⊂ومنه ،� �( ) ( )h M h M M⊂ . وبالنتيجة ⊃

� �( )R h M M∪ �M، إذن ⊃ ∈ H ّوهكذا نكون قد أثبتنا أن . :  
, ( )M R h M∀ ∈ ∪ ∈H H.  

Aا كان مّ ـل �2. ∈ H  ّاستنتجنا أن( )R h A A∪ ، ومن جهة أخرى فإنّ ⊃
( )R h A∪ ∈ H  إذن( )A R h A⊂ من  Mمحتواة تعريفاً في جميع اموعات  Aلأنّ  ∪

H.  إذن( )R h A A∪ = .  
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  جهة ثانية، لنلاحظ أنّ ومن 
1 1 1( ) ( \ ) \ ( )B g B g E A F g A− − −′ = = =  

  ولكن
( ) ( )

( )
( )( )

( )
( )
( )
( )
( )

1( ) ( )

( ) ( )

( )

, ( ) ( )

, ( ) ( ( ))

, ( )

( )

( )

\ ( )

:

( )

x g A g x A

g x R h A

g x h A

a A g x h a

a A g x g f a

a

R h A A

R E g F

h g f

g E F

A f A

A x f a

x f A

x A

−∈ ⇔ ∈

⇔ ∈ ∪

⇔ ∈

⇔ ∃ ∈ =

⇔ ∃ ∈ =

⇔ ∃ ∈ =

⇔ ∈

′⇔

∪

′ =∈

=

=

= �

O

¤

¤

¤
¤

¤

  

)1وعليه  )A g A−′ B\و = F A′ ′=.  

f متباينٌ، إذن التطبيق f التطبيق نعلم أنّ  ،ةفي الحقيق   �2. متباينٌ أيضاً. ولأنّ  ′
( ) ( )A f A f A′ ′= fاستنتجنا أنّ التطبيق  = f غامرٌ. وعليه نرى أنّ التطبيق ′ ′ 

  ل.تقاب

gونجد وضوحاً أنّ التطبيق  � Bتطبيقٌ متباينٌ من  ′ g. بقي أن نتوثق أنّ Bإلى  ′ ′ 
\التي تساوي  Rغامرٌ. ولكن نعلم أنّ اموعة  ( )E g F  محتواة فيA  إذن يجب أن

)تحوي متممتُها  )g F  َمةمتمA  أيB ومنه .( )B g F⊂. فإذا كانy صراً من عن
B  ٌوُجِدَ عنصرx في F  قيحُق( )g x y=.  لأنّ وy B∈  ّاستنتجنا أن

1( )x g B B− ′∈ )، ومنه = )g x y′ gتطبيق . فال= غامرٌ. وهكذا نرى أنّ  ′
gالتطبيق  تقابل أيضاً. ′

)من الواضح أنّ  � )A Aϕ )و =′ )B Bϕ Eولأنّ  =′ A B=  استنتجنا أنّ  ∪

( ) ( ) ( ) ( )E A B A B A B Fϕ ϕ ϕ ϕ ′ ′= ∪ = ∪ = ∪ =  
  .غامرٌ  ϕق فالتطبي

  

 متباينgأي
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xيحُققان  Eعنصرين من  yو xليكن  y≠: ولنناقش الحالات التالية .  

	 x A∈ وy B∈عندئذ . ( )x Aϕ )و ∋′ )y Bϕ  ومن ثمَّ  ،∋′

( ) ( )x yϕ ϕ≠. 
	 x B∈ وy A∈عندئذ . ( )x Bϕ )و ∋′ )y Aϕ  ومن ثمَّ  ∋′

( ) ( )x yϕ ϕ≠.  
	 x A∈ وy A∈هنا التابع . f )متباينٌ إذن  ′ ) ( )f x f y′   ومنه ≠′

( ) ( )x yϕ ϕ≠.  
	 x B∈ وy B∈1 . هنا التابعg 1متباينٌ إذن  ′− 1( ) ( )g x g y− −′ وهذا  ≠′

 أيضاً يثبتُ أنّ 

( ) ( )x yϕ ϕ≠.  
وأنجزنا  Fو Eبين  ϕ. ونكون بذلك قد أوجدنا تقابلاً هو متباينٌ  ϕإذن التطبيق 

  ú  البرهان.

Jإنّ نقول  12. التمرين موعة اA  ّمجموعة الأعداد الطبيعية  منها إلىإذا وُجِدَ تقابلٌ  قابلة للعد
ℕ.  

 Bأو قابلة للعدّ. واستنتج أنهّ إذا كانت  تكون منتهيةً  ℕ أثبت أنّ كل مجموعة جزئيّة من 1.
  . منتهية أو قابلة للعدّ  A ، كانتBمجموعة جزئيّة من  Aمجموعة قابلة للعدّ و

  أثبت أنّ التطبيق 2.
( ) ( ): , , 2 2 1 1nf n m m× → + −ℕ ℕ ℕ ֏  

ℕ× واستنتج أنّ اموعة ،تقابل ℕ .ّقابلة للعد  
  للعدّ.قابلة  مجموعات قابلة للعدّ مجموعةٌ من اجتماعَ جماعة منتهية أو قابلة للعد  أثبت أنّ  3.
  قابلة للعدّ. ℚا سبق أنّ مجموعة الأعداد العاديةّ استنتج ممّ  4.
إلى مجموعة أجزائها.  A امر منغخالية، أثبت أنهّ لا يوجد تطبيق مجموعة غير  Aلتكن  5.

  غير قابلة للعدّ. ℕ استنتج أنّ مجموعة أجزاء ثمُّ 

  

  الحـل
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 ج تطبيقاً . نعرّف عندئذ بالتدريغير منتهية N ولنفترض أنّ . ℕمن  مجموعة جزئيّة N لتكن 1.
ϕ  منℕ إلى N  : كما يلي  

(0) minϕ = N      و( ), ( 1) min ] [( ),n n nϕ ϕ ∞∀ ∈ + = +Nℕ ∩  
[(هذا التعريف صحيح لأنّ  [( ,nϕ∩ +∞N خالية من  جزئيّة غير مجموعةℕ وذلك بسبب ،

في الحقيقة لأنهّ  متباينٌ ذا الأسلوب تطبيقٌ  المعرّف ϕالتطبيق  غير منتهية.مجموعة  Nأنّ  افتراض
)، وهذا يقتضي أنّ متزايدٌ تماماً  )ϕ ≥ℓ ℓ  أياً كانℓ  منℕ )لماذا ؟(.   
}. اموعة Nعنصراً من  k. ليكن غامرٌ  ϕلنثبت أنّ  : ( ) }j j kϕ∈ ≤ℕ  ّغير خالية لأن

)لأنّ  kينتمي إليها. وهي محدودة من الأعلى بالعدد  0 ) kj j kϕ ≤ ⇒  . ليكن إذن≥
})max{ : (j kjϕ∈= ≤ℕℓ  

)(إذا كان  kϕ <ℓ  ّاستنتجنا أن( [),]k ϕ∈ ∩ ∞+N ℓ ّونتج من ذلك أن ،
1( ) kϕ + ≤ℓ  تعريف بناءً علىϕ وهذا يناقض اختيارنا للعدد ،ℓ .إذن )( kϕ =ℓ ،
  .قابلة للعدّ  Nاموعة و ، Nو ℕبين  تقابلٌ  فهوغامرٌ.  ϕوالتطبيق 

قابلة للعدّ. عندئذ يوجد تقابل  Bمجموعة جزئيّة من مجموعة  Aوبوجه عام، لتكن 
:f B→ℕ موعة1، فتكون ا( )f A−=N  مجموعة جزئيّة منℕإذن .  

: منتهية وهناك تقابلٌ  Nإمّا أن تكون  � nϕ → Nℕ فيكون . 

: , ( ( ))n A k f nϕ ϕ→ɶ ℕ ֏ 

 منتهية. A، واموعة Aو nℕتقابلاً بين 

ϕ:قابلة للعدّ، وهناك تقابلٌ  Nوإمّا أن تكون � → Nℕ فيكون .f ϕ�  تقابلاً بينℕ 
  قابلة للعدّ. A، واموعة Aو

)متباينٌ. ليكن  fلنثبت أنّ  2. , )n m و( , )n m′ ℕ×عنصرين من  ′ ℕنفترض أنّ ، ول  
( , ) ( , )f n m f n m′ ′=  

2عندئذ يكون لدينا  (2 1) 2 (2 1)n nm m′ ′+ = n. فإذا كان+ n أمكننا دون الإقلال  ≠′
nمن عموميّة الإثبات أن نفترض مثلاً أنّ  n   ، وعندئذ يكون>′

2 1 2 (2 1)n nm m′− ′+ = +  
  إذ لا يمكن لعدد زوجي أن يساوي عدداً فردياًّ. خُلفٌ وهذا 
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nنستنتج أنهّ يجب أن يكون  n 2 ومن ثمَّ  =′ 1 2 1m m ′+ = mأو  + m . ومنه =′
( , ) ( , )n m n m′ ′=.  

  عرفّنا ℕعنصراً من  pنتيجة من خواص الأعداد الطبيعيّة. فإذا كان  غامرٌ، فهو fأمّا إثباتُ أنّ 

max{ : 2 | ( 1)}kn k p= ∈ +ℕ      1و 1
1

2 2n
p

m
 + = −   

  

)فيكون لدينا  , )f n m p=.  نكون قد أثبتنا أنّ وf  2تقابلٌ بينℕ وℕ ، موعة2واℕ  قابلة
. للعد  

): لتكن يكفي أن نثبت الخاصّة التالية 3. )k kA ∈ℕ  ًجماعة  من  مكوّنةً  ،مجموعةُ أدلتّها قابلة للعد
 .موعة مجموعات قابلة للعدعندئذ تكون اk kA A∈= ℕ∪  .قابلة للعد  

k:يوجد تقابلٌ  ℕمن  kمهما تكن  kAϕ →ℕ 2. ليكن:f →ℕ ℕ  التقابل الذي
  : رسناه في الطلب السابق. نعرّف عندئذ التطبيقد

{ }: , ( ) min ( , ) : ( )k k
k

A x f k n x nψ ψ ϕ
∈

→ = =
ℕ
∪ ℕ  

)في الحقيقة، لنفترض أنّ  متبايناً. ψفيكون التطبيق  ) ( )x yψ ψ=  ولتكنp  هذه القيمة
)المشتركة، عندئذ يوجد  , )k n  2فيℕ  يحُقّق( , )f k n p= وعندئذ يكون .( )kx nϕ= 

)و )ky nϕ=  أيx y=.  
)هي  ةمجموعة جزئيّ إلى  A من إذن أنّ هناك تقابلاً  نستنتج )Aψ  منℕ . ّموعة ولأنا( )Aψ 

  نفسها قابلة للعدA . استنتجنا أنّ  ،ابلة للعد استناداً إلى نتيجة الطلب الأوّلق

  . عندئذ تكون اموعة ℕ∗من  nلتكن  4.

{ }:k
n n
A k= ∈ ℕ  

n. نستنتج إذن أنّ ℕو nAبين  قابلة للعد لأنّ هناك تقابلاً واضحاً   nA+ ∈= ℕℚ  مجموعة ∪
أيضاً قابلة للعد. وعليه  ℚ−استنتجنا أنّ  ℚ−و ℚ+بين  اً واضح لة للعد. ولأنّ هناك تقابلاً قاب

+تكون اموعة  −= ∪ℚ ℚ ℚ .قابلة للعد  
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:مجموعة غير خالية، ولنفترض أنّ  A لتكن 5. ( )f A P A→  تطبيق غامرٌ منA  إلى
} مجموعة أجزائها. عندئذ نعرّف اموعة }: ( )x A x f xΩ = ∈ غامراً  fكان   لـمّا. ∌

)يحقّق  Aفي  ωوجدنا عنصراً  )f ω = Ω ناقش حالتين :ن. وهنا  
ωفي حالة  � ∈ Ω  يكون لدينا( )fω ω∉  تبعاً لتعريفΩ الخاصّة ، وهذا يناقض

( )f ω = Ω. 
ωوفي حالة  � ∉ Ω  يكون لدينا( )fω ω∈  تبعاً لتعريفΩالخاصّة ناقض، وهذا ي 

( )f ω = Ω.  
)إلى  Aإذن لا يمكن إيجاد تطبيق غامرٍ من  )P A.   

)ومجموعة أجزائها  ℕنستنتج مما سبق أنهّ لا يوجد تقابلٌ بين  )P ℕ موعةفا .( )P ℕ  غير قابلة
  ú   للعدّ.

Jموعة  13. التمرين2نعرّف على ا = ×ℕ ℕ ℕ العلاقة الثنائيّة  
( ) ( ), ,x y x y x y y x′ ′ ′ ′⇔ + = +R  

  . 2ℕعلاقة تكافؤ على  R أنّ  أثبت 1.

Z=/2لتكن 2. Rℕ  مجموعة صفوف تكافؤ العلاقةR إذا كان .k عنصراً من∗ℕ  رمزنا
)بالرمز  )k+  إلى( )[ ], 0k  أي صف تكافو العنصر( ), 0k،  وبالرمز( )k−  إلى

( )[ ]0,k  أي صف تكافؤ العنصر( )0,kوبالرمز ، ( )إلى  0( )[ ]0, أي صف  0
)تكافو العنصر    أثبت أنّ  .0,0(

( ){ } ( ){ } ( ){ }: 0 :k k k k∗ ∗= + ∈ ∪ ∪ − ∈Z ℕ ℕ  
أثبت أنّه يوجد صف تكافؤ وحيد نرمز إليه بالرمز  Zصفي تكافؤ من  Bو Aليكن  3.

A B⊕ يحُقّق  
( ) ( ) ( ){ }1 1 2 2 1 2 1 2, : , , ,u v u v u u A v v B A B+ + ∈ ∈ ⊂ ⊕  

)وبين أنهّ إذا كان    )[ ]1 2,A a a=  وكان( )[ ]1 2,B b b=  كان  
( )[ ]1 1 2 2,A B a b a b⊕ = + +  

)ثمُّ أثبت أنّ    ),⊕Z .زمرة تبديليّة  
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  الحـل

  : علاقة تكافؤ نلاحظ ما يلي Rلإثبات أنّ  1.

xكان جمع الأعداد الطبيعيّة تبديليّاً استنتجنا أنّ   لـمّا � y y x+ =  أي +
( , ) ( , )x y x yR  أياً كان( , )x y  2منℕ  

 انعكاسيّة. Rوهذا يعني أنّ 

)إذا كان  � , ) ( , )x y x y′ ′R  أيx y y x′ ′+ = xأو  + y y x′ ′+ = أي إنّ  +
( , ) ( , )x y x y′ ′ R  والعلاقةR .ّتناظرية 

)إذا كان  � , ) ( , )x y x y′ ′R و( , ) ( , )x y x y′ ′ ′′ ′′R  كان 

x y y x′ ′+ = xو    + y y x′ ′′ ′ ′′+ = +  
  نجد وبجمع هاتين المساواتين طرفاً إلى طرف

x y x′ ′+ + y y x y′′ ′ ′+ = + + x ′′+   
)ومنه  , ) ( , )x y x y′′ ′′R  إنّ العلاقةأي R ّوبذا نكون قد أثبتنا أنّ  .متعديةR  علاقة

  تكافؤ.

)]ليكن  2. , )]a b  صفّ تكافؤ العنصر( , )a b  2منℕ : ولنتأمّل الحالات التالية  
aحالة  � b= في هذه الحالة يكون .( , ) (0, 0)a b R  َّومن ثم[( , )] (0)a b =. 
aحالة  � b> في هذه الحالة يكون .( , ) ( , 0)a b a b−R  ثمَّ ومن 

[( , )] ( )a b a b= −. 
aحالة  � b< في هذه الحالة يكون .( , ) (0, )a b a b−R  َّومن ثم 

[( , )] ( ( ))a b b a= − −. 
  إذن 

{ } { } { }( ) : {0} ( ) :k k k k∗ ∗= + ∈ ∪ ∪ − ∈Z ℕ ℕ  
  لأنّ الاحتواء الآخر محقّق وضوحاً.

1نّ لنفترض أ3. 2[( , )]A a a= 1و 2[( , )]B b b=. 1 وليكن 2( , )u u  ًصف  منعنصرا
1و A التكافؤ 2( , )v v  ًصف التكافؤ  منعنصراB عندئذ .  

1 2 2 1u a u a+ = 1و    + 2 2 1v b v b+ = +  
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  ومن ثمَّ 

1 1 2 2 2 2 1 1u v a b u v a b+ + + = + + +  
1أو  1 2 2 1 1 2 2( , ) [( , )]u v u v a b a b+ + ∈ + + .  

1وهكذا نكون قد أثبتنا أنّ صف التكافؤ  1 2 2[( , )]a b a b+ يضمّ جميع العناصر التي تُكتب  +
1بالشكل  1 2 2( , )u v u v+ 1حيث  + 2( , )u u  منA 1و 2( , )v v  منB أي .  

1 2 1 2 1 1 2 2[( , )] [( , )] [( , )]a a b b a b a b⊕ = + +  
 إذن نستنتج دون عناء أنّ البنية .عنصراً حيادياًّ  0جمع الأعداد الطبيعيّة تبديلي وتجميعي ويقبل العدد 

( ),⊕Z  صف تكافؤ  ثمُّ عنصراً حيادياًّ.  (0)تبديليّة وتجميعيّة وتقبل 1إنّ لكل 2[( , )]A a a= 
)نظيرٌ في  ),⊕Z  2هو صفّ التكافؤ 1[( , )]A a a′ ). إذن = ),⊕Z .زمرة تبديليّة  ú  

)لقد استعرضنا في هذا التمرين طريقة لإنشاء زمرة الأعداد الصحيحة  .ملاحظة ���� , )+ℤ  ًانطلاقا
)من البنية  , )+ℕ.  

Jاحسب بدلالة  14. التمرينn اميع ا( )
1

np p
n k
S k

=
} في حالة ∑= }1, 2, 3p ∈.  

  الحـل

(1)لحساب اموع  �
1

n

n k
S k

=
لم ايمكننا أن نستفيد من الطريقة التي اقترحها الع ∑=

 لوب مرتّين كما يلي :عندما كان في التاسعة من عمره. نكتب اموع المط Gauss الألماني الرياضي

 
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1

1

1 2 1

1 2 1

2 1 1 1 1

n

n

n

S n n

S n n

S n n n n

= + + + − +

= + − + + +

= + + + + + + + +

+
⋯

⋯

⋯
  

2(1)فنستنتج أنّ  ( 1)nS n n= (1)ومنه . + ( 1)

2n

n n
S

+
=.  

(2)أمّا لحساب اموع  � 2

1

n

n
k

S k
=

 :فيمكننا أن نبدأ بملاحظة ما يلي ∑=

3 3 2( 1) 3 3 1k k k k+ − = + +  
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  ثمُّ جمعناها طرفاً إلى طرف وجدنا nإلى  1من  kفإذا كتبنا هذا العلاقات عندما تتحول 
 32 3 2

3

1 3 1 3 1 1

3

− = × + × +

32− 2

3

3 2 3 2 1

4

= × + × +

33−

( )

2

3

3 3 3 3 1

1k

= × + × +

+

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

3k−

( )

2

3 3

3 3 1

1

k k

n n

= × + × +

+ −

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

( ) ( ) ( )

2

3 2 1

3 3 1

1 1 3 3n n

n n

n S S n

= × + × +

+ − = × + × +

�

�

�

�

 
  أنّ  ناستنتجا

(2) 3 3 ( 1)
3 ( 1) 1

2
( 1)(2 1)

2

n

n n
S n n

n n n

+
= + − − −

+ +
=

  

  ومنه
(2) ( 1)(2 1)

6n

n n n
S

+ +
=  

(3)ولحساب اموع  � 3

1

n

n
k

S k
=

 كننا أن نبدأ بملاحظة أنّ :يم ∑=

2 2( 1) ( 1) 4k k k+ − − =  
  ومن ثمَّ 

2 2 2 2 3( 1) ( 1) 4k k k k k+ − − =  
  نستنتج أنّ  nإلى  1من  kإذن بجمع العلاقات السابقة طرفاً إلى طرف عندما تتحوّل 

2 2 (3)( 1) 4 nn n S+ =  
  أو

( )
2 2 2

(3) (1)( 1)

4n n

n n
S S

+
= =  

  ú  وهو المطلوب.
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Jاحسب بدلالة  15. التمرينn موعا  

1 1! 2 2! 3 3! !nF n n= ⋅ + ⋅ + ⋅ + + ⋅⋯  

  الحـل

  يكفي أن نلاحظ أنّ 
! ( 1)! !k k k k⋅ = + −  

  نستنتج أنّ  nإلى  1من  kطرفاً إلى طرف عندما تتحوّل إذن بجمع العلاقات السابقة 

1 1! 2 2! 3 3! ! ( 1)! 1nF n n n= ⋅ + ⋅ + ⋅ + + ⋅ = + −⋯  
  ú  وهو المطلوب.

Jأثبت صحّة ما يلي 16. التمرين   

1

1 1 3 5 (2 1) 1
2,

2 4 6 (2
.

)4 1 3 1
1

.2
4 3

1,
6

n

k

n
n

nn n

n
n k n

=

⋅ ⋅ −
∀ ≥ < <

⋅ ⋅+ +
+

∀ ≥ <∑

⋯

⋯  

  لحـلا

الخاصّة  nPلتكن  1.
  

1 1 3 5 (2 1) 1

2 4 6 (2 )4 1 3 1

n

nn n

⋅ ⋅ −
< <

⋅ ⋅+ +

⋯

⋯
  

  نلاحظ أنّ 
( ) ( )2

1 1 3 1
8 9 63 64

3 2 4 7

⋅
⇔ < < ⇔ < ∧ <

⋅
P  

  صحيحة. 2Pإذن 

2في حالة  صحيحة nPلنفترض أنّ  n≤عندئذ يكون لدينا .  

1 2 1 1 3 5 (2 1)(2 1) 1 2 1

2 2 2 4 6 (2 )(2 2) 2 24 1 3 1

n n n n

n n n nn n

+ ⋅ ⋅ − + +
< <

+ ⋅ ⋅ + ++ +

⋯

⋯
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  إلى الفرق 1Dلنرمز بالرمز و 
2 2

1

1 1 2 1

2 23 4 3 1

n
D

nn n

   +  = − ⋅      +   + +
  

  فنجد أنّ 
2

1

2 2

2

2

1 1 2 1

3 4 3 1 2 2

(3 1)(2 2) (3 4)(2 1)

(3 4)(3 1)(2 2)

0
(3 4)(3 1)(2 2)

n
D

n n n

n n n n

n n n

n

n n n

 + = −  + + + 
+ + − + +

=
+ + +

= >
+ + +

  

  إذن 

1 2 1 1
0

2 23 1 3 4

n
n

nn n

+
> ⇒ ⋅ <

++ +
  

  إلى الفرق 2D، لنرمز بالرمز وكذلك
2 2

2

1 2 1 1

2 24 1 4 5

n
D

nn n

   +   = ⋅ −     +   + +
  

  فنجد أنّ 
2

2

2 2

2

2

1 2 1 1

4 1 2 2 4 5

(4 5)(2 1) (4 1)(2 2)

(4 1)(4 5)(2 2)
1

0
(4 1)(4 5)(2 2)

n
D

n n n

n n n n

n n n

n n n

 + = ⋅ − + + + 
+ + − + +

=
+ + +

= >
+ + +

  

  وهكذا نكون قد أثبتنا أنّ 
1 1 3 5 (2 1)(2 1) 1

2 4 6 (2 )(2 2)4 5 3 4

n n

n nn n

⋅ ⋅ − +
< <

⋅ ⋅ ++ +

⋯

⋯
  

2في حالة  nPوبذا نكون قد أثبتنا صحّة  صحيحة. 1n+Pأي  n≤.  
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  الخاصّة nPلتكن  2.

1

4 3

6

n

k

n
k n

=

+
<∑  

1 نلاحظ أنّ 

7
1

6
⇔ <P  1إذنP .صحيحة  

1صحيحة في حالة  nPلنفترض أنّ  n≤عندئذ يكون لدينا .  
1

1 1

4 3
1 1

6

n n

k k

n
k k n n n

+

= =

+
= + + < + +∑ ∑  

  الآتي: إلى الفرق Dبالرمز إذن لنرمز 
4 7 4 3

1 1
6 6

n n
D n n n

 + + = + − + +   
  

  فنجد أنّ 

( )2

4 1 4 3
1

6 6
4 1 2

( 1 )
6 6

4 1 2

66( 1)

2 1 2 ( 1)

6( 1)

1
0

6( 1)

n n
D n n

n n
n n

n n

n n

n n n

n n

n n

n n

+ +
= + −

+
= + − −

+
= −

+ +
+ − +

=
+ +

+ −
= >

+ +

  

  إذن
1

1

4( 1) 3
1

6

n

k

n
k n

+

=

+ +
< +∑  

1في حالة  nPوبذا نكون قد أثبتنا صحّة  صحيحة. 1n+Pوالقضيّة  n≤.  ú  
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Jوابع أوجد جميع الت 17. التمرين:f →ℕ ℕ قالتي تحق  

  2( , ) ( ) ( ( ), )f n m mm f fn n+ = +∀ ∈ ℕ  A  
  الحـل

f: ليكن →ℕ ℕ  تابعاً يحُقّق الشرطA.   
0nبأخذ  � m= (0)نستنتج أنّ  = (0) (0)f f f+ (0)، ومن ثمَّ = 0f =. 
a(1)بالعلاقة  aلنعرّف العدد  � f= ّعندئذ نلاحظ أن . 

  , ( 1) ( ) (1) ( )n f n f n f f n a∀ ∈ + = + = +ℕ  
  

)إذن ينتج العدد    1)f n )من العدد  + )f n  بإضافةa  ّئ لنا أن نفترض أنوهذا ما يهي  
, ( )n f n an∀ ∈ =ℕ  

)لإثبات صحّة هذا الافتراض، نعرّف القضيّة � )n f n an≡ =P ونلاحظ أنّ القضيتّين .
0P 1وP  صحيحتان. وإذا كانتnP  صحيحة استنتجنا من
 أنّ  

( 1) ( ) ( 1)f n f n a an a a n+ = + = + = +  

nفي حالة  nPصحيحة أيضاً. وبذا نكون قد أثبتنا صحّة  1n+Pفالقضيّة    ∈ ℕ.  
  النمط من أخرى كلّ تابعومن جهة 

: , ( )a a n anϕ ϕ→ =ℕ ℕ ،حيث a ∈ ℕ  
  وضوحاً. إذن  Aيحُقّق الشرط 

  } { : }af aϕ= ∈ ℕ يحُقّق { : :f → Aℕ ℕ  ú  

Jاحسب بدلالة  18. التمرين( , )p n  2من∗ℕ المقادير  

{ }( )
� { }( )

{ }( )
� { }( )

1 1

1 1

1 1

1 1

( , ) card ( , , ) ( ) :

( , ) card ( , , ) ( ) :

( , ) card ( , , ) :

( , ) card ( , , ) :

nn
n kk

nn
n kk

nn
n kk

nn
n kk

U n p x x x p

U n p x x x p

T n p x x x p

T n p x x x p

∗
=

∗
=

=

=

= ∈ ≤

= ∈ =

= ∈ ≤

= ∈ =

∑
∑
∑
∑

… ℕ

… ℕ

… ℕ

… ℕ
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  الحـل

)لنلاحظ أنّ  � , ) 0U n p nإذا كان  = p> ّلنفترض إذن أن .n p≤ ولنعرّف ،
موعة :ا 

{ }1 1
( , ) ( , , ) ( ) :

nn
n kk

n p x x x p∗
=

= ∈ ≤∑U … ℕ 

)فيكون )( , ) card ( , )U n p n p= U وكذلك لتكن .( )p
nP  موعةمجموعة أجزاء اpℕ  التي

   .nعدد عناصر كل منها 
  المعرفّين كما يلي : Φو Θلنتأمّل التطبيقين 

( )
1 1 1 2 1 2: ( , ) ,( , , ) ( , , , )p

n n nn p P x x x x x x x xΘ → + + + +U … ֏ … ⋯  
  و

( )
1 2: ( , ), ( (A), ( ), , ( ))p

n nP n p A x x A x AΦ → U ֏ …  
)1تمثل الأعداد  حيث )x A 1و 2( ) ( )x A x A+ 1و …و 2( ) ( ) ( )nx A x A x A+ + +⋯ 

موعة عناصر اA بعد ترتيبها ترتيباً متزايداً تماماً. أي  

( )

( )

1

1 1 1

1 1

1

( ) min

( ) min \ ( ) ( )

( ) min \ ( ), ,

{ }

{ }( ) ( )

( ) max ( )

k k k

n n

x A A

x A A x A x A

x A A x A x A x A

x A A x A

+

−

=
= −

= −

= −

⋮

…

⋮

  

  عندئذ نتوثق مباشرة أنّ 
( )p
nP

IΘ Φ )   و    �= ),n pIΦ Θ =
U

�  

  تقابلٌ، ومن ثمَّ  Θ فالتطبيق
( )( , ) card( ( , )) card( )p p
n nU n p n p P C= = =U  

  إذن
( , ) p

nU n p C=  
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 لنعرّف اموعة : �

� ( ) { }1 1
, ( , , ) ( ) :

nn
n kk

n p x x x p∗
=

= ∈ =∑U … ℕ  
  عندئذ نلاحظ مباشرة أنّ 

�( , ) ( , )\ ( , 1)n p n p n p= −U U U  
  وعليه يكون

�card( ( , )) card( ( , )) card( ( , 1))n p n p n p= − −U U U  
  إذن

� 1
1 1( , ) n n n

p p pU n p C C C −
− −= − =  

 لنعرّف اموعة : �

( ) { }1 1
, ( , , ) :

nn
n kk

n p x x x p
=

= ∈ ≤∑T … ℕ  
  ولنتأمّل التطبيق

1 1 2: ( , ) ( , ),( , , ) (1 ,1 , ,1 )n nn p n p n x x x x xΨ → + + + +T U … ֏ …  
   فنلاحظ بسهولة أنهّ تقابل. إذن

card( ( , )) card( ( , ))n p n p n= +T U  
  أو

( )!
( , )

! !
n
n p

n p
T n p C

n p
+

+
= =

⋅
  

 لنعرّف اموعة : �

� ( ) { }1 1
, ( , , ) :

nn
n kk

n p x x x p
=

= ∈ =∑T … ℕ  
  عندئذ نلاحظ مباشرة أنّ 

�( , ) ( , )\ ( , 1)n p n p n p= −T T T  
  وعليه يكون

�card( ( , )) card( ( , )) card( ( , 1))n p n p n p= − −T T T  
   إذن

  � 1
1 1( , ) n n n

p n p n p nU n p C C C −
+ + − + −= − =  ú  
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J19. التمرين  ب عدد رؤوسه أوجد، في الحالة العامة، عدد نقاط تقاطع أقطار مضلع محدn.  

  الحـل

أقطاره. إذن عدد نقاط تقاطع أقطار من رؤوس المضلّع نقطة تقاطع قطرين من يقُابل كل أربعة رؤوس 
4رؤوسه يساوي  استثناءالمضلّع ب

nC وهكذا إذن رمزنا بالرمز .nD  إلى عدد نقاط تقاطع أقطار
 ب عدد رؤوسهمضلع محدn.  كان لدينا  

  
4

0 : 3

1 : 4

: 5

n

n

n

D n

C n n

 == = + ≥

  ú  

Jأوجد، في الحالة العامة، عدد مناطق المستوي التي نحصل عليها برسم  20. التمرينn .مستقيماً فيه  

  الحـل

0. فنلاحظ أنّ مستقيماً فيه nالمستوي التي نحصل عليها برسم  عدد مناطق nRليكن  1R = 
1و 2R مع هذه المستقيمات جميعاً،  مستقيماً  n. يتقاطع مستقيم جديد في مستوٍ رُسِمَ فيه =

1n، وعددها نقطة مختلفة. وكل قطعة من القطع المحددة على هذا المستقيم nوهي تحدد عليه  + ،
تقسم منطقة من مناطق المستوي إلى اثنتين. إذن، عند إضافة مستقيم جديد، يزداد عدد مناطق 

1nبالمقدار  nRالمستوي    . أي+
1, 1n nn R R n+∀ ∈ = + +ℕ  

  ونستنتج من ذلك أنّ 

( )0 1
1

1

,

( 1)
1 1

2

n

n k k
k
n

k

n R R R R

n n
k

−
=

=

∀ ∈ = + −

+
= + = +

∑

∑

ℕ

  

  ú  وهي النتيجة المرجوّة.



 58  وقوانين التشكيل المجموعات والعلاقات

Jكنيل 21. التمرين ( , )n r  من∗ ×ℕ ℕالرمز. نرمز ب ( , )f r n  إلى المتوسط الحسابي لأصغر
عنصراً. احسب   rالمؤلفة من  nℕ مجموعة أجزاء B ترسمعندما  Bعنصر في 

( , )f r n .بأبسط صيغة  

  الحـل

  في الحقيقة لدينا

( )
( )

1
( , ) min( )

card( ) n
r

n
B Pr

f r n B
P ∈

= ∑  

)min المقدار أخذ عنصراً  rمؤلفة من  nℕجزئيّة من ة مجموع Bإذا كانت  )B  إحدى قيم
1n اموعة r− +ℕ وإذا كان .p  1عنصراً منn r− +ℕ موعات الجزئيّة من فإنّ عدد اnℕ 

يساوي تماماً عدد اموعات الجزئيّة من اموعة  pوالتي أصغر عناصرها هو  عنصراً  rؤلفة من الم
{ 1, 2, , }p p n+ + 1rؤلفة من الم  … 1rأي  عنصراً  −

n pC −
  . وهكذا نستنتج أنّ −

1
1

1

1
( , )

n r
r
n pr

pn

f r n pC
C

− +
−
−

=

= ∑  

1 ولكن نعلم أنّ 
1

r r r
n p n p n pC C C−
− − + −= 1و − 1

1
r r r
n p n p n pC C C+ +
− − + −=   إذن، −

( )

1 1 1
1

1
1 1 1

0 0

0

1 1
1

0
1
1

( 1)

n r n r n r
r r r
n p n p n p

p p p

n r n r
r r
n p n p

p p

n r
r
n p

p

n r
r r
n p n p

p

r
n

pC pC pC

p C pC

C

C C

C

− + − + − +
−
− − + −

= = =
− −

− −
= =
−

−
=
−

+ +
− + −

=
+
+

= −

= + −

=

= −

=

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑

∑

  

  إذن
1
1 1

( , )
1

r
n

r
n

C n
f r n

rC

+
+ +

= =
+

  

  ú  وهي النتيجة المرجوّة.
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Jأثبت صحة العلاقات التالية 22. نالتمري :  

1
1

0

1
0

2

0

0 ,

( , ) , ( 1) ( 1)

( , ) , 2

n p
p p

np k
k

p
pk k p

n n
k

p
p k pk p

p q p qp q k
k

p n C C

n p C C

p q C C C

−
+
++

=

∗
−

=

−
+ ++ −

=

≤ ≤ =

∈ × − = −

∈ =

∑

∑

∑

ℕ ℕ

ℕ

  

  الحـل

    الآتية الخاصّة nPلتكن  �

{ } 1
1

0

0,1, , ,
n p

p p
p k n

k

p n C C

−
+

+ +
=

∀ ∈ =∑…  

. عندئذ في حالة nPض صحّة الخاصّة صحيحتان وضوحاً. لنفتر  1Pو 0Pالخاصّتان 
0 p n≤     لدينا ≥

1

1
0 0

1
1 1

1
2

n p n p
p p p
p k p n p p k

k k
p p
n n

p
n

C C C

C C

C

+ − −

+ + + − +
= =

+
+ +
+
+

= +

= +

=

∑ ∑
  

 والنتيجة
1

1
2

0

n p
p p
p k n

k

C C

+ −
+

+ +
=

1pصحيحة أيضاً في حالة  ∑= n= . إذن لقد أثبتنا صحّة +

1n+P . هكذا تكون الخاصّة وnP  صحيحة أياًّ كانتn  منℕ.    

1نعلم أنّ  �
1 1

k k k
n n nC C C−

− −=     إذن +

1 1
1 1( 1) ( 1) ( 1)k k k k k k

n n nC C C− −
− −− = − − −  

  نجد pإلى  0من  kوبجمع هذه المساوايات طرفاً إلى طرف عندما تتحوّل 

0 1 0 1
1 1 1

0

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
p

k k p p p p
n n n n

k

C C C C− −
− − −

=

− = − − − = −∑  
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    لنلاحظ أنّ  �

( )!

( )!

k p k
p q p q k

p q
C C

p q k

−
+ + −

+
=

+ −

( )!

!

p q k

k

+ −
⋅

⋅ ( )! !

( )! !

! ! ( )! !
p k
p q p

p k q

p q p
C C

p q p k k
+

− ⋅
+

= ⋅ =
− ⋅

  

  إذن

  
0 0

2
p p

k p k p k p p
p q p q k p q p p q

k k

C C C C C−
+ + − + +

= =

= =∑ ∑  

  ú  وهي النتيجة المرجوّة.

Jفي حالة احسب 23. التمرين ،n  منℕ،   ًّاميع  منكلاا  

0

n
k
n

k

kC
=
2  و    ∑

0

n
k
n

k

k C
=
  و    ∑

0
1

n k
n

k

C
k

=
+∑  

  الحـل

نعلم أنّ   �
0

(1 )
n

n k k
n

k

x C x
=

+ =  xإلى هذه المساواة بالنسبة طرفي . فإذا اشتققنا ∑

 استنتجنا أنّ 

  1 1

0

(1 )
n

n k k
n

k

n x kC x− −

=

+ = ∑  
  

1وذلك في حالة  n≤ 1. ومنه، بتعويضx 1، نستنتج أنّ =
0

2
n k n

nk
kC n −

=
وهي  ∑=

0nأيضاً صحيحة في حالة  =. 
 أنّ  
نستنتج من العلاقة  �

( )1 1

0

(1 ) (1 ) (1 )
n

k k n n n
n

k

kC x n x x n x x− −

=

= + = + − +∑  

2استنتجنا، في حالة  xفإذا اشتققنا طرفي هذه المساواة بالنسبة إلى  n≤ ّأن ، 

( )2 1 1 2

0

(1 ) ( 1)(1 )
n

k k n n
n

k

k C x n n x n x− − −

=

= + − − +∑  



تمرينـات   61  

1xض وبتعوي 2، نستنتج أنّ = 2 2
0

( )2
n k n

nk
k C n n −

=
= وهي أيضاً صحيحة في  ∑+

0nحالة  1nو = =. 

 وكذلك نرى أنّ  �
1 1

0 00 0

(1 ) d d
1

n n k
n k k n

n
k k

C
x x C x x

k= =

+ = =
+∑ ∑∫ ∫  

  ولكن لدينا من جهة أخرى
11 1 1

00

(1 ) 2 1
(1 ) d

1 1

n n
n x

x x
n n

+ + + − + = = + + 
∫  

  إذن
1

0

2 1

1 1

n k n
n

k

C

k n

+

=

−
=

+ +∑  

  ú  وهي النتيجة المرجوّة.

J1لتكن  24. التمرين n≤ ًّاميع التالية :. احسب كلامن ا   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , ) ( , )

card( ), card( ), card( )
n n n n nX P X Y P P X Y P P

X X Y X Y

∈ ∈ × ∈ ×

∩ ∪∑ ∑ ∑  

  الحـل

n\أي إلى  Xإلى متمّمة  cX، سنرمز بالرمز nℕمن  Xفي حالة مجموعة جزئيّة  Xℕ ونعلم .
  أنّ التطبيق

( ) ( ): ,n n cP P X Xϕ → ֏  
  تقابلٌ.

 لنلاحظ إذن أنّ  �

( ) ( )
1 card( ) card( )

n n

c

X P X P

S X X

∈ ∈

= =∑ ∑ 
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  ومن ثمَّ 

( )( )

( ) ( )

1

( )

2 card( ) card( )

(card( ) card( ))

card( ) 2

n n

n n

c

X P X P
c

X P X P
n n

S X X

X X n

n P n

∈ ∈

∈ ∈

= +

= + =

= =

∑ ∑

∑ ∑  

1وهذا يثبتُ أنّ 
1 2nS n   ، أي=−

( )

1card( ) 2
n

n

X P

X n −

∈

=∑  

يساوي  nℕوهذا يعني أنّ التوقّع الرياضي لعدد عناصر مجموعة جزئيّة مسحوبة عشوائياً من 
2

n. 

 لنلاحظ أيضاً أنّ  �

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

( , )

( , )

( , )

( , )

card( )

card( )

card( )

card( )

n n

n n

n n

n n

X Y P P

c

X Y P P

c

X Y P P

c c

X Y P P

S X Y

X Y

X Y

X Y

∈ ×

∈ ×

∈ ×

∈ ×

= ∩

= ∩

= ∩

= ∩

∑

∑

∑

∑

  

  ومن ثمَّ 

( )

( )

( )

( ) ( )

2

( ) ( )

( , )

4 (card( ) card( ) card( ) card( ))

card 2 2

n

n

n n

c c c c

X P
Y P

n n n n

X Y P P

S X Y X Y X Y X Y

n n P P n

∈
∈

∈ ×

= ∩ + ∩ + ∩ + ∩

= = × = ×

∑

∑
  

1وهذا يثبتُ أنّ 
2 4nS n   ، أي=−

( ) ( )

1

( , )

card( ) 4
n n

n

X Y P P

X Y n −

∈ ×

∩ =∑  

 nℕوهذا يعني أنّ التوقّع الرياضي لعدد عناصر تقاطع مجموعتين جزئيتّين مسحوبتين عشوائياً من

يساوي 
4

n.  
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 وأخيراً نلاحظ أنّ  �

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( , ) ( , )

( , )

1
2

card( ) ( card(( ) ))

4 card( )

4 3 4

n n n n

n n

c

X Y P P X Y P P

n c c

X Y P P

n n

X Y n X Y

n X Y

n S n

∈ × ∈ ×

∈ ×
−

∪ = − ∪

= − ∩

= − =

∑ ∑

∑  

  ومنه

( ) ( )

1

( , )

card( ) 3 4
n n

n

X Y P P

X Y n −

∈ ×

∪ =∑  

 nℕ وهذا يعني أنّ التوقّع الرياضي لعدد عناصر اجتماع مجموعتين جزئيتّين مسحوبتين عشوائياً من

3يساوي 

4

n.  لوبإثبات المطوبذا يتم.  ú 

J1كن يل 25. التمرين n≤:احسب ما يلي .  
( ) ( ){ }( )
( ) ( ){ }( )
( ) ( ){ }( )
( ) ( ){ }( )

( ) ( ){ }( )

card ( , ) : ,

card ( , ) : ,

card ( , ) :

card ( , ) : card( ) ,

card ( , ) : card( ) ,

n n
n

n n
n

n n
n n

k n n
n n

k n n
nn

X Y P P X Y

X Y P P X Y

X Y P P X Y

X Y P P X Y k k

X Y P P X Y k k

= ∈ × ⊂

= ∈ × ∩ = ∅

= ∈ × ∪ =

= ∈ × ∩ = ∈

= ∈ × ∪ = ∈

E

F

F

G

G

ℕ

ℕ

ℕ

  

  الحـل

 لتكن �
( ) ( )card({( , ) : })n n

n X Y P P X Y= ∈ × ⊂E  
 عندئذ

( ) ( )

( )

card( )

( )card( )

0 0 0

card({ : }) 2

2 2 card( ) 2

(1 2) 3

n n

n
k

Y
n

Y P Y P
n n n

nY k k k
k n

k k kY P

n n

X X Y

P C

∈ ∈

= = =∈

= ⊂ =

= = =

= + =

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

E

  

  



 64  وقوانين التشكيل المجموعات والعلاقات

)التطبيق  � , ) ( , \ )nX Y X Y֏ ℕ موعتينيعرّف تقابلاً بين ا 

{ }( ) ( )( , ) :n nX Y P P X Y∈ × ⊂   
  و

 { }( ) ( )( , ) :n nX Y P P X Y∈ × ∩ = ∅  
3nnفلهما عدد العناصر نفسه، ومنه    n= =F E. 

)التطبيق  � , ) ( \ , \ )n nX Y X Y֏ ℕ ℕ موعتينيعرّف تقابلاً بين ا 

{ }( ) ( )( , ) :n nX Y P P X Y∈ × ∩ = ∅   
  و 

{ }( ) ( )( , ) :n n
nX Y P P X Y∈ × ∪ = ℕ  

3nnفلهما عدد العناصر نفسه، ومنه    n= =F F. 

 عندئذ nℕمن  kلتكن  �

{ } { }
( )

( ) 2 ( ) 2( , ) ( ) : card( ) ( , ) ( ) :
n
k

n n

B P

X Y P X Y k X Y P X Y B

∈

∈ ∩ = = ∈ ∩ =∪  

  ومنه
{ }( )

( )

( ) 2card ( , ) ( ) :
n
k

k n
n

B P

X Y P X Y B

∈

= ∈ ∩ =∑G  

)من  Bلتكن  )n
kP ولتكن .\nA B= ℕ ئذ يعرّف التطبيق عند  

( , ) ( , )X Y X B Y B∪ ∪֏  
  بين اموعتينتقابلاً 

{ }2( , ) ( ( )) :X Y P A X Y∈ ∩ = ∅  
  و

{ }( ) 2( , ) ( ) :nX Y P X Y B∈ ∩ =  
  فلهما عدد العناصر نفسه. أي

( ) 2 card( )card({( , ) ( ) : }) 3 3n A n kX Y P X Y B −∈ ∩ = = =  
  إذن

( )3 card( ) 3nk n k n k k
n k nP C− −= =G  
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)عندئذ يعرّف التطبيق  nℕمن  kلتكن  � , ) ( \ , \ )n nX Y X Y֏ ℕ ℕ تقابلاً بين 
 اموعتين

{ }( ) 2( , ) ( ) : card( )nX Y P X Y n k∈ ∩ = − 

  و
  { }( ) 2( , ) ( ) : card( )nX Y P X Y k∈ ∪ =  

3k فلهما عددُ العناصر نفسه. إذن k k
n nC=G.  ú 

Jليكن  26. التمرينn  منℕ أوجد عدد الثلاثيّات .( ), ,x y z 3منℕ : ق ما يليالتي تحُق  
x y z n

x y z

y z x

z x y

 + + = ≤ + ≤ + ≤ +

  

  الحـل

  لشرط المعطى. ولتكن اموعةمجموعة الثلاثيّات التي تحقق ا ∆nلتكن 
2( , ) : 0

2 2 2n

n n n
D x y x x y

        = ∈ ≤ ≤ ∧ − ≤ ≤            
ℕ  

  عندئذ يعرّف التطبيق  
( ): ,( , ) , ,n nD x y x y n x yϕ → ∆ − −֏  

   .nDو ∆nتقابلاً بين اموعتين 
  لنناقش إذن حالتين :

2nحالة  � m=هنا .  
( ) ( ){ }2( , ) : 0nD x y x m m x y m= ∈ ≤ ≤ ∧ − ≤ ≤ℕ  

  ومنه

{ }( )
0

0

card( ) card :

( 1)( 2)
( 1)

2

m

n
x
m

x

D y m x y m

m m
x

=

=

= ∈ − ≤ ≤

+ +
= + =

∑

∑

ℕ
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2حالة  � 1n m=   . هنا+
( ) ( ){ }2( , ) : 0nD x y x m m x y m= ∈ ≤ ≤ ∧ − < ≤ℕ  

  ومنه

{ }( )
0

0

card( ) card :

( 1)

2

m

n
x
m

x

D y m x y m

m m
x

=

=

= ∈ − < ≤

+
= =

∑

∑

ℕ

  

  وبالنتيجة

  ( ) 1 1 1
card ( 1)

2 2 2
n

n

n n     + +    ∆ = + −         
  ú  

Jمن المعادلتينحلّ في مجموعة الأعداد الطبيعية كلاًّ   27. التمرين    

• ( 1) 4 ( 1)x x y y+ = +.  

• 1xyz x y z= + + +. 

  الحـل

 عددين طبيعيين يحُققان yو xليكن  �

( 1) 4 ( 1)x x y y+ = +  
 عندئذ

( )
2 2 2 2(4 2) (2 1) 4(4 4 1) (4 4 1)

4 4 ( 1) ( 1) 3

3

y x y y x x

y y x x

+ − + = + + − + +
= + − + +
=

  

  ومنه
(4 2 3)(4 2 1) 3y x y x+ + − + =  

4إذن  2 3y x+ . ومن ثمَّ 3يقسم العدد  3عددٌ طبيعي أكبر أو يساوي  +
4 2 3 3y x+ + من ذلك أنّ  نستنتج ℕينتميان إلى  yو xن يولأنّ العدد =

0y x= =.  

  



تمرينـات   67  

1xyz تحُققداً طبيعية اأعد zو yو xلتكن  � x y z= + + يمكننا أن نفترض، . +
0دون الإقلال من عموميّة الحل أنّ  x y z< ≤ ≤. 

2 إذا كان � x≤  كان 

4 1 3 1xyz z z x y z≥ ≥> + + + +  
1x إذن يجب أن يكونوهذا خُلفٌ،  2yz. ومن ثمَّ = y z= + +. 

3إذا كان  � y≤  كان 

3 2 2 2z z y zyz ≥ > + ≥ + +  
}يجب أن يكون  إذن }1,2y 1y، ولكن ∋ 0zيقتضي  = وهذا خُلفٌ. ومن ثمَّ  =
2y 4z. وهذا يقتضي = =. 

)إذن مجموعة الحلول  , , )x y z  3فيℕ  1للمعادلةxyz x y z= + +   هي +
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1,2, 4 , 1,4,2 , 2,4,1 , 2,1, 4 , 4,2,1 , 4,1,2  ú  

Jلتكن  28. التمرينnS  موعةمجموعة التقابلات على اnℕ.  
}احسب  1. }( )card : , ( )nS i B i iσ ∈ ∀ ∈ σ   .nℕالمحتوى في  Bاً كان أيّ  =
}ولنضع ، nℕمن  jلتكن  2. }: ( )j nA S j j= σ ∈ σ  . احسب=

1
card

n

k
k
A

=

    
∪  

}لتكن  3. }: , ( )n n nS j j j Gσ ∈ ∀ ∈ σ ≠ =ℕ احسب .card( )nG.  
  الحـل

nBفي حالة 1. ⊂ ℕ  نضع\nA B= ℕ ، نرمز بالرمز وBF  ة التباديل التي تثبت مجموعإلى
  :Bعناصر 

( ){ }: ,nS i B i iσ σ∈ ∀ ∈ =  
)وبالرمز  )AS موعةإلى مجموعة التباديل على ا Aعندئذ نرى أنّ التطبيق .  

: ( ),B AAϕ σ σ→F S ֏  
: حيث , ( )A A A k kσ σ→   ، تقابلٌ. ومن ثمَّ ֏

( ) ( ) ( ) ( )card card ( ) card( ) ! card( ) !B A A n B= = = −F S  
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}لقد عرفّنا  2. }j jA = F  في حالةj من nℕ ّونعلم استناداً إلى مبدأ الاحتواء والاستثناء أن .  

( )
( )

1

1 1

card ( 1) card
n
k

n n
k

k i
k i Bk B P

A A−

= ∈= ∈

     = −         
∑ ∑∪ ∩  

iولكن  B
i B
A

∈
= F∩ إذن  

( )

1

1 1

( )1

1

card ( 1) card( )

( 1) ( )! card( )

n

k

n n
k

k B
k k B P

n
nk
k

k

A

n k P

−

= = ∈

−

=

     = −           

= − − ⋅

∑ ∑

∑

F∪

  

  وعليه نستنتج أنّ 
1

1

1 1 1

( 1)
card ( 1) ( )! !

!

n n n k
k k

k n
k k k

A n k C n
k

−
−

= = =

  −  = − − ⋅ = ⋅   
∑ ∑∪  

}اموعة 3. }: , ( )n n nG S j j jσ σ= ∈ ∀ ∈ ≠ℕ  موعةمة اهي متم
1

n

k
k

A
=
∪ ،

  ومن ثمَّ 
1

1 0

( 1) ( 1)
card( ) ! 1 !

! !

n nk k

n
k k

G n n
k k

−

= =

   − −    = ⋅ − = ⋅         
∑ ∑  

)أنّ  ونبرهن ) !
card roundn

n
G

e

 =   
  ú  هو أساس اللوغاريتم الطبيعي. eوالعدد  

  

 

qwe  
agd  
zxc  
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  حقـل الأعـداد العقـديةّ

 aحيث  −aمع حلول القرن السادس عشر صار الرياضيّون يستعملون صيغاً صوريةّ من الشكل 
، لتمثيل حلول معادلة من الدرجة الثالثة على سبيل المثال. وبقيت هذه الأعداد عددٌ حقيقي موجبٌ 

الاستعمال دون تعريف دقيق حتى اية القرن الثامن عشر. ولم تعُطَ معنى دقيقاً حتىّ  في »المستحيلة«
  بداية القرن التاسع عشر.

  حقل الأعداد العقديةّتعريف  1.
، بطريقة وحيدة أعداداً عقديةّلتي تُسمّى تُكتبُ عناصرها، ا ℂتوجد مجموعة  تعريف :1-1.

iaبالشكل  b+ حيث a وb عددان حقيقياّن وi 2 يحُقّقi 1= . وهذه اموعة −
) يجعلان من البنية × ، والضرب+ ين هما الجمعمزوّدة بقانوني تشكيل داخلي ), ,+×ℂ 

  حقلاً نسميّه حقل الأعداد العقديةّ.
  بالعلاقتين ℂتعُطى قواعد الحساب في   

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

i i i

i i i i

i

a b c d a c b d

a b c d ac ad bc bd

ac bd ad bc

+ + + = + + +

+ × + = + + +

= − + +

  

izن عندما يكو  a b= ي عندماℂعنصراً غير معدوم من  + لا يساوي العددان  ، أ
  بالعلاقة : zالصفر في آن معاً، يعُطى مقلوب 

2 2 2 2

1
i

i

a b

a b a b a b

−
= +

+ + +
  

  إثبات وجود حقل الأعداد العقديةّ
  التاليين : × ، والضرب+ الجمعبقانوني  2ℝنزود اموعة 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

, , ,

, , ,

a b c d a c b d

a b c d ac bd ad bc

+ = + +

× = − +
  

)فنحصل على البنية  )2, ,= +×ℂ ℝ .ق الخواص المرجوّةا تحُقّالتي نتيقّن أ  

 انيالفصل الث
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 وأنّ الضرب توزيعي على الجمع. ،تبديليّان وتجميعياّن ×و + نتيقّن بالحساب أنّ القانونين �

)العنصر  � )هو حيادي الجمع، والعنصر  0,0(  هو حيادي الضرب. 1,0(

)لكل عنصر  � ),a b لنسبة إلى قانون الجمع هونظير با( ),a b− −. 

)لكل عنصر  � ),a b  مختلف عن(  نظير بالنسبة إلى قانون الضرب، لأنّ  0,0(

( ) ( ) ( )
2 2 2 2, , 1,0
a b

a b
a b a b

× − =
+ +

 

)نطابق بين العنصر  � ),0x  2منℝ  والعددx  منℝ ًمما يتيح لنا أن نكتب تجاوزا ،
⊂ℝ ℂ طابقة لا تطرح أيّ مشكلة لأن ـُوهذه الم 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

,0 ,0 ,0

,0 ,0 ,0

x y x y

x y x y

+ = +

× = ×

ℂ ℝ

ℂ ℝ

  

سواء نظرنا  ،لا يعُطي نتائج مختلفة yو xوعليه إجراء العمليّات على عددين حقيقيّين 
  .ℂ عنصرين منبوصفهما أو  ℝإليهما كعددين من 

)يمكن التعبير عمّا سبق بالقول إنّ التطبيق    ���� ): , , 0x x→ℝ ℂ ֏ϕ  ٌتشاكل 
)وصورته  ℝمن  x عنصرٍ  تباين، مما يتيح المطابقة بينحقلي م )xϕ من ℂ. 

)إذا عرفّنا  � )i )، وجدنا =0,1 )2i 1,0 1= − =  كان  yقيقي ، وأياًّ كان العدد الح−

( ) ( )( )0, 0,1 ,0 iy y y= =  
)ومن ثمَّ، أياًّ كان  ),x y  2منℝكان ، 

( ) ( ) ( ), , 0 0, ix y x y x y= + = +  
)دياًّ فيوجد عنصرٌ وحيدٌ عدداً عق zكان   إذا تعريف :2-1. ),x y  2منℝ قيحُق  

iz x y= +  
)Reأو Rezونرمز إليه بالرمز  zللعدد العقدي  الجزء الحقيقي xنسمّي  )z ونسمّي .
y للعدد العقدي  الجزء التخيّليz  ونرمز إليه بالرمزIm z أوIm( )z.  

yو  iyونقول عن عدد عقدي من الشكل  ∈ ℝّيُكتَبُ  ف. عددٌ تخيّلي صرف ، إنه كل
  مجموع عددٍ حقيقي وعددٍ تخيلّي صرفٍ.بصيغة عددٍ عقدي 
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  عقدي مُرافق عددٍ  2.
izكان   إذا .تعريف1-2. x y= ) حيثعدداً عقدياًّ  + ) 2,x y ∈ ℝ مُرافق نسمّي z 

iz المعرّف بالعلاقة zلعدد العقدي ا x y= −.  

  . تينالتالي تينصحّة المبرهن أن يثبتَ  لقارئلونترك 

  تحقق ما يلي : عدداً عقدياًّ  zكان   إذا .مبرهنة2-2.

� Re( )
2

z z
z

+
)Imو= )

2 i

z z
z

−
=. 

� ( )z z=. 

zعدداً حقيقيّاً إذا وفقط إذا كان zيكون  � z=. 

zوفقط إذا كان عدداً تخيليّاً صرفاً إذا zيكون  � z= −.  

  تحقق ما يلي : 2zو 1z أياًّ كان العددان العقدياّن .مبرهنة3-2.
� 1 2 1 2z z z z+ = +. 

� 1 2 1 2z z z z⋅ = ⋅. 

2وفي حالة  � 0z 1يكون : ≠ 1

2 2

z z

z z

  =  
. 

  طويلة عدد عقدي 3.

طويلة  zzعدداً حقيقيّاً موجباً، وأسمينا العدد  zzعدداً عقدياًّ كان  zكان   إذا .تعريف1-3.
|ورمزنا إليه  z العدد العقدي |zأي ،| |z zz=.  

izكان   إذافي الحقيقة،    a b= 2كان   + 2zz a b= ، ومن ثمَّ ℝ+وهو ينتمي إلى  +
2نجد أنّ  2| |z a b=   : الخواص التالية. ونستنتج من ذلك مباشرة +
� ( ) ( )| | 0 0z z= ⇔ =. 

� , | | | |z z z∀ ∈ =ℂ. 

� , Re | |z z z∀ ∈ ≤ℂ    و, Im | |z z z∀ ∈ ≤ℂ. 
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|2هذا وتفيدنا العلاقة  |z zz= : في التعبير عن مقلوب عددٍ عقدي غير معدوم كما يلي  

2

1
0

| |

z
z

z z
≠ ⇒ =  

 ويكون

1
| | 1z z

z
= ⇒ =  

  تحقق ما يلي : 2zو 1zأياًّ كان العددان العقدياّن  .مبرهنة 2-3.
� 1 2 1 2z z z z=. 

2وفي حالة  � 0z 1يكون : ≠ 1

2 2

z z

z z
=. 

� 1 2 1 2z z z z+ ≤  متراجحة المثلّث  . +

� 1 2 1 2z z z z− ≤  الثانية متراجحة المثلّث  . −

  الإثبات
 في الحقيقة لدينا �

2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2z z z z z z z z z z z z= = × =  

1بت النتيجة المطلوبة لأنّ الأعداد وهذا يث 2z z 1وz 2وz .أعداد حقيقيّة موجبة 

 وهنا أيضاً لدينا �

2 2
1 1 1 1 1 1 1 1

2
2 2 2 2 2 2 2 2

z z z z z z z z

z z z z z z z z

 = × = × = =  
  

  وهذا يثبتُ المطلوب.
 لإثبات هذه المتراجحة نلاحظ أنّ   �

( )( ) ( )( )

( )

2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 2 2 1 2 2

2 2
1 1 2 1 2 2

2 2
1 1 2 22Re

z z z z z z z z z z

z z z z z z z z

z z z z z z

z z z z

+ = + + = + +

= + + +

= + + +

= + +

  

  
  ومن جهة أخرى
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( )2 2 2
1 2 1 1 2 22z z z z z z+ = + +  

  إذن
( ) ( )( )2 2
1 2 1 2 1 2 1 22 Rez z z z z z z z+ − + = −  

Reفإذا لاحظنا أنّ  Re | |u u u≤   ، استنتجنا أنّ ℂمن  uأياًّ كان  ≥

( )2 2
1 2 1 2 0z z z z+ − + ≥  

  جحة المطلوبة.وهذا يُكافئ المترا

1 المساواةتتحقّق  .ملاحظة � 2 1 2z z z z+ = 1 إذا وفقط إذا كان + 2z z +∈ ℝ 
1 الشرط وهذا يُكافئ 2 2 1z z z z=. 

 بالاستفادة من المتراجحة السابقة يمكننا أن نكتب �

1 1 2 2 1 2 2z z z z z z z= − + ≤ − +  
  و

2 2 1 1 2 1 1z z z z z z z= − + ≤ − +  
1ولأنّ  2 2 1z z z z− =   استنتجنا أنّ  −

1 2 1 2z z z z− ≤ 2و     − 1 1 2z z z z− ≤ −  
1 وهذا يُكافئ 2 1 2z z z z− ≤   �  وهي المتراجحة المطلوبة.، −

  لعدد عقديزاوية عدد عقدي غير معدوم، الصيغة المثلّثيّة  4.
  رموز جديدة  1-4.

إلى مجموعة الأعداد العقديةّ التي تساوي طويلتُها الواحد. وهي زمرة جزئيّة من  Uنرمز بالرمز  �
) الزمرة الضربيّة ),∗ ×ℂ: إذ نتيقّن بسهولة صحّة الخواص التالية .  

1 ∈ U    و( ) 2, ,z z zz′ ′∀ ∈ ∈U U     1و
,z z
z

∀ ∈ = ∈U U  

  المألوفة. cos، وجيب التمام sinسنفترض أنّ القارئ على دراية بخواص تابعَيْ الجيب �
ie، رمزنا بالرمزℝ عدداً من θإذا كان  � θ  إلى العدد العقديcos i sin+θ θ  ٌوهو عدد

 .U، أي ينتمي إلى1عقدي طويلته تساوي 
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iz عندئذ، Uمن صراً عن zليكن وبالعكس،  � x y= 2 مع + 2 1x y+ . فيوجد =
cosxيحُقّق  θعددٌ حقيقي  = θ وsiny = θ. أي iz e= θ . 

]يأخذ جميع القيم في اال  cos، نعلم أنّ تابع جيب التمام في الحقيقة  ، فيوجد−1,1[
]ينتمي إلى  ϕعددٌ  ]0,πقيحُق ،cos x=ϕوعندئذ يكون لدينا .  

2 2 2 2sin 1 cos 1 x y= − = − =ϕ ϕ  
sinyفإذا كان  ���� = ϕ  أخذنا=θ ϕ  ّالإثباتوتم.  
sinyوإذا كان  ���� = − ϕ أخذنا ،= −θ ϕ  ّأيضاً في هذه الحالة. الإثباتوتم  

ieلاحظ استناداً إلى تعريفن � θ  0أنهّ في حالة=θ  يكونi 1e =θ  وهذا يتّفق مع دلالة
0الكتابة  1e   . ℝ المعروفة لدى القارئ من دراسته للتابع الأسّي المعرّف على =

−ie لقد جرت العادة أن نكتبَ  � θ دلالة على ( )ie −θ ،في حالة ∈ ℝθ.  ونرى مباشرة
)أنّ  )i ie e−=θ θ.   

  بالاستفادة من الرموز السابقة يمكننا أن نستنتج مباشرة النتيجة التالية.
  
  ، كانℝمن  θأياًّ كان العدد  .Euler أويلر دستورا .مبرهنة 2-4.

i i

cos
2

e e−+
=

θ θ

θ  و   
i i

sin
2 i

e e−−
=

θ θ

θ  
  ، كانℝمن  ϕو θأياًّ كان العددان  .مبرهنة3-4.

( )i i i

i i( ) (

.1

) .2 2,

e e e

e e k k

+× =

= ⇔ ∃ ∈ = +ℤ

θ ϕ θ ϕ

θ ϕ θ ϕ π
  

  الإثبات
  عددين حقيقيّين، عندئذ ϕو θ ليكن 1.

( )( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

i i

i

cos i sin cos i sin

cos cos sin sin i cos sin sin cos

cos i sin

e e

e

θ ϕ

θ ϕ

θ θ ϕ ϕ

θ ϕ θ ϕ θ ϕ θ ϕ

θ ϕ θ ϕ
+

× = + +

= − + +

= + + + =

  

  
iطرفي المساواة بضرب  ،ومن جهة أخرى 2. ie e=θ ϕ  بالعددi 0e− ≠ϕ نجد  
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( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

i i i 1

cos 1 sin 0

( , 2 )

e e e

k k

−= ⇔ =

⇔ − = ∧ − =

⇔ ∃ ∈ − =ℤ

θ ϕ θ ϕ

θ ϕ θ ϕ

θ ϕ π

  

  �  وهي النتيجة المرجوّة.
  يمكن التعبير عمّا سبق بالقول إنّ التطبيق  .ملاحظة   ����

( ) ( ) i: , , , e+ → ×E Uℝ ֏ θθ  
}نواته، زمري غامرٌ تشاكلٌ  }2 2 :k k= ∈ℤ ℤπ π. 

  يكن ℕ من n، أنهّ مهما تكن nبالاستفادة من المبرهنة السابقة، نبرهن، بالتدريج على العدد 
( )i i,

n ne e∀ ∈ =ℝ θ θθ  
nوهي تبقى صحيحة في حالة  ∈ ℤ 0نهّ في حالة لأn   نكتب >

( ) ( ) ( )( ) ( )( )i i i i
i

1 n
n n n ne e e e

e

−
−− − −= = = =θ θ θ θ

θ
  

  ـكُافئة التالية.وتُكتب هذه النتيجة بالصيغة الم

  ، كانℤمن  n، وأياًّ كان ℝمن  θأياًّ كان . DeMoivreدوموافر  دستور .مبرهنة 4-4.
( )cos i sin cos i sinn n n+ = +θ θ θ θ  

[عدداً من اال θليكن  .مثال 5-4. [0,2πموعلنختزل ا ، 
0

cos
n

k

S k
=

= ∑ θ .كان  لـمّا   

i

0

Re
n

k

k

S e
=

 =   
∑ θ  

i بدأنا بحساب المقدار 

0

n
k

k

e
=
∑ θ  1الذي يساوي مجموع أوّلn حدّاً من متتالية هندسيّة  +

ieأساسها  θ  ذن. إ1وهو لا يساوي  
( )i 1

i
i

0

1

1

n n
k

k

e
e

e

+

=

−
=

−
∑

θ
θ

θ
  

  
  لنُعِد صياغة هذه النتيجة كما يلي :
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( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

( )( )

2 2 2

2 2 2

2

2

i 1 i 1 i 1i 1

i i i i

i 2

2

i 2

2

1

1

2 i sin 1

2 i sin

sin 1

sin

n n nn

n

n

e e e e

e e e e

n
e

n
e

+ + − ++

−

− −
= ×

− −

+
= ×

+
= ×

θ θ θ

θ θ θ

θ

θ

θ

θ

θ

θ

θ

θ

  

  .Sومنه نجد العبارة المختزلة التالية للمجموع 
( ) ( )( ) ( )i 1

2 2
i

2

sin 1 cos1
Re

sin1

n n ne
S

e

+  +− = =  − 

θ θ θ

θ θ
  

ئذ تساوي طويلةُ العدد عند عدداً عقدياًّ غير معدوم. zليكن   
| |

z

z
 θالواحد، فيوجد عددٌ  

iيحُقق  ℝمن 

| |

z
e

z

θ= ومن ثمَّ يكون .  
iz re= θ   حيث   | | 0r z= >  

  الآتي. ومنه التعريف
يحُقق المساواة  θعندئذ نسمّي كل عدد حقيقي  .صفريغير  عدداً عقدياًّ  z ليكن .تعريف 6-4.

i| |z z e θ=  ًللعدد العقدي  زاويةz. 0نت وإذا كاθ  زاويةً ما للعدد العقديz  كان  

( ) { }( )i
0| | 2 :z z e k kθ θ θ π= ⇔ ∈ + ∈ ℤ  

)argونرمز عادة بالرمز    )z  إلى مجموعة زوايا العدد العقديzأي ،  
{ }0arg( ) 2 :z k kθ π= + ∈ ℤ  

}من  zه، في حالة وعلي   }\ 0∗ =ℂ ℂ ،التكافؤ التالي  يتحقّق  
( ) ( )iarg( ) | |z z z e θθ ∈ ⇔ =  

]من  θلتكن  .مثال 7-4. ]0,2π ولنحسب طويلة العدد العقدي .i1z e= + θ ّولنعين ،
  زاويةً له. في الحقيقة، 

( ) ( )2 2 2 2i i i ii
21 2cosz e e e e e−= + = + = ⋅

θ θ θ θθ θ  
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  الآتية.وهنا نناقش الحالات 
]إذا كان  � [0,∈θ π   كان( )

2
| | 2 cosz θ= و

2
arg( )zθ ∈. 

θ=إذا كان  � π   0كانz =. 

[إذا كان  � ],2∈θ π π   كان( )
2

| | 2 cosz θ= و −
2

arg( )zθ π+ ∈. 

1iنفترض أنّ  .صفريينغير عددين عقديين  2zو 1z ليكنمبرهنة.  8-4.
1 1z re= θ 

2i2و 2z r e= θ عندئذ يكون لدينا .  
( )1 2i

1 2 1 2z z r r e += θ θ   و  ( )1 21 1 i

2 2

z r
e

z r
−= θ θ  

A، نكتب ℂمن  Bو Aفي حالة مجموعتين جزئيّتين غير خاليتين  B+ وA B−  دلالة على
  ما يلي :

{ }

{ }

: ,

: ,

A B a b a A b B

A B a b a A b B

+ = + ∈ ∈

− = − ∈ ∈
  

  الآتية.وهذا يتيح لنا أن نكتب النتيجة 
  عندئذ .صفريينغير  ديينعددين عق 2zو 1z ليكن .نتيجة 9-4.

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2 1 2

1
1 2

2

arg arg arg

arg arg arg

z z z z

z
z z

z

= +

  = −  

  

  الإثبات
)لنفترض أنّ  )1 1arg z∈θ و( )2 2arg z∈θ عندئذ .  

( ) { }

( ) { }

1 1

2 2

arg 2 :

arg 2 :

z k k

z

= + ∈

= + ∈

ℤ

ℓ ℓ ℤ

θ π

θ π
  

  ومن ثمَّ نستنتج مباشرة أنّ 
( ) ( ) { }

( ) ( ) { }

1 2 1 2

1 2 1 2

arg arg 2 :

arg arg 2 :

z z k k

z z

′ ′+ = + + ∈

′ ′− = − + ∈

ℤ

ℓ ℓ ℤ

θ θ π

θ θ π
  

1كانت   لـمّاو  2+θ θ  1زاوية للعدد العقدي 2z z1، و 2−θ θ  1زاوية للعدد العقدي

2

z

z
، استنتجنا 

  �  المطلوب.
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  التابع الأسّي لمتحول عقدي 5.
xxحقيقي نفترض في هذه الفقرة أنّ خواص التابع الأسّي لمتحوّل  e֏ .معروفة  

izليكن  .تعريف 1-5. x y= )عدداً عقدياًّ،  + )( )2,x y ∈ ℝ نرمز بالرمز ،ze  أو
exp( )z  إلى العدد العقديix ye e.  

د التابع    يمُدzz e֏  التابع الأسّي المألوف إلىℂ 0، لأنهّ في حالةy لدينا  =
i 1ye zz. ونجد فيما يلي بعض خواص التابع = e֏.  

  مبرهنة  2-5.

Rezعدداً عقدياًّ، عندئذ  zليكن  � ze e=  و( )Im arg zz e∈ وبوجه خاص .
, 0zz e∀ ∈ ≠ℂ. 

)أياًّ كان  � ),z w  2منℂ   كانz w z we e e 1. وبوجه خاص =+ z
z e
e

−=. 

0zeيحُقق  ℂفي  0zيوجد  ℂ∗من  ωأياًّ كان  � = ω  حلول وعندئذ تعُطى مجموعة
zeالمعادلة  = ω  بالصيغة{ }0 2 i :z k k+ ∈ ℤπ.  

  الإثبات
izإذا كان  � x y= ) حيث + ),x y  2منℝ   كانiz x ye e e= 0xeو ⋅ . وهذا <
 يثبت الخاصّة الأولى.ما 

izإذا كان  � x y= )مع  + ),x y  2منℝو ،iw u v= ) حيث + ),u v  2منℝ  ،
 كان

( )i i i i iz w x y u v x u y v x u y v z we e e e e e e e e e e e e+ + += = = =  
  ة الثانية من كونوتنتج الخاصّ 

0 1z z z ze e e e− −= = =. 

=ireأمكننا كتابته بالشكل  صفريعدداً عقدياًّ غير  ωكان   لـمّا � θω  0معr . لنبحث <
zeإذن عن حلول المعادلة  = ω. 
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izليكن  ���� x y= )حيث  + ),x y  2منℝ ّولنفترض أن ،ze = ω  عندئذ يكون
|لدينا  |x ze e rω= = lnx، ومن ثمَّ = r=.  إذن تؤول المعادلةze = ω 

iإلى iye e= θ  ّوهذا يقتضي أن{ }2 :y k k∈ + ∈ ℤθ π فإذا عرّفنا، في حالة ،
k  منℤ المقدار ،ln i 2 ikz r k= + +θ π ّاستنتجنا مما سبق أن ، 

{ }:kz z k∈ ∈ ℤ 

k حيث kzالأعداد وبالعكس، جميع  � ∈ ℤ  هي حلول للمعادلةze = ω.  �  

  ملاحظات  3-5.
expينتج مما سبق أنّ التابع  � : , zz e∗→ℂ ℂ شاكلاً زمرياًّ من تابعٌ غامرٌ وهو يعرّف ت ֏

( ),+ℂ  إلى( ),∗ ×ℂ.  
zeونستنج أيضاً أنّ مجموعة حلول المعادلة  � = ω  0في حالة≠ω  هي  

{ }ln i : arg( )ω θ θ ω+ ∈  
إمكان تعريف تابع لوغاريتمي، كما في حالة الأعداد الحقيقيّة، لأنّ التابع الأسّي  وهذا يبين عدم

  لمتحول عقدي ليس تقابلاً.

  تطبيقات الأعداد العقديةّ في النسب المثلّثيّة 6.
  :الجمع الثيّة، فما دستورَ تُـعَدّ الأعداد العقديةّ مفيدة جدّاً في العديد من الحسابات المتعلّقة بالنسب المث
( )

( )

cos cos cos sin sin

sin sin cos cos sin

a b a b a b

a b a b a b

+ = −

+ = +
  

iإلاّ كتابة مُكافئة للجزأين الحقيقي والتخيّلي للمقدار  ia be e.  

cosتحويل المقدار  1-6. sinm nθ θ  إلى عبارة خطيّة بالنسب المثلّثية لمضاعفاتθ  

وبوجه خاصّ عند البحث عن توابع أصليّة أو مشتقّات من مراتب عليا  ،إنّ هذا التحويل مفيد عموماً 
6sinمُقترحة بتحويل الصيغة ـلصيغ من هذا النمط. لنوضّح الطريقة ال θ في الحقيقة نستفيد من .

  فنكتب أويلردستورَي 

( )
6i i

66 i i1
sin

2 i 64

e e
e e

−
−

 − = = − −  

θ θ
θ θθ  
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  وبنشر الطرف الثاني مستفيدين من دستور ثنائي الحد نجد

( )

( )

( )

6 6 i 4 i 2 i 2 i 4 i 6 i

6 i 6 i 4 i 4 i 2 i 2 i

1
sin 6 15 20 15 6

64
1
( ) 6( ) 15( ) 20

64
1
cos6 6cos4 15cos2 10

32

e e e e e e

e e e e e e

− − −

− − −

−
= − + − + − +

−
= + − + + + −

−
= − + −

θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ θ

θ

θ θ θ

  

  sinθو cosθبدلالة  sinnθو cosnθحساب  2-6.

cosللتعبير عن فمثلاً  4θ وsin4θ  بدلالةcosθ وsinθ : نبدأ بكتابة دستور دوموافر  
( )4cos i sin cos4 i sin 4+ = +θ θ θ θ  

  ين الحقيقي والتخيلي.ثمُّ بعد نشر الطرف الأيسر مستفيدين من دستور ثنائي الحد، نفصل الجزأ
  وهكذا نجد

4 2 2 4

3 3

cos 4 cos 6cos sin sin

sin 4 4cos sin 4 cos sin

= − +

= −

θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ
  

2وإذا استفدنا من العلاقة  2sin 1 cos= −θ θ وجدنا العبارة التالية للمقدارcos 4θ :  
2 4cos 4 1 8cos 8 cos= − +θ θ θ  
  ، ما يلي :sinθونجد بأسلوب مماثل، بعد إخراج العامل المشترك 

( )3sin 4 4 sin 2cos cos= −θ θ θ θ  
tanوهذا يتيح لنا أيضاً أن نوجد عبارة  4θ  بدلالةtan θإذ ننطلق من الصيغتين ،  

4 2 2 4

3 3

cos 4 cos 6cos sin sin

sin 4 4cos sin 4 cos sin

= − +

= −

θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ
  

  ونستنتج أنّ 
3 3

4 2 2 4

3

2 4

4cos sin 4 cos sin
tan

cos 6cos sin sin

4 tan 4 tan

1 6 tan tan

−
4 =

− +

−
=

− +

θ θ θ θ
θ

θ θ θ θ

θ θ

θ θ

  

4cosسط والمقام على وذلك بعد قسمة الب θ.  
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  ℂحل بعض المعادلات الجبريةّ في  7.
2zيحُقّق  z، كل عددٍ عقدي aلعدد عقدي  جذراً تربيعيّاً نسمّي  .تعريف 1-7. a=.  
لكل عددٍ عقدي غير معدوم جذران تربيعيّان وجذران تربيعيّان فقط. أحدهما نظير  .مبرهنة 2-7.

  الآخر بالنسبة إلى الجمع.
  الإثبات
iaبالشكل  a. عندئذ يكُتب صفريعدداً عقدياًّ غير  aليكن  re= θ  مع| | 0r a= > .

2نعرّف عندئذ 
i

z r e
θ

)فنجد مباشرة أنّ  = ) 2
2 2 i2 iz r e re a

θ
θ= =  zأي إنّ  =

  . aجذرٌ تربيعي للعدد 
2وإذا كان  a=ω   2كان 2 0z− =ω  أو( )( ) 0z zω ω− + فتكون مجموعة الجذور  =

}هي  aالتربيعيّة للعدد  },z z−.  �  

  أمثلة وملاحظات 3-7.
  .−aو aهما  aالجذران التربيعيّان لعدد حقيقي موجب تماماً  �
iهما  aالجذران التربيعيّان لعدد حقيقي سالب تماماً  � a− وi a− −.  
aإلاّ في حالة  aلا معنى للرمز  � +∈ ℝ.  
iaهناك أيضاً طريقة جبريةّ تفيد في حساب الجذور التربيعيّة لعدد عقدي  � = +α β . في

)Imحالة  ) 0a β= iz عددٍ  فالمطلوب تعيين ≠ x y= +  2ق يحُقz a=وهذا يُكافئ .  
2 2 2 i ix y xy− + = +α β  

  أي
2 2x y− = α       2وxy = β  

|2ونستنتج من العلاقة  | | |z a=  ّ2أيضاً أن 2 2 2x y+ = +α β ومنه  

( )2 2 21

2
x = + +α β α      2وxy = β  

  وعليه
2 2

2
x = ⋅ + +

ε
α β α    و  

2 22
y = ⋅

+ +

ε β

α β α
  

}حيث  }1,1∈ −ε.   
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)Imفي حالة  a لجذران التربيعيّان للعددوا ) 0a    حيث −zو zهما  ≠

1 Im( )
| | Re( ) i

2 | | Re( )

a
z a a

a a

  = + +   + 
  

4iفي حالة فمثلاً 
1 i

2
a e

+
= =

π  نستنتج أنّ الجذر التربيعي للعددa  الذي جزؤه الحقيقي

8iموجبٌ يساوي من جهة أولى  cos i sin
8 8

e = +
π π π ثانية ويساوي من جهة  
1

1 1 2 2 2 221 i i
12 2 2 2

1
2

   + − + + = +   +   

  

  إذن

( ) 2 2
cos

8 2

+
=

π   و   ( ) 2 2
sin

8 2

−
=

π  
  منهو  

tan 2 1
8

π  = −  
.  

0aثلاثة أعداد عقديةّ، و cو bو aلتكن  .مبرهنة 4-7.   نتأمّل المعادلة .≠
    2 0az bz c+ + =  ( )E  
2والمميز    4b ac∆ = −.  

∆0إذا كان   	 ، كانت جذور المعادلة ∆إلى جذرٍ تربيعي للعدد  δ، ورمزنا بالرمز ≠
( )E  مكوّنة من الجذرين المختلفين

2

b

a

− + δ  و
2

b

a

− − δ.  


∆0وإذا كان    )كان للمعادلة   = )E هو جذر وحيد مضاعف 
2

b

a
−.  

   الإثبات
  لنلاحظ أنّ 

2 22
2

2 22 24 4

b c b b
az bz c a z a z

a a aa a

       ∆      + + = + + − = + −                    
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  إذن
2 2

2

2 2

2 2

b
az bz c a z

a a

b b
a z z

a a

δ

δ δ

         + + = + −              
  − +  = + +       

  

  أخيراً و 

( ) ( ) ( )2 0
2 2

b b
az bz c z z

a a

− + − −
+ + = ⇔ = ∨ =

δ δ  

    �  وهذا يثبت المطلوب.

0aثلاثة أعداد حقيقيّة، و cو bو aلتكن  .نتيجة 5-7.   . نتأمّل المعادلة≠
    2 0az bz c+ + =  ( )E  
2والمميز    4b ac∆ = −.  

∆0إذا كان   	 )، كان للمعادلة< )E .جذران حقيقيّان مختلفان  

∆0وإذا كان    )كان للمعادلة   = )E .جذرٌ حقيقي وحيدٌ مضاعف  
∆0وإذا كان   � )كان للمعادلة   > )E .جذران عقدياّن مختلفان مترافقان  
0aثلاثة أعداد عقديةّ، و cو bو aلتكن  .مبرهنة 6-7. . عندئذ يحُقق العددان العقدياّن ≠

1z 2وz العلاقتين  

1 2
b

z z
a

+ = 1و      − 2
c

z z
a

=  

2إذا وفقط إذا كانا جذري المعادلة    0az bz c+ + =.  
  الإثبات
  �  الإثبات بسيطٌ نتركه تمريناً للقارئ.  

  ،aلعدد عقدي  nجذراً من المرتبة . نسمّي فريصعدداً طبيعياًّ غير  nليكن  .تعريف 7-7.
 عددٍ عقدي  كلz  يحُقّقnz a=.  

 nللواحد يساوي  n. إنّ عدد الجذور من المرتبة فريصعدداً طبيعيّاً غير  nليكن  .مبرهنة 8-7.
}وهذه الجذور هي  }{ }: 0,1, , 1k k n∈ −…ω حيث  

( ) ( )2
1exp i kk

nk = =πω ω   
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  الإثبات
=ieليكن  ϕω ρ  ،ًّعدداً عقديا+∈ ℝρ و∈ ℝϕعندئذ .  

( ) ( )

( )

( ) ( )
( )

i1 1

1 0mod2

1 ( , 2 )

2
1 ,

2
, exp i

n n n

n

e

n

k n k

k
k

n

k
k

n

= ⇔ =

⇔ = ∧ =

⇔ = ∧ ∃ ∈ =

⇔ = ∧ ∃ ∈ =

⇔ ∃ ∈ =

ℤ

ℤ

ℤ

ϕω ρ

ρ ϕ π

ρ ϕ π

π
ρ ϕ

π
ω

  

)إذن لنعرّف  )2exp i k
nk =
πω  في حالةk  منℤ  ّفنكون قد أثبتنا أن  

{ }1 :n
k k= ⇔ ∈ ∈ ℤω ω ω  

  لنبرهن أنّ 
{ } { }{ }: : 0,1, , 1k rk r n∈ = ∈ −ℤ …ω ω  

 ℤفي  rو qنستنتج وجود  nعلى  k. بإجراء قسمة إقليديةّ للعدد ℤمن  kفي الحقيقة، ليكن 
kيحُققان  qn r= 0و + r n≤ <.   

  وعندئذ يكون لدينا

( ) ( )( )
( ) ( )

2 2
exp i exp i

2 2
exp i2 i exp i

k

r

k qn r

n n

r r
q

n n

+
= =

= + = =

π π
ω

π π
π ω

  

  ا أنّ فنكون قد أثبتن
{ } { }{ }: : 0,1, , 1k rk r n∈ ⊂ ∈ −ℤ …ω ω  

  مُعاكس فهو محُقّق وضوحاً. مما يثُبت المساواة المرجوّة.ـأمّا الاحتواء ال

0بقي أن نثبتَ أنّ الأعداد  1 1, , , n−…ω ω ω  مختلفة مثنى مثنى. في الحقيقة إذا كانk وℓ ن عددي
}من اموعة  }0,1, , 1n kيحُققان  …− = ℓω ω أي  

( ) ( )2 2
exp i exp i

k

n n
=

ℓπ π  
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  يحُقق ℤفي  qفيوجد 
2 2

2
k

q
n n
= +

ℓπ π
π  

kومن ثمَّ  qn− =ℓ .  
kولكن  n− <ℓ  ّلأنk وℓ  موعةعددين من ا{ }0,1, , 1n يحُقّق  qإذن العدد  …−
1q 0qومنه  > k أو، = = ℓ.  �  

 nمجموعة الجذور من المرتبة  nU. ولتكن فريصعدداً طبيعيّاً غير  nليكن  .مبرهنة 9-7.
)للواحد. عندئذ تكون  ),n ×U  جزئيّة من زمرة( ),∗ ×ℂ ينتمي إلى   1. أي إنّ العدد

nU وجداء عنصرين من ،nU  ينتمي إلىnU ومقلوب عنصرٍ من ،nU ينتمي إلى 
nU.  

  الإثبات
  �  الإثبات تحققٌ بسيطٌ نتركه تمريناً للقارئ.  

عدداً عقدياًّ غير معدوم. إذا كان  a. وليكن فريصعدداً طبيعيّاً غير  nليكن  .مبرهنة 10-7.
0z  جذراً من المرتبةn  للعددa،   كانت مجموعة الجذور من المرتبةn  للعددa  هي

{ }0 : nz ∈ Uω ω.  
iaوإذا كان    re= θ يثح | | 0r a= للعدد  nكانت مجموعة الجذور من المرتبة   <

a  هي  
( )( ) { }{ }2exp i : 0,1, , 1n k

n n
r k nθ π+ ∈ −….  

  الإثبات
  �  الإثبات تحققٌ بسيطٌ نتركه تمريناً للقارئ.  
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  الأعداد العقديةّ في الهندسة المستوية بعض تطبيقات  8.
-Argandالمستوي العقدي، أو مستوي  Cauchy  

)متجانس  مٍ لَ عْ منسوباً إلى مَ  P نفترض المستوي ), ,O i j
� izنقرن بكل عدد  .� x y= من  +

ℂ  النقطةM  ا هيّالتي إحداثيا( ),x y علم  ـَفي الم( ), ,O i j
� هي  M ، ونقول عندئذ إنّ �

). ونكتب Mمثل للنقطة  ـُهو العدد العقدي الم z، أو إنّ zصورة العدد العقدي  )M z  أو
( ),M x y .عدد  دون تمييز بين الكتابتين ونقرن أيضاً بكلiz x y= الشعاع  ℂمن  +

U xi yj= +
	� � �

)أي الشعاع الذي مركّباته   ),x y ونكتب .( )U z
	�

) أو  , )U x y
	�

دون تمييز بين  
، وكذلك نعرّف تقابلاً ℂوحقل الأعداد العقديةّ  Pوهكذا نعرّف تقابلاً بين المستوي  الكتابتين.

  .ℂو 2ℝبين الفضاء الشعاعي 

   .Oهي نقطة المبدأ  0صورة العدد  �
) طةعدداً حقيقياًّ انتمت النق zإذا كان  � )M z  إلى محور

  .Oxالفواصل 
) عدداً تخيّلياً صرفاً انتمت النقطة z إذا كانو  � )M z  إلى

  .Oyمحور التراتيب 

)صورتان  zو zللعددين  � )M z و( )N z  .متناظرتان بالنسبة إلى محور الفواصل  

)صورتان  −zو zوللعددين  � )M z و( )P z− .متناظرتان بالنسبة إلى المبدأ  
  
  
 

uيمثّل شعاعاً  فريصعدداً عقدياًّ غير  zإذا كان  �
 . كان �

u z=
)و     � , ) arg( )i u z∈

� �  
izأي إذا كان  re= θ  كان  

u r=
)و     � , ) mod2i u θ π=

� �  
)وقد رمزنا بالرمز  , )i u

� iإلى الزاوية الموجّهة للشعاعين  �
 �uو �

  ، كانzد النقطة صورة العد Mوإذا كانت  ذا الترتيب.
OM z=     و( , ) arg( )i OM z∈

			��
  

 

x

y

( )M z

( )N z( )P z−

O i
�

j
�

 

x

y
( )zu
�

O

θ

r

i
�

j
�
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zو zأياًّ كان  � zكانت صورة العدد   ℂمن  ′ z هي  +′
OPالمعرفّة بالعلاقة  Pالنقطة  OM ON= +

			� 			� 			�
يث ح، 

M  هي صورةz وN  هي صورةz  . أي′

( ) ( ) ( )OP z z OM z ON z′ ′+ = +
										� 						� 						�

  
zو zدان وبصيغة أخرى، إذا كان العد uيمثلان الشعاعين  ℂمن  ′

uو � ′
على الترتيب  �

zمثّل العدد  z u الشعاع +′ u ′+
� �.  

مثل  Bzصورة العدد العقدي  B، وكانت Azصورة العدد العقدي  Aمثلاً، إذا كانت ف �
Bالعدد العقدي  Az z−  الشعاعAB

			�
  ل العدد العقدي ومث

2
B Az z+  النقطةM 

]منتصف القطعة المستقيمة  ]AB.  
أي  1ه عدداً عقدياًّ طويلت a. وليكن ℂ∗عدداً من  zليكن  �

a ∈ U إذن ،ia e= ϕ يثح arg( )aϕ . عندئذ ∋
Mتكون النقطة  هي  ،azصورة العدد العقدي  ، التي هي′

 ϕبزاوية  O حول Mالنقطة  النقطة التي تنتج من دوران
 . بالاتجاه الموجب

 ، كانOبالاتجاه الموجب حول  ϕبزاوية قدرها إلى الدوران  Rϕأي إذا رمزنا بالرمز 

( ( )) ( )M z M azϕ
′=R  

izفي الحقيقة، إذا كان  re= θ   كان( )iaz re += θ ϕوعليه .  
OM OM r′= )  و    = ) ( ), , mod2i OM i OM′ = +

				� 			�� �
ϕ π  

a . وليكنℂ∗عدداً من  zليكن  � k=  ُعدداً حقيقيّاً موجباً، عندئذ تكون النقطة M ′، 
ونسبته  Oبتطبيق تحاكٍ مركزه  Mالتي تنتج من  النقطةَ  ،azالعدد العقدي  صورةُ التي هي 

k.  أي إذا رمزنا بالرمزkH  إلى التحاكي الذي مركزهO 
 ، كانkونسبته 

( ( )) ( )k M z M az′=H  
izفي الحقيقة، إذا كان  re= θ   كانiaz kre= ϕ .ليهوع  

OM kOM′ =
				� 			�

.  

 

x

y
( )M z

O

θ

r

i
�

j
�

ϕ

i( )M e z′ ϕ

 

x

y

( )M z( )N z ′

( + )P z z ′

O

 

x

y
( )M z

O i
�

j
�

( )M az′
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ikeبالشكل  a. عندئذ يكُتب ℂ∗ عددين من aو zوبوجه عام، ليكن  � ϕ يثح k 
∗من 

+ℝ  وarg( )aϕ M، عندئذ تكون النقطة ∋ صورة العدد العقدي  ، التي هي′
az ، هي النقطة التي تنتج منM طبيق تحاكٍ مركزه بتO  ونسبتهk  يليه دوران بالاتجاه

 . أيϕوزاويته  Oالمباشر مركزه 

( ( )) ( )k M z M azϕ
′=R H
  

 هما التحويلان الهندسياّن المعرفّان في النقطتين السابقتين. و Rϕحيث   

 التحويلات الهندسيّة الشهيرةبعض 

  الانسحاب �
vليكن 
vشعاعه  انسحاباً  . نسمّيPشعاعاً في المستوي  �

  التحويل الهندسي �
( ): ,v vM M M ′→ =T P P T� �֏  

Mو OMهي النقطة المعينّة بالعلاقة  ′ OM v′ = +
				� 			� �.  

 zكان و  ،�v العقدي الذي يمثل الشعاع إلى العدد bوإذا رمزنا بالرمز 
zكان   ،Mنقطة للالعدد العقدي الممثل  b+  هو العدد العقدي

)الممثل للنقطة  )vM M′ = T�.  
  عدداً عقدياًّ، وعرفّنا التطبيق bوبالعكس، إذا كان 

: , ( )b bT z z t z z b′→ = = +ℂ ℂ ֏  

) كان التطبيق الذي يقرن بالنقطة )M zالنقطة( )M z′ )هو الانسحاب الذي شعاعه  ′ )v b
�.  

  الدوران �

  التحويل الهندسي ϕوزاويته  Bمركزه دوراناً . نسمّي Pنقطة في المستوي  Ωكن تل

( ), ,: ,M R M MΩ Ω ′→ =R P P ֏ϕ ϕ  

Mو   هي النقطة المعينّة بالشرطين : ′

M M ′Ω = Ω      و( ), mod 2M M ′Ω Ω =
				�				�

ϕ π  

 

x

y

( )M z

( )M z′ ′

O

v
�
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العدد العقدي  z. عندئذ إذا كان Pمن المستوي  Ωيمثل النقطة  ω لنفترض أنّ العدد العقدي
z، وكان Mقطة الممثل للن هو العدد العقدي الممثل للنقطة  ′
( ),M MΩ′ = R ϕكان لدينا .  

( )
iz e z′ − = −ϕω ω  

   وأ
i ( )z e z′ = − +ϕ ω ω  

  وعرفّنا التطبيقعدداً حقيقيّاً،  ϕو عدداً عقدياًّ، bوبالعكس، إذا كان 
i

, ,: , ( ) ( )R z z R z e zϕω ϕ ω ϕ ω ω′→ = = − +ℂ ℂ ֏  

)كان التطبيق الذي يقرن بالنقطة  )M z النقطة ( )M z′ ) مركزهالذي  الدوران هو ′ )ωΩ وزاويته 

ϕ.  ّونلاحظ في هذه الحالة أنϕ  زاوية للعددz

z

′ −

−

ω

ω
}\من  zأياًّ كان   }ℂ ω.  

)لتكن  .ملاحظة مهمّة � )A a و( )B b و( )C c  ثلاث نقاط في المستويP  ّنفترض أن
a b≠ وc b≠  عندئذ  

( ) ( ), mod 2 arg
c b

BA BC
a b

−
= ⇔ ∈

−

			� 			�
ϕ π ϕ  

)لأنّ المساواة  ), mod 2BA BC=
			� 			�

θ π افئ تُك( ),BC A= R ϕ.  

  التحاكي �

 ، التحويل الهندسيℝ∗من kونسبته  Ωمركزه تحاكياً .نسمّي Pنقطة في المستوي  Ω لتكن
  المعرّف كما يلي :

( ), ,: ,k kM M MΩ Ω ′→ =H P P H֏  
Mو   هي النقطة المعينّة بالشرط : ′

M k M′Ω = Ω
				� 				�

  
عندئذ . P من المستوي Ωيمثل النقطة  ω لنفترض أنّ العدد العقدي

z، وكان Mالعدد العقدي الممثل للنقطة  zكان   إذا هو العدد العقدي الممثل للنقطة  ′
( ),kM MΩ′ = Hكان لدينا . ( )z k zω ω′ − = )أو ، − )z k z ω ω′ = − +.  

 

x

y

( )M z

( )Ω ω

( )M z′ ′

O

ϕ

i
�

j
�

 

x

y ( )M z

( )Ω ω

( )M z′ ′

O i
�

j
�
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  ، وعرفّنا التطبيقومعدداً حقيقيّاً غير معد kعدداً عقدياًّ، و ωوبالعكس، إذا كان 

, ,: , ( ) ( )k kH z z H z k zω ω ω ω′→ = = − +ℂ ℂ ֏  

) كان التطبيق الذي يقرن بالنقطة )M zالنقطة( )M z′ )الذي مركزه  هو التحاكي ′ )ωΩ  نسبته و
k.  

  التشابهات المباشرة �

)كل تحويل هندسي يقرن بالنقطة   تشابهاً مباشراً نسمّي  )M z النقطة ( )M z′ المعرّفة بالعلاقة  ′
z az b′ = )يث ح + ),a b ∗∈ ×ℂ ℂأي .  

: , ( )S z z S z az b′→ = = +ℂ ℂ ֏  

1aإذا كان  � M. كان = M )انسحاباً شعاعه  ֏′ )B b
	�

. 

1a إذا كان � )، توجد نقطة وحيدة ≠ )ωΩ  تبقى ثابتة عند تطبيق التحويلS  ،عليها

هي صورة العدد العقدي 
1

b

a
=

−
ω  الوحيد للمعادلة لأنّ هذه العدد هو الحل

( )S z z= ّوعندئذ نلاحظ أن . 

, ( ) ( )z S z a zω ω∀ ∈ − = −ℂ  
  :لآتيةاوهنا نناقش الحالات   

|إذا كان   | 1a iaأي  = e= ϕ )يثح ( 0mod 2≠ϕ π   كان التحويل
Mالهندسي  M  .ϕوزاويته  Ωهو الدوران الذي مركزه  ֏′

} يثح( عدداً حقيقيّاً  aوإذا كان   }( 0,1a كان التحويل الهندسي   ∌
M M  .aونسبته  Ωهو التحاكي الذي مركزه  ֏′

iaوفي الحالة العامّة، إذا كان   ke= ϕ 0 حيثk a= ، كان التحويل <
Mالهندسي  M ، rونسبته  Ωهما التحاكي الذي مركزه  ،هو تركيب تحويلين ֏′

 .ϕزاويته  Ωزه يليه الدوران الذي مرك
Mوهنا نقول إنّ التحويل الهندسي  M  Ωهو التشابه المباشر الذي مركزه  ֏′

 .ϕوزاويته  kونسبته 
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  التعامد والتوازي

1uعددين عقديين يمثّلان الشعاعين  2zو 1zليكن  .مبرهنة 1-8.
2uو �	

  على الترتيب.  �		
1uيكون الشعاعان  1.

2uو �	
مرتبطين خطيّاً، أو لهما المنحى نفسه، إذا وفقط إذا كان  �		

( )1 2Im 0z z =.  
1uويكون الشعاعان  2.

2uو �	
)متعامدين، إذا وفقط إذا كان  �		 )1 2Re 0z z =.  

  الإثبات

1u لنفترض أنّ الشعاعين 1.
2uو �	

1مرتبطان خطيّاً، إذا كان  �		 0u =
1، كان �		� 0z ومن ثمَّ  =

( )1 2Im 0z z 1كان   . وإذا= 0u ≠
2يحُقّق  kاستنتجنا وجود عددٍ حقيقي  �	� 1u ku=

		� 	� ،
2أي  1z kz=  ََ2ومن ثم

1 2 1z z k z= ∈ ℝ  أي( )1 2Im 0z z =.  

1إذا كان  وبالعكس، 2k z z=  ْض أنّ استنتجنا من الفرk  عددٌ حقيقي، ومن ثمَّ كان لدينا
2 1z kz= ɶ 2يث ح

2k k z= ∈ɶ ℝ 2، أو 1u ku=
		� 		�ɶ 1 إذن الشعاعانu

2uو �	
بطان مرت �		

  خطيّاً.

  
1 لنفترض أنّ  2. 1 1iz x y= 2و + 2 2iz x y= . عندئذ يكُتب الجداء السلّمي +

1uللشعاعين 
2uو �	

  بالشكل �		

1 2 1 2 1 2u u x x y y⋅ = +
	� 		�  

  ولكن
( )1 2 1 2 1 2 1 2 1 2iz z x x y y y x x y= + + −  

  إذن
( )1 2 1 2Reu u z z⋅ =

		� 		�  
  عليه و 

( )1 2 1 20 Re 0u u z z⋅ = ⇔ =
	� 		�  

  �  وهي النتيجة المرجوّة.
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  .معادلة مستقيم .تطبيق 2-8.

Ωكن ، وليaالتي تمثل العدد العقدي  Aلتكن النقطة  �
	�

يمثله العدد  غير معدومشعاعاً  
Ωموازياً الشعاع  Aالمستقيم المار بالنقطة  D. وأخيراً ليكن ωالعقدي 

	�
 . 

)عندئذ تنتمي النقطة  )M z  إلى المستقيمD  إذا وفقط إذا كان الشعاعانAM
				�

Ωو 
	�

 
))Imمرتبطين خطيّاً، وهذا يُكافئ  ) ) 0z a ω−  . أو =

( ) ( ) 0z a z aω ω− − − =  
  ومنه  

{ }( ) :M z z z a aω ω ω ω= − = −D 

Γ، وليكن aالتي تمثل العدد العقدي  Aلتكن النقطة  �
	�

يمثله العدد  فريصغير شعاعاً  
Γاً على عموديّ  Aالمستقيم المار بالنقطة  D. وأخيراً ليكن γالعقدي 

	�
. عندئذ تنتمي 

)النقطة  )M z  إلى المستقيمD  إذا وفقط إذا كان الشعاعانAM
				�

Γو 
	�

دين، وهذا ممتعا 
))Reيُكافئ  ) ) 0z a γ−  . أو =

( ) ( ) 0z a z aγ γ− + − =  
  ومنه  

{ }( ) :M z z z a aγ γ γ γ= + = +D 

)كان   ، إذاوبوجه عام � ),kβ  عنصراً من∗ ×ℂ ℝ  كانت مجموعة النقاط 

{ }( ) :M z z z kβ β+ =  

العدد العقدي  صورة، Aالمار بالنقطة  Dتمثل المستقيم 
22

k
a =

β

β
 ، عمودياًّ على

)الشعاع  )Γ
	�
β أو موازياً للشعاع .( )iΩ

	�
β .  

  تتمّات حول جذور المعادلات من الدرجة الثانية 9.
  نتأمّل في هذه التتمات معادلة من الدرجة الثانية

  2 0z az b+ + =  E  
|أي المقدار  z، ونبحث عن المعادلة التي تحققها طويلة Eجذرٌ للمعادلة  z نفترض أنّ  |z.  
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2cعدداً عقدياًّ يحُقّق  cليكن  � b=عندئذ .    

2 2z c az+ = −  
  إلى طرفيَ هذه المعادلة، وطرحه نجد 2czوبجمع المقدار 

( )

( )

2 2

2 2

2 2

2 2

z cz c a c z

z cz c a c z

 + + = − −
 − + = − +

  

  أو
2

2

( ) ( 2 )

( ) ( 2 )

z c a c z

z c a c z

 + = − −
 − = − +

  

  وعليه
2

2

2

2

z c a c z

z c a c z

 + = −
 − = +

  

  إذن

( )
2 2

2 2z c z c a c a c z+ + − = − + +  

  ولكن نعلم أنّ 
2 2 2 2

2 2z c z c z c+ + − = +  

  إذن

  2 2| 2 | | 2 |
0,

2

a c a c
z z b b c

− + +
− + = =�  ( )1  

  :لآتيةابذا نكون قد أثبتنا الخاصّة 

2 الثانية الدرجةجذري معادلة من  2zو 1zإذا كان  .مبرهنة 1-9. 0z az b+ +  كانو  ،=
c  ًللعدد  اً تربيعيّ  جذراb.   1كانz 2وz جذري المعادلة:  

2 | 2 | | 2 |
0

2

a c a c
z z b

− + +
− + =  
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    إنّ مميز المعادلة السابقة موجبٌ دوماً. في الحقيقة، لنضع �

2 2

2

a c a c
d

− + +
=  

    عندئذ

( )

( )
( )

22

2 2 2 2

2 2

1
2 2

4
1

2 2 2 4
4
1

4 4
2

d a c a c

a c a c a c

a b a b

= − + +

= − + + + −

= + + −

    

)يز المعادلة مم δوعلى هذا فإنّ  2الذي يعطى بالعلاقة  1( 4d bδ =   يساوي −

( )2 21
4 4 0

2
a a b bδ = + − − ≥  

  لقد وجدنا عند إثبات متراجحة المثلّث أنّ 
( ) ( )

( )0

u v u v uv

u
v

v

+

+

+ = + ⇔ ∈

 ⇔ = ∨ ∈   

ℝ

ℝ
  

  وعليه يكون
( ) ( ) ( )

( ) [ [( )
2

1
42

4
0 0 1

0 ,

b
a

a

b
a

a

δ += ⇔ = ∨ − ∈

⇔ = ∨ ∈ +∞

ℝ

  

  :تيةومنه الخاصّة الآ
2يكون لجذري المعادلة من الدرجة الثانية  .مبرهنة 2-9. 0z az b+ + الطويلة نفسها، إذا  =

  وفقط إذا تحقق الشرط 
( ) [ [( )1

420 ,
b

a
a

= ∨ ∈ +∞  

  يمكن الوصول إلى هذه النتيجة بطريقة أخرى. لنلاحظ أنّ  .ملاحظة �
2 2

2 2

( )( ) | | | |

| | | | 2 i Im( )

u v u v u v uv uv

u v uv

− + = − + −

= − +
  

2وعليه نرى أنّ  2Re(( )( )) | | | |u v u v u v− + = −.  



 تتمّات حول جذور المعادلات من الدرجة الثانية 95

|إذن  | | |u v= : إذا وفقط إذا تحقّق الشرط  
Re(( )( )) 0u v u v− + =.  

  وهذه الخاصّة تعبر عن الخاصّة الهندسيّة البسيطة التالية :
  »يكون متوازي أضلاع معيناً إذا وفقط إذا تعامد قطراه«

2 جذري معادلة من الدرجة الثانية : 2zو 1z وعليه إذا كان 0z az b+ + الشرط اللازم  ، كان=
1 والكافي لتحقق المساواة 2z z= هو أن يكون ( )( )( )1 2 1 2Re 0z z z z− +  أو =

( )( )1 2Re 0z z a−   كونَ . وهذا يُكافئ  =
0a )أو     = )1 2Re 0

z z

a

−
=  

  كونَ أو  

0a )أو      = )
2

1 2z z

a
−

−
∈ ℝ  

  بملاحظة أنّ  الخاصّة السابقة مجدّداً نجد و 

( ) ( )22
1 2 1 2 1 2

2 2

4 4
1

z z z z z z b

a a a

− + −
= = −  

)عان في القرص يق Eبافتراض أنّ جذري المعادلة  � )0,D R ّ2. نستنتج أنb R≤  ّلأن
b الجذرين. ونستنتج أيضاً أنّ  ضرب يساوي جداء    

2 2 2
0

2

a c a c
R R b

− + +
− + ≥  

    وهذا يناقض الفرْض. 2zو 1zبين  Rلأنهّ لو كان هذا المقدار سالباً لوقعت 

  وبالعكس، لنفترض أنّ 
2b R≤   2   و 2 2

0
2

a c a c
R R b

− + +
− + ≥  

1يمكننا دون الإخلال بعموميّة الإثبات أن نفترض أنّ  2z z≤ ني من الشرط الثا. عندئذ نستنتج
[أنّ  [1 2,R z z∉.  

  :هناك إذن حالتان
1Rإذا كان   z≤  ّاستنتجنا أن    

22 2
1 1 2 1 2R z z z z z b R≤ ≤ = = ≤  

1 ومنه 2z z R= ) إلى 2zو 1zالجذران ينتمي ، و = )0,D R .في هذه الحالة  
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2zوإذا كان   R≤  ّ1استنتجنا أنz 2وz  ينتميان إلى( )0,D R  .أيضاً في هذه الحالة  
  :لآتيةانكون قد أثبتنا الخاصّة  وهكذا
2 مي جذرا المعادلةينت .مبرهنة 3-9. 0z az b+ + ) إلى القرص = )0,D R يثح 

0R    ، إذا وفقط إذا تحقق الشرط :<
( ) ( )2 2 2 2

0
2

a c a c
b R R R b

− + +
≤ ∧ − + ≥  

  . وهذا الشرط يُكافئbهو جذرٌ تربيعي للعدد  cيث ح

( )2 2 2 21
| | | | 4 | | | 4 | | | 0

2
b R R a b a b R b

 ≤ ∧ − + + − + ≥   
  

   تطبيق 4-9.
2bيحُقق  R، وعدداً حقيقياًّ موجباً b نعُطى عدداً عقدياًّ  R≤ لتكن .,b RA  مجموعة قيمa 

2التي تجعل جذري المعادلة  ℂفي  0z az b+ + )يقعان في القرص  = )0,D R. أي     
{ } ( ){ }2

, : : 0 0,b R a z z az b D R= ∈ + + = ⊂A ℂ    

  . استنتجنا من الخاصّة السابقة أنّ bجذراً تربيعياًّ للعدد  cفإذا كان 

{ }2
,

2

2 2
: 0

2

: 2 2 2

b R

a c a c
a R R b

R b
a a c a c

R

− + +
= ∈ − + ≥

 +  = ∈ − + + ≤ 
   

A ℂ

ℂ

  

b,وعليه فاموعة  RA 1داخل ومحيط القطع الناقص الذي محرقاه  تشملF 2وF  هما صورتا
|الكبير يساوي ، وبعُده −2cو 2cالنقطتين  |/R b R+ .  

2فمثلاً تقبل المعادلة  1
4

0z az+ − )جذرين ينتميان إلى القرص الواحدي  = )0,1D  إذا
 iهما صورتا النقطتين  2Fو 1Fمحيط القطع الناقص الذي محرقاه  وأإلى داخل  aوفقط إذا انتمت 

  . أي إذا وفقط إذا كان5/4، وبعُده الكبير يساوي −iو
2 2 1

i :
9 25 16

x y
a x y

   ∈ + + ≤ 
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  اتـتمرين

Jليكن  1. التمرينz  عدداً منℂ:أثبت أنّ الخاصّتين التاليتين متكافئتان .  
� z .عددٌ حقيقي 

� i iz z+ = − 

  الحـل

  في الحقيقة،
2 2

2 2

i i
i i

i i

1 2Re( i) 1 2Re( i)

i i

4
Re( i)

i i

4
Im( )

i i

z z
z z

z z

z z z z

z z

z
z z

z
z z

+ − −
+ − − =

+ + −

+ − − − −
=

+ + −

−
=

+ + −

=
+ + −

  

  إذن
( ) ( )i i 0 Im( ) 0z z z+ − − = ⇔ =  

  ú  وهو التكافؤ المنشود.

| تعني المساواة .ملاحظة ���� i | | i |z z+ = )أنّ النقطة  − )M z من النقطتين تبعد عن كل 
(i)A و( i)B ]فهي تقع على محور القطعة المستقيمة البعدَ نفسه.  − ]AB .وهو المحور الحقيقي  

J4اكتب بالصيغة المثلّثيّة العددَ العقدي  2. التمرين

1 i 3
z

−
=

+
  .3z، واحسب 

  الحـل

   لنلاحظ أنّ 

( ) ( )i /3

3 3

1 i 3
cos i sin

2
e
π π πω

+
= = + =  
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2ومنه 
z

ω

−
  إذن  =

( ) ( )( )

i /3 i /3i

2 i /3 2 2
3 3

2 2

2 2 cos i sin

z e e e

e

π ππ

π π π

− −= − = ⋅

= = +
  

  ونجد مباشرة أنّ 
  3 3 2 i2 8z e π= =  ú  

J7اكتب  3. التمرينcos θ  عبارةً خطيّة بالنسب المثلّثية لمضاعفاتθ.  

  الحـل

كان   لـمّا
i i

cos
2

e eθ θ

θ
−+

  استنتجنا أنّ  =

( )

( )

( )

7
7 i i

7

7 i 5 i 3 i i i 3 i 5 i 7 i

7

1
cos

2
1

7 21 35 35 21 7
2
1

cos7 7 cos 5 21cos 3 35cos
64

e e

e e e e e e e e

θ θ

θ θ θ θ θ θ θ θ

θ

θ θ θ θ

−

− − − −

= +

= + + + + + + +

= + + +

  

  ú  وهي النتيجة المرجوّة.

Jاكتب  4. التمرينsin6

sin

θ

θ
  .cosθبدلالة  

  الحـل

  هنا نستفيد من المساواة
6 6

5 4 3 2 2 3 4 5a b
a a b a b a b ab b

a b

−
= + + + + +

−
  

aفي حالة  b≠فنكتب .  
6 i 6 i

5 i 3 i i i 3 i 5 i

i i

sin 6

sin
2 cos5 2 cos 3 2 cos

e e
e e e e e e

e e

θ θ
θ θ θ θ θ θ

θ θ

θ

θ
θ θ θ

−
− − −

−

−
= = + + + + +

−
= + +

  

  ú  وهي النتيجة المرجوّة.
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J1ليكن  5. التمرين 2( , )z z  عنصراً من∗ ×ℂ ℂمتكافئتان : . أثبت أنّ الخاصّتين التاليتين  
� 2 1, iz z∃ ∈ =ℝλ λ 

� 1 2 1 2z z z z+ = − 

  الحـل

  في الحقيقة،
2 2

1 2 1 2
1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

1 2 1 2
2

1 2

1 2 1 2 1

4Re( )

4
Re

z z z z
z z z z

z z z z

z z

z z z z

z z

z z z z z

+ − −
+ − − =

+ + −

=
+ + −

  =   + + −  

  

1ومن ثمَّ  2 1 2| | | |z z z z+ = 2يُكافئ  − 1Re( / ) 0z z ينتمي إلى  λيوجد عددٌ أي  =
ℝ  ق2يحُق 1iz zλ=.  ú  

 لقد أثبتنا الخاصّة التالية : يتساوى قطرا متوازي أضلاع إذا وفقط إذا كان مستطيلاً. .ملاحظة ����

Jليكن  6. التمرين( , )a b  2عنصراً منℂ 1 يحُقّقa b= aو  = b≠أثبت أن .  
( )

, i
z abz a b

z
a b

+ − +
∀ ∈ ∈

−
ℂ ℝ  

  الحـل

|نستفيد من أنهّ في حالة  | 1c c/1يكون  = c= .  

)عدداً عقدياًّ. ولنعرّف  zليكن  )z abz a b

a b
ω

+ − +
=

−
  عندئذ 

1 1 1

( )

1 1

( ) ( )

z z
z abz a b ab a b

a b

a b
abz z b a z abz b a

b a a b

ω

ω

 + − +  + − +  
= =

−
−

+ − + + − +
= = − = −

− −

  

ωأي  ω= iω. ومنه − ∈ ℝ.وهي النتيجة المرجوّة ،  ú  
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Jليكن  7. التمرينia e= ϕ حيث ∈ ℝϕ2:   . نتأمّل المعادلة 2 1 0z az− + =  ( )E  
zأثبت أنّ لجذري هذه المعادلة    1. zو ′ هما مقلوب الأخرى، وزاويتين احدإتين ليطو  ′′

zليكون الجذران هما عكس الأخرى. ما الشرط اللازم والكافياأحد zو ′ حقيقيين؟ وما  ′′
zالشرط اللازم والكافي ليكون الجذران zو ′   تخيليين صرفين ؟ ′′

zاحسب طويلة وزاوية كل من    2. a′ zو − a′′ −.  

  الحـل

1zفي الحقيقة،  1. z′ ′′ 1zوهذا يعني أنّ  = z′ ′′ )وأنّ  = ) ( )0 arg argz z′ ′′∈ . وهي +
  النتيجة المطلوبة.

2zونعلم من جهة أخرى أنّ  z a′ ′′+   . وعليه=
}إذا كان  � },z z′ ′′ ⊂ ℝ   كانz z′ ′′+ ∈ ℝ  أيa ∈ ℝ ّولكن نعلم من جهة أخرى أن .

| | 1a }إذن  = }1, 1a ∈ }. وبالعكس، إذا كان − }1, 1a ∈ −  قنا، بالحساب المباشر توث
zللجذرين  zو ′  في هذه الحالة، أّما حقيقيّان. وهكذا نكون قد أثبتنا أنّ  ′′

{ }( ) { }, 1,1z z a′ ′′ ⊂ ⇔ ∈ −ℝ 

}إذا كان  � }, iz z′ ′′ ⊂ ℝ   كانiz z′ ′′+ ∈ ℝ  أيia ∈ ℝ ولكن نعلم من جهة أخرى .
|أنّ  | 1a }إذن  = }i, ia ∈ }. وبالعكس، إذا كان − }i, ia ∈ توثقنا، بالحساب  −

zالمباشر للجذرين  zو ′  ّما تخيلّياّن صرفان. وهكذا نكون قد أثبتنا أنّ في هذه الحالة، أ ′′

{ }( ) { }, i i, iz z a′ ′′ ⊂ ⇔ ∈ −ℝ  
) للمعادلة حلاًّ  zليكن  2. )E  2عندئذ يكون لدينا 2( ) 1z a a− =   . ولكن−

( )( )2 i
21 2 i sin 2 sin exp ia e ϕ πϕ ϕ ϕ− = ⋅ = ⋅ +  

2وهكذا نستنتج أنّ  sinz a z a ϕ′ ′′− = − =.  
sinفي حالة  � 0ϕ  لدينا مثلاً  ≤

( )arg
2 4

z a
ϕ π

′+ ∈ )و    − )
5

arg
2 4

z a
ϕ π

′′+ ∈ − 

sinوفي حالة  � 0ϕ  لدينا مثلاً  >

( )
3

arg
2 4

z a
ϕ π

′+ ∈ )و    − )
7

arg
2 4

z a
ϕ π

′′+ ∈ − 

 ú  وهي النتيجة المرجوّة.
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Jليكن  8. التمرينt  ّعدداً حقيقيّاً موجباً. أثبت أن  

( )
1

| | 1 1
2

t
z z t z

 + = ⇒ − ≥ −   
  

  الحـل

izلنفترض أنّ  e θ=ولنضع ،  
2

2 2(1 )
1

4

t
z t z

+
∆ = − − −  

  عندئذ

( )

( )

( ) ( )( )

( )

( )

2
2 2

2
2 2 2 2

2
2

2 2 2

2

2 2 2

2 2

2 2

2

2 2

2

(1 )
cos i sin cos 1 i sin

4
(1 )

(cos ) sin (cos 1) sin
4

(1 )
1 2 cos (2 2 cos )

4

1 2 cos (1 2 )sin

cos ((1 ) ) 2 cos sin

cos (1 2 )

(1 ) cos 0

t
t

t
t

t
t t

t t t t

t t

t t

t

θ

θ θ

θ

θ

θ θ θ θ

θ θ θ θ

θ θ

θ

θ

+
∆ = − + − − +

+
= − + − − +

+
= + − − −

= + − − + +

= + − +

= + −

= − ≥

  

  وهذا يثبت أنّ 

1
1

2

t
z t z

+
− ≥ −  

  ú  .النتيجة المرجوّة وهي

  

Jمو  9. التمرين2  عاحسب ا

0 /2

( 1) 3k k k
n

k n

C
≤ ≤

  .ℕمن  n في حالة ∑−
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  الحـل

2 لنضع

0 /2

( 1) 3k k k
n n

k n

S C
≤ ≤

=   . فنجد∑−

( ) ( )

( )

2 22 2 2 1 2 1

0 2 0 2 1

2 2 2 1 2 1

0 2 0 2 1

0

Re i ( 3) i i ( 3)

Re (i 3) (i 3)

Re (i 3)

Re (1 i 3)

k kk k k k
n n n

k n k n

k k k k
n n

k n k n

k k
n

k n

n

S C C

C C

C

+ +

≤ ≤ ≤ + ≤

+ +

≤ ≤ ≤ + ≤

≤ ≤

  = + ×   
  = +   
  =    

= +

∑ ∑

∑ ∑

∑
  

  ولكن

i /31 3
1 i 3 2 i 2 cos i sin 2

2 2 3 3
e π

π π          + = + = + = ⋅                
  

  إذن

( ) ( )i /3 i /32 Re 2 Re 2 cos
3

n
n n n n

n

n
S e eπ π π   = = =      

  

  ú  وهو المطلوب.

  

Jاً كان احسب، أيّ  10. التمرينn  من∗ℕ ،وx  منℝ ًّاميع الآتية من ا، كلاا:  

  

1

1

0

1

( ) cos(2 1)

( ) 1 2 cos2

( ) cos

( ) sin

n

n
k

n

n
k

n
k

n n
k
n

k
n n

k

S x k x

T x kx

U x C kx

V x C kx

=

=

=

=

= −

= +

=

=

∑

∑

∑

∑
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  الحـل

xه في حالة لنلاحظ أوّلاً أنّ  � π∉ ℤ لدينا 

i(2 1)

1 1

i 2 i 1

1

1
i 2 i

0

( ) cos(2 1) Re

Re ( )

Re ( )

n n
k x

n
k k

n
x x k

k

n
x x k

k

S x k x e

e e

e e

−

= =

−

=

−

=

  = − =    
  =    
  =    

∑ ∑

∑

∑

  

ولكن بالاستفادة من المساواة : 
1

0

1

1

nn
k

k

a
a

a

−

=

−
=

−
1aفي حالة  ∑   ، نستنتج أنّ ≠

1 2 i i i i i
2 i

2 i i i i i
0

1 sin
( )

sin1

n nx nx nx nx nx
x k

x x x x x
k

e e e e e nx
e

xe e e e e

− −

−
=

− −
= = × = ×

− −
∑  

  ومنه
i sin sin cos sin(2 )

( ) Re
sin sin 2 sin

nx
n

nx nx nx nx
S x e

x x x

 = × = =  
  

xأمّا حالة  π∈ ℤ .فهي سهلة ونتركها للقارئ  

xه في حالة لنلاحظ أنّ  � π∉ ℤ لدينا 

2 i 2 i

1 1
2

2 i 2 i 2 i( ) 2 i 2 i

0

( ) 1 2 cos2 1 ( )
n n

kx kx
n

k k
n n n

kx nx k n x nx kx

k n k n k

T x kx e e

e e e e e

−

= =

− + −

=− =− =

= + = + +

= = ⋅ = ⋅

∑ ∑

∑ ∑ ∑
  

  ولكن
2 2 2 i(2 1)

2 i 2 i

2 i
0 0

i(2 1) i(2 1) i(2 1)

i i i

2 i

1
( )

1

sin(2 1)

sin

n n n x
kx x k

x
k k

n x n x n x

x x x

nx

e
e e

e

e e e

e e e
n x

e
x

+

= =
+ + − +

−

−
= =

−

−
= ×

−
+

= ×

∑ ∑

  



 104 الأعداد العقديةّ

  

  إذن 

1

sin(2 1)
( ) 1 2 cos2

sin

n

n
k

n x
T x kx

x=

+
= + =∑  

لحساب  �
0

( ) cos
n

k
n n

k

U x C kx
=

=  و  ∑
1

( ) sin
n

k
n n

k

V x C kx
=

=  نعرّف ∑

( ) ( ) ( )n n nW x U x iV x= +  
 فنجد

( )
0

i i

0

( ) cos i sin

(1 )

n
k

n n
k
n

k xk x n
n

k

W x C kx kx

C e e

=

=

= +

= = +

∑

∑
  

  ولكن 

( )i i /2 i /2 i /2 i /21 2cos
2

x x x x xx
e e e e e−

 + = + = ⋅  
  

  إذن
i /2( ) i ( ) 2 cos

2
n n nx

n n

x
U x V x e

 + = ⋅  
  

  ومنه 

0

cos 2 cos cos
2 2

n
k n n
n

k

x nx
C kx

=

     = ⋅        
∑   

  و 

 
1

sin 2 cos sin
2 2

n
k n n
n

k

x nx
C kx

=

     = ⋅        
∑  

  ú  وهي النتيجة المرجوّة.

Jاً كان احسب، أيّ  11. التمرينn  من∗ℕ،  وx  0من,
2

 
  

πموعا ، :  

1

cos1
cos

n

n k
k

kxT
x=

= + ∑  
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  الحـل

  هنا نلاحظ أنّ 
ii

1 0 0

cos1 Re Re
coscos cos

kn n n xkx

n k k
k k k

ekx eT
xx x= = =

         = + = =              
∑ ∑ ∑  

  ولكن
1

i

i i( 1) 1

i i
0

i( 1) 1

i( 1)

1
cos cos

cos ( cos )cos
1

cos
cos

i sin cos
cos
i
sini cos sin

n
x

kn x n x n

x x n
k

n x n

n

n x

n

e

xe e x

x e e x x

x
e x

x x
e x

xx x

+

+ +

=

+ +

+

   −    −   = =   − 
−

−
=

⋅

= +
⋅

∑

  

  ومنه

1

sin( 1)cos1
cos cos sin

n

n k n
k

n xkxT
x x x=

+
= + =

⋅
∑  

  ú  وهي النتيجة المرجوّة.

J1اكتب بالشكل الجبري الجذور التكعيبيّة للعدد  12. التمرين i
2

+.  

  الحـل

1نلاحظ هنا أنّ العدد 
(1 i)

2
a = 4ia/بالصيغة  الأسييُكتب بالشكل  + e π= . يكفي

هي  aذور التكعيبيّة للعدد حتىّ تكون مجموعة الج aللعدد  0zأن نعين جذراً تكعيبياًّ واحداً 

{ }2
0 0 0, j , jz z z ،رمزنا بالرمز المتعارف  وقدj العدد  إلىi2 /3 1 3

i
2 2

e π = − وهو  +

   .جذر تكعيبي للواحد
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4نلاحظ أنّ في الحقيقة،  1a = ومنه  −
3

31
( )a a

a

 − = = −  
0z، فالعدد  a= هو  −

هي  a. وعلى هذا نرى أنّ الجذور التكعيبيّة للعدد aجذرٌ تكعيبي للعدد 
{ }2, j , ja a a− −   أي. −

2 i 2 2 6 6 2 6 2 6 2
, i , i

2 2 4 4 4 4

  − + + − − + − + 
   

  

iكان   لـمّاو  /12e π  هو الجذر التكعيبي للعددa  الذي له جزء حقيقي موجب وجزء تخيلي موجب
  استنتجنا أنّ 

6 2
cos

12 4

π +
6و  = 2

sin
12 4

π −
tanو = 2 3

12

π
= −.  

  ú  ويكتمل الحل.

Jنضع  13. التمرينi 2 /n
n e πω  اموع  ℤمن  k، في حالة . احسبℕ∗من  nفي حالة  =

1

0

( )
n

kp
n n

p

A k

−

=

=∑ ω 2،  ثم احسب
nG 2 عندما

1

0

n
p

n n

p

G

−

=

= ∑ ω.  

  الحـل

من المساواة :  مجُدّداً نستفيد  �
1

0

1

1

nn
k

k

a
a

a

−

=

−
=

−
1aفي حالة  ∑ ه إذا كان ، فنلاحظ أنّ ≠

1k
nω  كان   ≠

1 1

0 0

2 i

( ) ( )

1 1
0

1 1

n n
kp k p

n n n
p p

kn k
n

k k
n n

A k

e π

ω ω

ω

ω ω

− −

= =

= =

− −
= = =

− −

∑ ∑
  

1kأمّا إذا كان 
nω ) عندهاف = )nA k n= 1. ولكنk

nω kيُكافئ  =

n
∈ ℤ 

kأو n∈ ℤ أو|n kإذن .  
: |

( )
0 :n

n n k
A k

n k

= 


�
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 ومن جهة أخرى �

2 2 2 2
1 1

2

0 0 0 ,

( )( )

0 ,

1
(2 )

0

:

n n
p q p q

n n n n
p q p q n

p q p q
n

p q n

n
r p r
n

p p n r p

G

r p q

ω ω ω

ω

ω

− −
− −

= = ≤ <

− +

≤ <

−
−

= − < ≤

      = =        

=

  = ← −   

∑ ∑ ∑

∑

∑ ∑

  

  ولكن 

( )

1
(2 ) (2 ) (2 )

0 1
1

( ) 2(2 )

0 1
1

(2 ) (2 )

0 1
1

(2 )

0

:

: 1

:

p
r p r r p r r p r
n n n

p n r p r r p n

p n
r n p r nr p r

n n
r r p

p n
r p r r p r n
n n n

r r p

n
r p r
n

r

r r n

w

r r

ω ω ω

ω ω

ω ω

ω

−
− − −

− < ≤ = = − +
−

′ ′− − +−

′= = +
−

′ ′− −

′= = +
−

−

=

= +

′= + ← +

= + =

′= ←

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑

  

  إذن
1 1

2 (2 )

0 0

n n
r p r

n n
p r

G ω

− −
−

= =

  =    
∑ ∑  

  وهكذا يمكننا أن نكتب

2

1 1
2 (2 )

0 0

1 1 1 1
(2 ) 2

0 0 0 0

n n
r p r

n n
p r

n n n n
r p r r pr
n n n

r p r p

G ω

ω ω ω

− −
−

= =

− − − −
− −

= = = =

  =    
       = =         

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑
  

  وأخيراً 
2

1
2

0

(2 )
n

r
n n n

r

G A rω

−
−

=

= ∑  
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  ولكن نعلم أنّ 

( )
: | 2

2
0 : 2n

n n r
A r

n r

= 


�
  

  فنناقش الحالتين التاليتين:
2nإذا كان  � m=   كان( | 2 ) ( | )n r m r⇔  ّ0ولأن r n≤ استنتجنا أنّ هذا  >

}يحدث فقط في حالة  }0,r m∈ َّومن ثم . 

( )

2

2 2

1
2

0
0

(2 )

(0) ( )

1 ( 1)

n
r

n n n
r

m
n n n n

m

G A r

A A n

n

ω

ω ω

−
−

=
− −

=

= +

= + −

∑

  

2وإذا كان  � 1n m= )كان   + | 2 ) ( | )n r n r⇔  ّ0ولأن r n≤ استنتجنا  >
0rأنّ هذا يحدث فقط في حالة   . ومن ثمَّ =

2 2
1

2 0

0

(2 ) (0)
n

r
n n n n n

r

G A r A nω ω

−
− −

=

= = =∑  

  ومنه

2
: 2 | 1

2 : 4 |

0 : 4 | 2
n

n n

G n n

n

 −= 
 −

  

  ú  وهي النتيجة المرجوّة.

Jالمعادلات التالية : 14. التمرين حل  

( )

( ) ( ) ( )

2 2

2 2

4 42

2

3 4 i 7 24 i

2 2 i 6 8 i 0 1 0

i 4 i 3 i 5 0 4 1 1 0

2 0

z z

z z z z

z z z z

z z

= − − = − +

− + + + = + + =

+ − + − = − + + =

− + =

� �

� �

� �
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  حـلال

2المعادلة  حَل يؤول  � 7 24 iz = − 7إلى إيجاد الجذرين التربيعيّين للعدد  + 24 i− + .
izلنفترض أنّ  x y= 2عندئذ  + 2 2 i 7 24 ix y xy− + = −   . ومنه+

2 2 7x y− = 12xyو    − =  
)إذن  , ) (3, 4)x y ) أو = , ) ( 3, 4)x y = − }. ومنه − }3 4 i, 3 4 iz ∈ + − −.  
2حل المعادلة يؤول  � 3 4 iz = − 3إلى إيجاد الجذرين التربيعيّين للعدد  − 4 i− . لنفترض −
izأنّ  x y= 2عندئذ  + 2 2 i 3 4 ix y xy− + = −   . ومنه−

2 2 3x y− = 2xyو    − = −  
)إذن  , ) (1, 2)x y = ) أو − , ) ( 1,2)x y = }. ومنه − }1 2 i, 1 2 iz ∈ − − +.  
2المعادلة  حَل  فيما يلي � 1 0z z+ +   . نكتب=

( )
22 1 3

2 4
1z z z+ + = + +  

  إذن

( ) ( )
22

1 3
2 2

iz + =  

}ومنه  }1 3 3
2 2 2

i , iz + ∈ }أو  .− }1 3 1 3
2 2 2 2

i , iz ∈ − + − −.  
)المعادلة  حَل  فيما يلي � )2 2 2 i 6 8 i 0z z− + + +   . نكتب=

2 2 22(2 i) (2 i) (2 i) 6 8 i 3 4 iz z− + + + = + − − = − −  
  أو

( )
2

2 i 3 4 iz − − = − −  
23أنّ  �لقد وجدنا في 4 i (1 2 i)− − =   ، إذن−

( ) ( ) ( )
( )( )
( )( )

2 2 2
2 i 3 4 i 2 i 1 2 i

2 i 1 2 i 2 i 1 2 i

3 i 1 3 i

z z

z z

z z

− − + + = − − − −

= − − − + − − + −

= − + − −

  

}وعليه تكون مجموعة حلول المعادلة المدروسة هي  }3 i,1 3 i− +.  
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4المعادلة حَل  فيما يلي � 44( 1) ( 1) 0z z− + + للمعادلة  ليس حلاًّ  1 كان  لـمّا. =
  المدروسة استنتجنا أّا تُكافئ

( ) ( )
4

4 4
i i /4 41

4 2 2 (1 i)
1

z
e e

z

π π
 +  = − = = = +  − 

  

}ولأنّ  }2 31, i, i , i المعادلة المعطاة تكافئ ن المرتبة الرابعة للواحد استنتجنا أنّ م هي الجذور  

{ }
1

1 i, 1 i, 1 i,1 i
1

z

z

+
∈ + − + − − −

−
  

  ومنه، لأنّ 
1 1

1 1

z
z

z

ω
ω

ω

+ +
= ⇔ =

− −
  

4استنتجنا أنّ  44( 1) ( 1) 0z z− + +   تُكافئ =

(1 i) 1 (1 i) 1 (1 i) 1 (1 i) 1
, , ,

(1 i) 1 (1 i) 1 (1 i) 1 (1 i) 1
z

 + + − − + − − +  ∈  
 + − − + + + − −  

  

  بالإصلاح نجد مجموعة الحلول الآتيةو 
1 2 i 1 2 i

1 2 i,1 2 i, ,
5 5

 − +  − + 
   

  

)حل المعادلة  فيما يلي � )2i 4 i 3 i 5 0z z+ − + −   . لنلاحظ أنّ =

( ) ( )2 2i (4 i 3) i 5 0 (4 3 i) 1 5 i 0z z z z+ − + − = ⇔ + + + + =  
  ولكن

( )( )

2
2 2

2 2

3 3 4 i
(4 3 i) 1 5 i (4 3 i) 2 i

2 4

3 (2 i)
2 i

2 4
3 2 i 3 2 i

2 i 2 i
2 2 2 2

1 i 3 2 i

z z z z

z

z z

z z

  ++ + + + = + + + + −  

  += + + −  
  + +  = + + − + + +       

= + + + +

  

}هي  المعطاةإذن مجموعة حلول المعادلة  }1 i, 3 2 i− − − −.  
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2حل المعادلة  فيما يلي 	 2 0z z− +   . لنلاحظ أنّ =
22 2

2 1 7 1 7
2 i

2 4 2 2

1 i 7 1 i 7

2 2

z z z z

z z

        − + = − + = − −              
  + −   = − −        

  

2إذن حلول المعادلة  2 0z z− + 1هي  = i 7 1 i 7
,

2 2

  + −  
   

.  ú  

Jليكن  15. التمرينz  عدداً منℂ ّنفترض أن .  
2 11 0n nz z z nz−+ + + + − =⋯  

n حيث ∗∈ ℕ . ّأثبت أن| | 1z ≤.  

  الحـل

|يحُقّق  ℂعدداً من  zليكن  | 1z   ، عندئذ<
2 1 2 1

1

1 1 | | | | | |

| | | |

n n

n n

z z z z z z

n z n z

− −

−

+ + + + ≤ + + + +

< <

⋯ ⋯  

2ومن ثمَّ يكون  11 n nz z z nz−+ + + +   ú  . وهذا يثبت المطلوب.⋯≠

Jأثبت في حالة  16. التمرينu وv المتطابقة  

( )2 2 2 2| | | | 2 | | | |u v u v u v+ + − = +  
  عبرّ بصياغة هندسيّة عن هذه النتيجة.

  الحـل

  اواتينبجمع المس
( )( )
( )( )

2 2 2

2 2 2

| | | | | |

| | | | | |

u v u v u v u v uv vu

u v u v u v u v uv vu

+ = + + = + + +

− = − − = + − −
  

  نحصل على المتطابقة المرجوّة.
تنصّ هذه المتطابقة على أنّ مجموع مربعي القطرين في متوازي أضلاع يساوي مجموع مربعّات أضلاعه 

  ú   الأربعة. لهذا يطُلق على هذه المتطابقة اسم متطابقة متوازي الأضلاع.
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Jفي  17. التمرين حلℂ  المعادلة( ) ( )6 627 1 1 0z z− + + =.  
  الحـل

  للمعادلة المدروسة استنتجنا أّا تُكافئ ليس حلاًّ  1كان   لـمّا

( ) ( )6

6 66 ii1
27 3 3

1

z
e e

z

π
π

 +  = − = =  − 
  

  فحلول المعادلة المعطاة هي التي تحقّق ومنه

{ }6 3
i i1

3 : {0,1, ,5}
1

kz
e e k

z

π π+
∈ ⋅ ∈

−
…  

  أو

{ }i(1 2 ) /61
3 : {0,1, ,5}

1
kz

e k
z

π++
∈ ∈

−
…  

  ومنه، لأنّ 
1 1

1 1

z
z

z

ω
ω

ω

+ +
= ⇔ =

− −
  

  تُكافئ المعادلة المعطاةاستنتجنا أنّ 
i(1 2 ) /6

i(1 2 ) /6

3 1
: {0,1, ,5}

3 1

k

k

e
z k

e

π

π

+

+

  + ∈ ∈ 
 −  

…  

  ولكن
i

i

2 2

2 2

3 1 3 cos 1 i 3 sin 3 cos 1 i 3 sin

3 1 3 cos 1 i 3 sin 3 cos 1 i 3 sin

3 cos 1 3 sin i2 3 sin 1 i 3 sin

( 3 cos 1) 3 sin 2 3 cos

e

e

θ

θ

θ θ θ θ

θ θ θ θ

θ θ θ θ

θ θ θ

+ + + − −
= ×

− − + − −

− + − −
= =

− + −

  

  هي المدروسة مجموعة حلول المعادلة إذن
1 i 3 sin((1 2 ) /6)

: {0,1, ,5}
2 3 cos((1 2 ) /6)

k
k

k

π

π

  − + ∈ 
 − +  

…  

  وأ

   1 i 3 2 i 3 2 i 3 1 i 3
2 i 3, , , , ,2 i 3

2 7 7 2

  − − + + − + 
   

  ú  
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Jفي  18. التمرين حلℂ : جملة المعادلات  
1

1
x y z

xyz

x y z

 + + = =
 = =

  

  الحـل

1xyzفي الحقيقة، نستنتج من المساواة  1xأنّ  = y z xولأنّ  = y z= = 
  استنتجنا أنّ 

1x y z= = =  
  وعليه نرى أنّ 

1 1 1
( ) 1xy yz zx z x y x y z

z x y
+ + = + + = + + = + + =  

  ولكن
3 2

3 2 2

( )( )( ) ( ) ( )

1 ( 1)( 1)

( 1)( i)( i)

Z x Z y Z z Z x y z Z xy yz zx Z xyz

Z Z Z Z Z

Z Z Z

− − − = − + + + + + −

= − + − = − +

= − + −

  

}إذن  } { }, , 1, i, ix y z = −.  ú  

Jأوجد مجموعة الأعداد العقدية  19. التمرينz  ّقة للخاصة المذكورة في الحالات التالية:المحق  
� 

2z z=.  

1و  zللأعداد  �

z
1و   z− .الطويلة نفسها  

 .ةواحد ةماستقعلى ا 4zو  2z و zنقاط المستوي الممثلّة بالأعداد  قعت �

)2 حيث ABCالمثلّث  � )A z و( )B z 3و( )C z  قائم فيB. 

  الحـل

Â  ليكنz  2عدداً عقدياًّ يحُقّقz z=  2عندئذ يكون
z z=  ومنه إمّا أن يكون

0z 1zأو يكون  = 2z، وفي هذه الحالة  = z=  23يقتضي 1z z=  أي  =

{ }2 i /3 : {0,1,2}kz e kπ∈ ∈  
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  وعليه

2 1 i 3 1 i 3
0,1, ,

2 2
z z z

  − + − − = ⇔ ∈  
   

  

Â  ليكنz  1عدداً عقدياًّ يحُقّق
1z z

z
= = 1z هذا يُكافئ أنّ . − = 

1و 1z − في المستوي العقدي تنتمي إلى تقاطع الدائرتين  z تمثل أي إنّ النقطة التي =
(0,1)C (1,1)وC وعليه 

1 i 3 1 i 3
,

2 2
z

  + − ∈  
   

  

 ومن الواضح أنّ هاتين القيمتين تحُققان الشرط المطلوب.

Â  تقع النقاط( )A z 2و( )B z 4و( )C z  على استقامة واحدة إذا وفقط إذا كان الشعاعان
BC
����

ABو 
����

 أي إذا وفقط إذا كان مرتبطين خطيّاً.  

4 2 2Im(( )( )) 0z z z z− − =  
  ولكن

( )
( )

4 2 2 2

2 2

Im(( )( )) Im ( 1)( 1) ( 1)

1 Im ( 1)

z z z z z z z z z

z z z z

− − = − + ⋅ −

= − +
  

)على استقامة واحدة إذا وفقط إذا كان  Cو Bو Aوعليه تقع النقاط  )Im ( 1) 0z z + = .
  وهذا بدوره يُكافئ

( )2 1
4

Im 0z z+ + =  
   أو

( )
2

1
2

z + ∈ ℝ  

zفإمّا أن يكون  ∈ ℝ 1أو
Re

2
z = ). وبالنتيجة تقع النقاط − )A z 2و( )B z 4و( )C z 

)على استقامة واحدة إذا وفقط إذا انتمت النقطة  )A z  اجتماع مستقيمين أحدهما محور إلى

1والثاني هو المستقيم الذي معادلته  ،الفواصل

2
x = −. 
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Â  يكون المثلّثABC  2في حالة( )A z و( )B z 3و( )C z  قائماً في النقطةB إذا ،
BAوفقط إذا تعامد الشعاعان 

����
BCو 

����
 تحقّق الشرط إذا. أي إذا وفقط 

3 2Re(( )( )) 0z z z z− − =  
  ولكن

( )3 2

2 2

Re(( )( )) Re ( 1)( 1) ( 1)

1 Re( 1)

z z z z z z z z z

z z z

− − = − + ⋅ −

= − +
  

0zإذن إمّا أن يكون  1zأو  = Aوهي حالة تافهة توافق  = B C= ، أو أن يكون =
Re 1z = )2في حالة  ABC. وعليه يكون المثلّث − )A z و( )B z 3و( )C z  ًقائماً في  مثلثّا

1xعلى المستقيم الذي معادلته  Bوغير تافه إذا وفقط إذا وقعت النقطة  Bالنقطة  = −.   ú  

Jليكن  20. التمرين( , )a b  2عنصراً منℂيحُقّق . a b≠  ليكن وk  من∗
+ℝ ّأثبت أن .

 ق للعلاقةالمحقّ  zمجموعة نقاط المستوي الممثلة بالعدد العقدي 

z a k z b− = − 

  مستقيم. هي دائرة أو

  الحـل

1kحالة  � z. في هذه الحالة يكافئ الشرط = a z b− = أنّ بعُد النقطة  −
( )M z  عن( )A a يساوي بعُدها عن ( )B b فهو يكُافئ إذن أنّ النقطة .( )M z  تنتمي إلى محور

]القطعة المستقيمة  ]AB.  

]منتصف القطعة المستقيمة  Cوبطريقة أخرى، نعرف  ]AB فتكونC  صورة العدد العقدي
1
2
( )c a b= 1 ، ونعرّف الشعاع+

2
BAΩ =

�� ����
1الذي يمثله 

2
( )a bω = فيكون  .−

aلدينا c ω= bو + c ω=   . وعليه−
2 2 2 2

2 2 2 2

2Re(( ) )

2Re(( ) )

z a z c z c z c

z b z c z c z c

ω ω ω

ω ω ω

− = − − = − + − −

− = − + = − + + −
  

  إذن
2 2

4Re(( ) )z b z a z c ω− − − = −  
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  وعليه

( ) ( ) ( )Re(( ) ) 0z b z a z c CMω− = − ⇔ − = ⇔ ⊥ Ω
���� ��

  
z أي إنّ  a z b− = ) يُكافئ أن تنتمي − )M z  المار بمنتصف القطعة  ∆إلى المستقيم

]المستقيمة  ]AB  عمودياًّ على المستقيم( )AB أي محور القطعة المستقيمة ،[ ]AB. 

1kحالة  �  نستفيد هنا من الخاصّة التالية. ≠

( )2 22( , ) , Re ( )( )u v u v u v u v∀ ∈ − = + −ℂ  
  التي تنتج من كون 

2 2

2 2

( )( )

2 i Im( )

u v u v u v vu uv

u v vu

+ − = − + −

= − +
  

  فنجد

( )2 22

2

Re ( )( )

(1 )Re
1 1

z a k z b z a kz kb z a kz kb

a kb a kb
k z z

k k

− − − = − + − − − +

   + −     = − − −         + −   

  

  فإذا عرفّنا 

1

a kb
u

k

+
=

+
و  

1

a kb
v

k

−
=

−
  

  كان لدينا

  ( )2 22 2(1 )Re ( )( )z a k z b k z u z v− − − = − − −  
  
  لدينا 2zو 1zولكن من جهة أخرى  نعلم أنّ في حالة عددين عقديين 

2 2 2

1 2 1 2 1 22Re( )z z z z z z+ = + +  
  و

 2 2 2

1 2 1 2 1 22Re( )z z z z z z− = + −  
  إذن

2 2

1 2 1 2
1 2Re( )

2 2

z z z z
z z

+ −
= −  
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1zوعليه، بتطبيق هذه الخاصة بعد وضع  z u= 2zو − z v=   نستنتج أنّ  
في  −

  
2 2

2 22 2(1 )
2 2

u v v u
z a k z b k z

 + − − − − = − − −    
  �  

)نقاط ال مجموعة Cلتكن  )M zالأعداد العقديةّ  صوَر
z  تحُقّق التيz a k z b− = لنعرّف . و −

 صورة Vالنقطة و  ،uصورة العدد العقدي  U ةالنقط
Oوأخيراً لنعرّف النقطة  .vالعدد العقدي  منتصف  ′

]القطعة المستقيمة  ]UV  1أي صورة العدد العقدي
2
( )u v+.  بالاستفادة من هذه الرموز ومن

  نجد ما يلي: �و 
العلاقتين 

1
2

0M MU MV O M UV′∈ ⇔ ⋅ = ⇔ =
����� �����

C  

]هي الدائرة التي قطرها القطعة المستقيمة  Cأنّ  التكافؤ الأخيربين يُ  ]UV وتمكن قراءة ذلك من ،
]تنتمي إلى مجموعة النقاط التي ترُى منها القطعة  Mالتكافؤ الأوّل الذي يعني أنّ  ]UV  ضمن

]، فهي إذن الدائرة التي قطرها زاوية قائمة ]UV الموافقة  دائرة أبولونيوس. تسمّى هذه الدائرة
  تين. ونلاحظ أنّ العلاقkوالنسبة  Bو Aللنقطتين 

1

a kb
u

k

+
=

+
   و   

1

a kb
v

k

−
=

−
  

  انتُكافئ 
0AU kBU+ =

���� ����
 ،AV kBV=

���� ����
  

]القطعة  تقسمان  Vو Uفنقول إنّ  ]AB  ًعلى الترتيب بالنسبة  داخلاً وخارجاk.   ú  
  

 

A BU V

O ′

M
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Jليكن  إنشاء مخمّس منتظم. 21. التمرين( )0 1 2 3 4, , , ,A A A A A  ًمخمّساً منتظماً. نختار معلما
)متجانساً  ), ,O i j

� 0iمركز المخمّس وفيه  Oمبدؤه  � OA=
������ .   

)أعطِ الأعداد العقديةّ 1. )0 4k k≤ ≤ω  التي تمثّل رؤوس المخمّس( )0 4k kA ≤ الترتيب. ب ≥
1أثبت أنّ 

k
k =ω ω  0في حالة 4k≤   ، وأنّ ≥

2 3 4
1 1 1 11 0+ + + + =ω ω ω ω  

)استنتج أن  2. )2
5cos π  24أحد حلول المعادلة 2 1 0z z+ − ، ثمُّ استنتج قيمة =

( )2
5cos π.  

  ؟ 5بدلالة  2BAو 1BA . احسب−1التي تمثل العدد  Bنتأمّل النقطة  3.

)نتأمّل النقطة 4. )i
2

I والدائرة ،( )1
2,C I=C، 1 والنقطتينJ 2وJ  نقطتي تقاطعC  مع

)المستقيم  )BI، 1 حيثJ هي الأقرب إلى B احسب .BI 1وBJ 2وBJ.  
  بالمسطرة والفرجار.استنتج مما سبق، طريقة لإنشاء مخمّس منتظم  .تطبيق 5.
  الحـل

2بزاوية قدرها  Oالدوران حول المبدأ  Rليكن  1.

5

π .كان   لـمّا

)المضلّع  )0 1 2 3 4, , , ,A A A A A  ّمخمّساً منتظماً، استنتجنا أن
1( )k kA A +=R  وذلك أياًّ كانk  0,1}من, ,  حيث …{4

5 0A A= العدد . فإذا عرفّنا( )2 i
1 5

exp πω استنتجنا أنّ  =
 0A. النقطة 1ωيؤول إلى الضرب بالعدد العقدي  R تطبيق الدوران

1، إذن 1العدد هي صورة  0( )A A= R  1هي صورة العددω ،
2و 1( )A A= R 21 هي صورة العددω  ّ3وكذلك نجد أنA  3هي صورة العدد

1ω 4وA  هي
4صورة العدد 

1ω.  

1aنعلم في حالة  أنّ  ≠
5

2 3 41
1

1

a
a a a a

a

−
= + + + +

−
1كان   لـمّاإذن   1ω ≠ 

  استنتجنا أنّ 
5 2 i

2 3 4 1
1 1 1 1

1 1

1 1
1 0

1 1

e πω
ω ω ω ω

ω ω

− −
+ + + + = = =

− −
  

 

0A

1A

2A

3A

4A

O

2
5
π
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  تُكتب المساواة السابقة بالشكل 2.
( )

( )

( )( ) ( )( )

2 3 4 2 2 2 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1

2
2 1 1
1 1 1 1 1

22 2 2
1 5 5

0 1 1

1

2cos 2 cos 1π π

ω ω ω ω ω ω ω ω ω

ω ω ω ω ω

ω

− −

− −

= + + + + = + + + +

 = + + + −   

= + −

  

  وعليه
( ) ( )2 2 2

5 5
4 cos 2 cos 1 0π π+ − =  

)فالعدد  )2
5

cos π  للمعادلة 24حل 2 1 0z z+ − =.  
  ولكن

2

2 2 1 1 1 5
4 2 1 4 4

2 4 4 16

1 5 5 1
4

4 4

z z z z z

z z

        + − = + − = + −             
  + −   = + −        

  

24فللمعادلة  2 1 0z z+ − )أحدهما موجبٌ والآخر سالبٌ، ولأنّ جذران  = )2
5

cos 0π > 
)استنتجنا أنّ  )2

5
cos π  24هو الجذر الموجب للمعادلة 2 1 0z z+ −   أي  =

2 5 1
cos

5 4

π  − =  
.  

11العدد يمثل  3. ω+  1الشعاعBA
����

) ولكن  ) ( )2 2
1 5 5

1 1 cos i sinπ πω+ = + + ،
  إذن

( )( ) ( )
( )

2 22 2
1 1 5 5

2
5

1 1 cos sin

2 2 cos

5 1 3 5
2

2 2

6 2 5 1 5

4 2

BA π π

π

ω= + = + +

= +

− +
= + =

+ +
= =

  

  

 

0A

1A

2A

3A

4A

O

2
5
π

B



 120 الأعداد العقديةّ

  

2العدد وكذلك يمثل 
11 ω+ 2 الشعاعBA

����
  ولكن 

( ) ( )2 2
1 1 1 1 15

1 2cos πω ω ω ω ω+ = + = ⋅  
  إذن

( )2 2
2 1 5

5 1
1 2cos

2
BA πω

−
= + = =  

1العدد يمُثل  4.
2

1 i+  الشعاعBI
���

  : إذن 
i 1 5

1 1
2 4 2

BI = + = + =.  

)نقطة دارجة على المستقيم  J لتكن )BI عاعين عندئذ نستنتج من الارتباط الخطّي للشBI
���

 
IJو

���
IJيحُقق  tأنهّ يوجد عددٌ حقيقي   tBI=

��� ���
، فإذا اشترطنا أن 

1استنتجنا أنّ  Cإلى الدائرة  J تنتمي

2
IJ ، ومن ثمَّ =

1

2
t BI 5أي  =

5
t )، وعليه = )J BI∈ ∩ C  إذا

  وفقط إذا كان
1 1

,
5 5

IJ BI BI
   ∈ − 
   

��� ��� ���
  

BJولأنّ  BI IJ= +
���� ��� ���

  أنّ  استنتجنا 

5 1 5 1
( ) ,

5 5
J BI BJ BI BI

  + − ∈ ∩ ⇔ ∈  
   

���� ��� ���
C  

)مع المستقيم  Cتقاطع الدائرة  نقطتي 2Jو 1Jت فإذا كان )BI ،2J  هي أقرب إلىB ،
  استنتجنا أنّ 

1 1

2 2

5 1 5 1

25
5 1 5 1

25

BJ BI BA

BJ BI BA

+ +
= = =

− −
= = =

  

 

O 1
B

I
1J

2J C
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  إنشاء مخمّس منتظم بالمسطرة والفرجار. 5.


)نرسم دائرة   )1 ,1C O=C 0، ونختار عليها النقطةA.  
قابلة قطرياًّ للنقطة  Bطة النق 1Cنعينّ على  �

ُ
  .0Aالم

]0محور القطعة  يقطع � ]A B 1 الدائرةC إحداهما في نقطتين D.  
]التي قطرها  Cنرسم الدائرة   ]OD ونسمّي مركزها ،I.  
)يقطع المستقيم  � )BI  الدائرةC  1في نقطتينJ 2وJ، 2 حيثJ أقرب إلى  هيB.  
  .4Aو 1Aبالنقطتين  1Cفتقطع  1Jوتمر بالنقطة  Bنرسم الدائرة التي مركزها  �
  3A.  úو 2Aقطتين بالن 1Cفتقطع  2Jوتمر بالنقطة  Bنرسم الدائرة التي مركزها  �

  يعلله:أن لقارئ لهناك إنشاء آخر نترك  .ملاحظة


1نرسم دائرة   ( ,1)C O=C 0، ونختار عليها النقطةA.  
]0العمودي على  ∆يقطع المستقيم  � ]OA  فيO ، 1الدائرةC 

  .Dفي نقطتين إحداهما 
]منتصف القطعة  Iنعين النقطة � ]OD.  
  .0Aوتمر بالنقطة  Iالتي مركزها  Cنرسم الدائرة  
  .Cداخل  1J حيث، 2Jو 1Jفي نقطتين  Cالدائرة  ∆يقطع المستقيم  �
  .4Aو 1Aبالنقطتين  1Cفتقطع  1Jوتمر بالنقطة  0Aنرسم الدائرة التي مركزها  �
    .3Aو 2Aبالنقطتين  1Cفتقطع  2Jوتمر بالنقطة  0Aنرسم الدائرة التي مركزها  �

Jليكن  22. التمرينP  ًالمستوي وقد اخترنا فيه معلماً متجانسا( , , )O i j
� �

. ولتكن النقطتان 
( )12A و( )9 iBوالتطبيق ، f  الذي يقرن بالنقطة( )M z  النقطة( )M z′ المعرفّة  ′

3بالعلاقة 
i 9 i

4
z z′ = − +.  

  ؟ Ω. عينّ إحداثيات Ωيترك نقطة ثابتة  fالتطبيق  أثبت أنّ  1.

  ؟ fما الخواص الهندسيّة للتحويل  2.

 

0AB O

D

I 1J

2J

1A

2A

3A

4A

 

0AO

D

I

1J

2J

1A

2A

3A

4A
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.3  عين( )f A و( )f O ّوأثبت أن .Ω 1دائرتين هي نقطة مشتركة للC 2وC  اللتين
]تقبلان على الترتيب القطعتين المستقيمتين  ]OA و[ ]OB .ًأنّ  أقطارا وبينΩ  قعهي مو 

2A. ثمُّ برهن أنّ AOB في المثلّث O الارتفاع النازل من B OΩ × Ω = Ω.  
  .2Cو 1Cو Ωو Bو Aارسم شكلاً يضمّ النقاط  4.
  الحـل

)نبحث عن  1. )ωΩ  تحُقّق( )f Ω = Ω  3أي
i 9 i

4
ω ω= −   . ولكن+

3
i 9 i (4 3 i) 36 i

4
36 i 108 144 i

4 3 i 25

ω ω ω

ω

= − + ⇔ + =

+
⇔ = =

+

  

108إذن  144
,

25 25

 Ω   
  .fهي النقطة الثابتة وفق  

3كان   لـمّا 2.
i 9 i

4
ω ω= − 3استنتجنا أنّ من العلاقة   +

i 9 i
4

z z′ = −   أنّ  +

3
i( )

4
z zω ω′ − = − −  

3ونسبته  Ωه مباشر مركزه ابُ شَ تَ  fومنه نستنتج أنّ 

4
3وزاويته  

2

π.  

)من الواضح أنّ  3. )f O B=   و( )f A O=.   

AΩإذن صورة الشعاع  �
����

OΩهي  fوفق  
����

3ومن ثمَّ  
( , ) mod2

2
A O

π
πΩ Ω =

���� ����
أي  

0O AΩ ⋅ Ω =
���� ����

]إذن ترُى القطعة المستقيمة   ]OA زاوية قائمة من النقطة  ضمنΩ والنقطة ،
Ω  1تنتمي إلى الدائرةC  التي قطرها[ ]OA.  

OΩوكذلك فإنّ صورة  �
����

BΩهي  fوفق  
����

3ومن ثمَّ  
( , ) mod2

2
O B

π
πΩ Ω =

���� ����
أي  

0O BΩ ⋅ Ω =
���� ����

]إذن ترُى القطعة المستقيمة   ]OB زاوية قائمة من النقطة  ضمنΩ والنقطة ،
Ω  2تنتمي إلى الدائرةC  التي قطرها[ ]OB. 
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}هما  2Cو 1Cوهكذا فإنّ نقطتي تقاطع الدائرتين  � },O Ω. 

 ونستنتج من �

3
( , ) mod2

2
A O

π
πΩ Ω =

���� ����
3و 

( , ) mod2
2

O B
π

πΩ Ω =
���� ����

  أنّ  

 أنّ 
( , ) ( , ) ( , ) mod2A B A O O B π πΩ Ω = Ω Ω + Ω Ω =
���� ���� ���� ���� ���� ����

  
0O تقع على استقامة واحدة. ولأنّ  Bو Ωو Aفالنقاط  BΩ ⋅ Ω =

���� ����
هي  Ωاستنتجنا أنّ  

 .AOBفي المثلّث  Oالارتفاع النازل من  قعمو 

AΩكانت صورة الشعاع   لـمّا �
����

OΩهي  fوفق  
����

3استنتجنا أنّ  

4

O

A

Ω
=

Ω
انت ك  لـمّا، و 

OΩصورة الشعاع 
����

BΩهي  fوفق  
����

3استنتجنا أيضاً أنّ  

4

B

O

Ω
=

Ω
 . وعليه نرى أنّ 

24 3

3 4
A B O O O

     Ω × Ω = Ω × Ω = Ω        
  

  لوب.الرسم المط التالينجد في الشكل  4.

  

  
  ú  .الإثباتوبذا يتمّ 

  

  

A

B

O

Ω

1C

2C
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J4 التطبيقليكن  23. التمرين 3: , ( ) 2 4 2 16f f z z z z→ = − − −ℂ ℂ.  
  ليكون  bو aأوجد عددين حقيقيينّ  1.

2 2, ( ) ( 4)( )z f z z z az b∀ ∈ = + + +ℂ  
)استنتج حلول المعادلة  2. ) 0f z ، وبينّ أنّ النقاط التي تمثل هذه الحلول في ℂفي  =

  ؟ يطُلب تعيينها Cتوي العقدي تقع على دائرة واحدة سالم
  لالحـ

  في الحقيقة، نلاحظ أنّ  1.
4 3 4 2

2 2

2 4 2 16 16 2( 4)

( 4)( 2 4)

z z z z z z

z z z

− − − = − − +

= + − −
  

  نلاحظ من جهة أخرى أنّ  2.
2

2 1 9
2 4

22
( 2 2)( 2)

z z z

z z

 − − = − −  

= − +

  

  إذن
4 32 4 2 16 ( 2 i)( 2 i)( 2)( 2 2)z z z z z z z− − − = + − + −  

   ومنه

{ }( ) 0 2,2 2,2 i, 2 if z z= ⇔ ∈ − −  

2لنضع 

2
ω   فنلاحظ أنّ  =

3 2
2 2 2 2 i 2 i

2
ω ω ω ω+ = − = − = + =  

)إذن تقع جذور المعادلة  ) 0f z 1على الدائرة  = 3
,

2 2
C

 =   
C.  ú  
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Jليكن  24. التمرينP اخترنا فيه معلماً متجانساً  اً مستوي( , , )O i j
� �

 ينالنقطت نتأمّل فيه. ول
( )1 2 iA − )و + )2 iB −.  

   المعرفّة بالعلاقة 1Eعين ومثل في المستوي مجموعة النقاط  1.  
{ }2 2 2 2

1 ( ) : (1 2 i) (1 2 i)M z z z= − − = − +E  
  .1Eتنتميان إلى  Bو Aوتوثق أنّ النقطتين 

  المعرفّة بالعلاقة  2Eعين ومثل في المستوي مجموعة النقاط  2.  
( )( ){ }2 ( ) : 1 i 1 i 5M z z z= − − − + =E  

  .2Eتنتميان إلى  Bو Aوتوثق أنّ النقطتين 

  الحـل

  نلاحظ أوّلاً أنّ 1.
2 2 2 2

1

2 2

2

( ) (1 2 i) (1 2 i)

8 i

Im( ) 4

M z z z

z z

z

∈ ⇔ − = − − +

⇔ − = −

⇔ = −

E

  

)1  ومن ثمَّ  i ) 2M x y xy+ ∈ ⇔ = −E  
2xyهو القطع الزائد الذي معادلته  1Eوعليه فإنّ  = −.  

  
  نلاحظ من جهة ثانية أنّ  2.

( )( )

( )

( )

2

2

( ) 1 i 1 i 5

1 i ( 1 i) 5

1 i 5

1 i, 5

M z z z

z z

z

z C

∈ ⇔ − − − + =

⇔ − − − − =

⇔ − − =

⇔ ∈ +

E

  

1هي الدائرة التي مركزها النقطة التي تمثلها  2Eوعليه فإنّ  i+ 5، ونصف قطرها.  
  2E.  úو 1Eتنتميان إلى كل من  Bو Aالنقطتين  ونتحقّق مباشرة أنّ 
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Jليكن المستوي  25. التمرينP  ًوقد اخترنا فيه معلماً متجانسا( , , )O i j
� �

ط االنقفيه . ولتكن 
( )A a و( )B b و( )C c.  أثبت أنّ الشرط اللازم والكافي ليكون المثلّثABC  متساوي

  الأضلاع هو

( )
2 2 2 2

3 3

a b c a b c+ + + +
=  

  الحـل

وزاويته  Mإلى الدوران الذي مركزه  MRلنرمز بالرمز 
3

π1، فيكون
M
−R  هو الدوران الذي مركزه

M  وزاويته
3

π
−.  

)متساوي الأضلاع إذا وفقط إذا كان  ABCيكون المثلّث  )A B C=R 
)1أو )A B C− =R.  

  ولكن
i /3

i /3 i /3

( ) ( )

( 1) 0

A B C c a e b a

c e b e a

π

π π

= ⇔ − = −

⇔ − + − =

R  

  و
1 i /3

i /3 i /3

( ) ( )

( 1) 0

A B C c a e b a

c e b e a

π

π π

− −

− −

= ⇔ − = −

⇔ − + − =

R  

ليكن 
2
3
i 1 i 3

j
2

e
π − +

= ، الجذر التكعيبي للواحد الذي جزؤه التخيّلي موجبٌ تماماً. =

  ئذ يكون لديناعند
2

1 2

( ) j j 0

( ) j j 0

A

A

B C c b a

B C c b a−

= ⇔ + + =

= ⇔ + + =

R

R
  

  متساوي الأضلاع إذا وفقط إذا تحقّق الشرط ABCوعليه يكون 
2 2( j j )( j j ) 0c b a c b a+ + + + =  

21وهذا يُكافئ، بملاحظة أنّ  j j 0+ +   ما يأتي، =
2 2 2 0c b a cb ca ba+ + − − − =  

  

 

A

A

B

B

C

C

3
π

3
−π
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  افئ أيضاً وهذه العلاقة تُك
( )

( )

2 2 2 2 2 2

2

3 2 2 2c b a c b a cb ca ba

a b c

+ + = + + + + +

= + +
  

  أو

  
22 2 2

3 3

c b a a b c + + + + =   
  ú  

Jالمستوي ليكن 26. التمرين P ، ًوقد اخترنا فيه معلماً متجانسا ( , , )O i j
� �

المثلّث فيه  . وليكن 
ABCلّث وخارجه ثلاثة مثلّثات متساوية الأضلاع . ننشئ على أضلاع هذا المثAC B′ 

BAو C′ وCB A′ أثبت أنّ مراكز المثلثّات .AC B′ وBA C′ وCB A′  نتكو
  .)تذكّر أنّ مركز مثلّث هو نقطة تقاطع متوسّطاته(متساوي الأضلاع.  رؤوس مثلّث

  الحـل

 O متساوي الأضلاع، ولتكن النقطة XYZلنتأمّل بوجه عام مثلثّاً مباشراً 
الذي  ORالدوران نعلم أنّ عندئذ أي نقطة تلاقي متوسّطاته، مركز المثلّث 

2وزاويته  Oمركزه 

3

π  ينقلX  إلىYفيكون ، ( )OOY O X= R
���� ���������

 ،

)j ومنه )Y O X Oz z z z− = jأو −

1 j
Y X

O

z z
z

−
=

−
إلى الجذر من  jوقد رمزنا بالرمز ، 

2المرتبة الثالثة للواحد  i/3e π.  
على  Mو Pو Nلنأت الآن إلى مسألتنا، ولنرمز بالرموز 

ACالمثلّثات  الترتيب إلى مراكز B′ وBA C′ وCB A′ ،
)دينا استناداً إلى ما سبق لفيكون  )MC A= R 

)و )PB C= R و( )NA B= R وإذا رمزنا بالرموز .a 
 Aإلى الأعداد العقديةّ التي صورها  pو nو mو cو bو
  استنتجنا أنّ  Pو Nو Mو Cو Bو

j j j
, ,

1 j 1 j 1 j

c a a b b c
m n p

− − −
= = =

− − −
  

 

X Y

Z

O

 

A

B

C

A′

B′

C ′

M

N

P
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  ونلاحظ مباشرة أنّ 
2 2j j j j

,
1 j 1 j

c b a a c b
m n p n

+ + + +
− = − = −

− −
  

  إذن
( )2jm n p n− = − −  

وزاويته  Nهو الدوران الذي مركزه  Rفإذا كان 
3

π   كان( )P M=R ، وهذا يثبتُ أنّ المثلّث

MNP  ٌمتساوي الأضلاع مثلّث.   

  ذا ونلاحظ أنّ ه
j j j

1 j

c a a b b c
m n p a b c

− + − + −
+ + = = + +

−
  

  ABC.  úمركز المثلّث هو نفسه  MNPإذن مركز المثلّث 

Jليكن المستوي 27. التمرين P  ًوقد اخترنا فيه معلماً متجانسا( , , )O i j
� �

المثلّث  فيه ن. وليك
ABC ليكن .k  عدداً من∗

+ℝ  وليكنθ  عدداً منℝ إذا كانت .M  نقطة من
P  مزنا بالرمز رMS  إلى التشابه المباشر الذي مركزهM  وزاويتهθ  ونسبتهk نعرّف .

( )1 AC S C= و( )1 BA S A= و( )1 CB S B= ّثين . أثبت أنّ للمثلABC 
1و 1 1ABC .المركز نفسه  

  الحـل

هو التطبيق الذي يقرن بالنقطة  MS، كان Mهو العدد العقدي الذي يمثّل النقطة  mإذا كان 
( )Z z  النقطة( )Z z′ iحيث  ′ ( )z m ke z mθ′ = + −.  

 Cو Bو Aإلى الأعداد العقديّة التي صورها  1cو 1bو 1aو cو bو aرمزنا بالرموز فإذا 
  استنتجنا أنّ  1Cو 1Bو 1Aو

i
1

i
1

i
1

( )

( )

( )

a b ke a b

b c ke b c

c a ke c a

θ

θ

θ

= + −

= + −

= + −
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  ومنه
1 1 1

3 3

a b c a b c+ + + +
=  

الذي يمُثله العدد  ABCوهذا يثُبت أنّ مركز المثلّث 
3

a b c+ ينطبق على مركز المثلّث  +

1 1 1ABC  له العدد1الذي يمُث 1 1

3

a b c+ +.  ú  

Jليكن المستوي 28. التمرين P  ًوقد اخترنا فيه معلماً متجانسا( , , )O i j
� �

. عين الطبيعة الهندسيّة 
)موعة النقاط  )M z  فيP  لها المساواةق الأعداد العقديةّ التي تمثالتي تحُق  

1
2z

z
+ =.  

  الحـل

iiz الصفري ليكن العدد العقدي غير x y re θ= +   . عندئذ=
2

i i

2 2 i

2

4 2 2

2 2 2

2 2 2

1 1
2 4

1
2Re( ) 4

1 2 cos2 4

( 1) 2 (1 cos2 ) 0

( 1) (2 sin ) 0

z re e
z r

r e
r

r r r

r r

r r

θ θ

θ

θ

θ

θ

−+ = ⇔ + =

⇔ + + =

⇔ + + =

⇔ − − − =

⇔ − − =

  

  وهذا يُكافئ إذن أنّ 

( )( )2 21
2 1 2 sin 1 2 sin 0z r r r r

z
θ θ+ = ⇔ − − − + =  

  ولكن
2 2 2

22 2

2 2 2

22 2

1 2 sin 2 1

( 1) 2 i 2

1 2 sin 2 1

( 1) 2 i 2

r r x y y

x y z

r r x y y

x y z

θ

θ

− − = + − −

= + − − = − −

− + = + + −

= + + − = + −
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  وعليه

( )( )2 21
2 i 2 i 2 0z z z

z
+ = ⇔ − − + − =  

  أو

( ) ( )1
2 i 2 i 2z z z

z
+ = ⇔ − = ∨ + =  

1يتحقّق الشرط إذن 
2z

z
+ )إذا وفقط إذا انتمت  = )M z  إلى إحدى الدائرتين(i, 2)C 

)أو  i, 2)C −.  ú  

Jالمستوي ليكن 29. التمرين P  ًوقد اخترنا فيه معلماً متجانسا( , , )O i j
� �

.  

. I  في حالة نتأمّل( ),a b  من×U ℂ التطبيقين  
, ,

, ,

: , ( )

: , ( )
a b a b

a b a b

f f z az b

g g z az b

→ = +

→ = +

ℂ ℂ
�

ℂ ℂ
  

  ونعرّف اموعات  
( ){ }, : ,a bf a b= ∈ ×D U ℂ  و( ){ }, : ,a bg a b= ∈ ×N U ℂ  

=وأخيراً  ∪I N D.  
)أثبت أنّ  1.   ),I )زمرة، وأنّ  	 ),D   زمرة جزئيّة منها. 	
  التالية : Pيحُقق الخاصّة  Iمن  hأثبت أنّ كلّ عنصر  2.  

( , ) , ( ) ( )u v h u h v u v∀ ∈ − = −ℂ  

. II  لتكنH طبيقاتمجموعة الت :h →ℂ ℂ  التي تحُقّق الشرطP.  
):يحُقق H مناً طبيقت ϕ ليكن 1. )0 0=ϕ و( )1 1=ϕ و( )i i=ϕ أثبت .

,أنّ  ( )z z zϕ∀ ∈ =ℂ.  

): يحُقق H تطبيقاً من ψليكن و  2. )0 0=ψ و( )1 1=ψ و( )i i= −ψ .
,أثبت أنّ  ( )z z zψ∀ ∈ =ℂ.  
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): رطينيحُقق الش Hتطبيقاً من  gليكن  3. )0 0g )و = )1 1g أثبت أنّ  =
( ) { }i i, ig ∈   . ماذا تستنتج ؟−

). نعرّف Hتطبيقاً من  hليكن  4. )0b h=  و( ) ( )1 0a h h= . أثبت أنّ −
a ∈ Uنعرّف إذن التطبيق .  

: , ( ) ( ( ) )g g z a h z b→ = −ℂ ℂ  
gأثبت أنّ    ∈ H ثمُّ احسب ،( )0g و( )1g.   
H=وأخيراً برهن أنّ    I.  

.بالعودة إلى ما أثبتناه في  5. I و. IIما المبرهنة التي أثبتناها ؟ ،  
. III    لتكن( )A a  نقطة منP وليكن ،( )ωΩ

�
 ∆، وأخيراً ليكن صفريشعاعاً غير  

Ωموازياً  Aالمستقيم المرسوم من 
��

الذي يقرن بالنقطة  S التحويل الهندسي. نتأمّل 
( )M z  النقطة( )M z′ . أثبت أنهّ يوجد ∆بالنسبة إلى المستقيم  Mنظيرة النقطة  ′

)يحُقّق  ،Nمن  sتطبيق  )z s z′ =.  
. IV    تطبيق من أثبت أنّ كلN وأنّ  هو ناتج تركيب انسحاب وتناظر بالنسبة إلى مستقيم ،

  هو ناتج تركيب انسحاب ودوران. Dكل تطبيق من 
  لحـلا

.1.I  لنلاحظ أنهّ في حالة( , )a b  و( , )c d  من×U ℂ لدينا  
, , , , , ,

, , , , , ,

, ,

, ,
c d a b ca cb d c d a b ca cb d

c d a b ca cb d c d a b ca cb d

f f f g f g

f g g g g f

+ +

+ +

= =

= =

	 	

	 	
  

  كما نعلم.  تجميعي، وهو Iعلى  قانون تشكيل داخليهو  	وهذا يثبت أنّ تركيب التطبيقات 
)تقبل البنية  � , )I 1,0idهو التطبيق المطابق  عنصراً حيادياًّ  	 f=. 

 وبملاحظة أنّ  �

, , , , 1,0

, , , , 1,0

id

id
a ab a b a b a ab

a ab a b a b a ab

f f f f f

g g g g f

− −

− −

= = =

= = =

	 	

	 	
  

). فنكون قد أثبتنا أنّ 	 مقلوب بالنسبة إلى القانون Iنستنتج أنّ لكل عنصر من  ),I  .زمرة 	

مغلقة بالنسبة إلى قانون تركيب التطبيقات، وينتمي إليها العنصر الحيادي،   Dونجد فيما سبق أنّ 
)كما ينتمي إليها نظير كل عنصر من عناصرها. إذن  , )D )زمرة جزئيّة من  	 , )I 	.  
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.2. I  لنلاحظ أنهّ في حالة( , )a b  من×U ℂ لدينا  
2

, ,( , ) , ( ) ( ) ( )a b a bu v f u f v a u v a u v u v∀ ∈ − = − = ⋅ − = −ℂ  
  و

2
, ,( , ) , ( ) ( ) ( )a b a bu v g u g v a u v a u v u v∀ ∈ − = − = ⋅ − = −ℂ  

)من  hإذن كلُ عنصر  , )I   .Pيحُقّق الخاصّة  	
.1. II  ليكنz ∈ ℂ  ولنعرّف( )zω ϕ= .كان   لـمّاϕ  ق الخاصّةيحُقP  وكان  

(0) 0ϕ (1)و     = 1ϕ (i)و     = iϕ =  
  استنتجنا أنّ 

zω 1و    = 1zω − = iو    − izω − = −  
2ينتج من  � 2

1 1zω − = zωو − Re أنّ  = Rezω = . 

2وينتج من  � 2
i izω − = zωو − )أنّ  = ) ( )Re i Re izω أو  =

Im Im zω =. 

zωومنه نستنتج أنّ  ,. فنكون قد أثبتنا أنّ = ( )z z zϕ∀ ∈ =ℂ.  
.2. II  ليكنψ  تطبيقاً منH : ق الشروط(0)يحُق 0ψ (1)و = 1ψ (i)و = iψ = − .

:عندئذ نعرّف التطبيق  , ( ) ( )z zϕ ϕ ψ→ =ℂ ℂ ق شروط التطبيقفنلاحظ أنهّ يحُق .ϕ  في
,كون الطلب السابق، وعليه ي ( )z z zϕ∀ ∈ =ℂ أي ،, ( )z z zψ∀ ∈ =ℂ 

,أو ( )z z zψ∀ ∈ =ℂ.  
.3. II  ليكنg  تطبيقاً منH  : ق الشرطين(0)يحُق 0g (1)و = 1g gξ(i). لنضع = = 
  عندئذ

(i) (0) i 0 1g gξ = − = − =     
1  و (i) (1) i 1 2g gξ − = − = − =  

1نستنتج بتربيع طرفي المساواة  2ξ − 2أنّ  =
1 2ξ ξ ξ+ − − ، ولكن =

1ξ 0ξإذن  = ξ+ 22ومنه  = 0ξ ξ+ 2أو  = 1 0ξ + ، وعليه نرى أنّ =
(i) {i, i}g ξ= ∈ − .  
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(i)فإذا كان  � ig 1,0g، أنّ II.1استنتجنا، بناءً على  = fϕ= =.  
(i)وإذا كان  � ig = .2.استنتجنا، بناءً على  − II ّ1,0، أنg gψ= =.  
.4. II  ليكنh تطبيقاً منH (0). ولنعرّفb h= (1)و (0)a h h=   . عندئذ يكون لدينا−

(1) (0) 1 0 1a h h= − = − =  
aومن ثمَ  ∈ U 1. لنعرّف إذن التطبيق

, ,( )a ab a bg f h f h−
−= =	   أي 	

: , ( ) ( ( ) )g g z a h z b→ = −ℂ ℂ  
)فنلاحظ أنهّ في حالة  , )u v  2منℂ الدين  

, ,( ) ( ) ( ( )) ( ( ))

( ) ( )
a ab a abg u g v f h u f h v

h u h v u v

− −− = −

= − = −
  

gإذن  ∈ Hولدينا من جهة أخرى ،  
( )

( )
, ,

2

, ,

(0) (0) ( ) 0

(1) (1) ( ) 1

a ab a ab

a ab a ab

g f h f b

g f h f a b a

− −

− −

= = =

= = + = =
  

1,0gلدينا  II.3إذن استناداً إلى  f=  1,0أوg g=ومنه ،  

, 1,0 ,a b a bh f f f= ,و   أ  	= 1,0 ,a b a bh f g g= =	  
.2 . ولقد أثبتنا الاحتواء المعاكس فيIينتمي إلى  Hوهكذا نكون قد أثبتنا أنّ كل عنصرٍ من  I ،

H=إذن  I.  

.5. II نقطتين التي تحُ  ، أيفي المستوي لإيزومتريةّلقد أثبتنا أنّ التحويلات ا قّق أنّ المسافات بين أي
)هي تماماً مجموعة التحويلات  ،تساوي المسافة بين صورتيهما ) ( )M z M z′  يثح ֏′

( )z h z′ hو = ∈ I.  

. III لتكن( )A a  نقطة منP وليكن ،( )ωΩ
�

المستقيم  ∆، وأخيراً ليكن فريصشعاعاً غير  
Ω موازياً  Aالمرسوم من 

�
)الذي يقرن بالنقطة   S. نتأمّل التحويل الهندسي  )M z  النقطة

( )M z′   . ∆بالنسبة إلى المستقيم  Mنظيرة النقطة  ′

]منتصف القطعة  Gلتكن  ]MM Mعندئذ تكون  ′ إذا وفقط إذا   ∆بالنسبة إلى  Mنظيرة  ′
]محور القطعة المستقيمة  ∆كان  ]MM ′.  
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  وهذا يُكافئ تحقق الشرطين :
AG، وهذا ما نعبر عنه بالارتباط الخطّي للشعاعين ∆تنتمي إلى  Gالنقطة  �

����
Ωو  

�
. 

MMالشعاع  � ′
������

Ωعمودي على  
�

.  
  يُكتب هذان الشرطان بالشكل

Im(( ) ) 0Gz a ω− ))Reو    = ) ) 0z z ω′ − =  
]منتصف القطعة  G إلى العدد العقدي الذي يمُثل النقطة Gzوقد رمزنا بالرمز  ]MM  أي ′
( )/2Gz z z ′=   عليه يكون لديناو . +

Im(( 2 ) ) 0z z a ω′+ − ))Reو    = ) ) 0z z ω′ − =  
  وهذا يُكافئ الشرطين

( ) ( )
( ) ( )

Re ( ) Re ( )

Im ( ) Im ( )

z a z a

z a z a

ω ω

ω ω

′ − = −

′ − = − −
  

  أو
( )( ) ( ) ( )z a z a z aω ω ω′ − = − = −  

  وأخيراً 

( )
a

z z a a z a
ω ω ω

ω ω ω
′ = − + = + −  

فإذا عرفّنا 
2

2| |

ω ω
α

ω ω
= aو = a

ω
β

ω
= ,استنتجنا أنّ  − ( )z g zα β

′ . إذن يوجد في =

N  تطبيق,s gα β=  قيحُق( )z s z′ =.  
. IV  ليكن,a bg g=  عنصراً منN  1عندئذ يكون, ,0b ag f g= 1aكان   لـمّا. و 	 = 

iaتحُقّق  ℝفي  θوجدنا  e θ=،  لنعرّف إذنi /2e θω =.   
Ωموازياً الشعاع  Oهو المستقيم المار بالمبدأ  ∆فإذا كان 

�
، استنتجنا ωالذي يمثله العدد العقدي  

)استناداً إلى نتيجة السؤال السابق أنّ التناظر  ) ( )M z M z′ معرّف  ∆بالنسبة إلى المستقيم  ֏′
  بالعلاقة

2
,0( )az z z az g zω′ = = =֏  

a,وعليه نرى أنّ  bg 0,: تناظرٌ بالنسبة إلى مستقيم هو ناتج تركيب تحويلينag 1يليه الانسحاب,bf.  



 تمرينـات 135

a,وبأسلوب مماثل، ليكن  bf f=  عنصراً منD  1عندئذ يكون, ,0b af f f= . وعليه نرى أنّ 	

,a bf  هو ناتج تركيب تحويلين : دورانٌ مركزهO  0,هوaf 1يليه الانسحاب,bf.  ú  

   الخلاصة �

 لقد أثبتنا أنّ التحويلات الإيزومتريةّ في المستوي، أي التي تحُقّق أنّ المسافات بين أي
 نقطتين تساوي المسافة بين صورتيهما، هي تماماً زمرة التحويلات الهندسيّة المكوّنة من

  سحابات ودورانات وتناظرات بالنسبة إلى مستقيمات.ان تركيب

Jالمستوي ليكن 30. التمرين P  ًوقد اخترنا فيه معلماً متجانسا( , , )O i j
� �

 ثلاث دوائر فيه . نتأمّل

1C 2وC 3وC  تقبل النقطةO  مركزاً مشتركاً. نختار على الدائرةkC  ًقوسا�
k kA B 

يقُابل زاوية مركزية تساوي 
3

π في حالة ،k  موعةمن ا{ }1, 2, منتصف  kM. لتكن 3
]القطعة المستقيمة  ]1k kB A 4، مع الاصطلاح + 1A A= أثبت أنّ المثلّث .

1 2 3M M M .متساوي الأضلاع  

  الحـل

بالترتيب. ولنفترض،  3Rو 2Rو 1Rتساوي  3Cو 2Cو 1C لنفترض أنّ أنصاف أقطار الدوائر
حالة  }من  kفي  ي ، أ1,2,3{ iنّ العدد العقد k

k ka R e θ= ل النقطةيمثkA عندئذ تكون .

kB  صورة العدد العقديi( /3) 2jk
k kR e aθ π+ = دلالة على العدد  jالرمز  عملنا، وقد است−

2 i /3 1 i 3
2 2

e π = −   : أنّ . ومنه نستنتج +
Â  1النقطةM هي صورة العدد العقدي 

2
1 2 1

1
( j )

2
m a a= −. 

Â  2النقطةM هي صورة العدد العقدي 

2
2 3 2

1
( j )

2
m a a= −.  

Â  3النقطةM هي صورة العدد العقدي 

2
3 1 3

1
( j )

2
m a a= −.  

  

 

3M

1M

2M

1B

1A

2A

2B
3A

3B

O
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21ومنه، بالاستفادة من كون  j j 0+ +   ، نجد =

2
2 1 3 2 1

2
3 1 2 1 3

1
( j j )

2
1
( j j )

2

m m a a a

m m a a a

− = + +

− = − + +

  

  إذن

2 i /3
3 1 2 1 2 1j ( ) ( )m m m m e m mπ− = − − = −  

وزاويته  1Mوفق الدوران الذي مركزه  2Mهي صورة  3Mو
3

π وهذا يبرهن أنّ المثلّث ،

1 2 3M M M .متساوي الأضلاع  ú  

  

  

  

  

  

qwe  
agd  
zxc  
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  البنـى الجبريـّة

بعدد منتهٍ من  E، نقصد تزويد اموعة Eعلى مجموعة  بنية جبريةّعندما نتحدّث عن 
قوانين التشكيل الداخلية والخارجية التي تحقّق عدداً من الخواص. وبوجه أعم، عندما نتحدّث عن بنية، 

  وبعض العلاقات الثنائية المتوافقة مع هذه البنية. ،يةّ على مجموعةجبر  نقصد بنيةً 
إنّ المفهوم الأساسي في هذا البحث هو مفهوم الإيزومورفيزم أو التشاكل التقابلي، أي التقابل 
المحافظ أو المتوافق مع قوانين التشكيل. فإذا كانت لدينا مجموعتان مزوّدتان ببنى جبرية ومتشاكلتان 

، فإنّ كلّ خاصة تُبرهَن في إحدى البنيتين ولا تتعلّق إلا بالبنية الجبريةّ تكون صحيحة في تقابلياً 
  الأخرى.

  رـالزم  �

  عموميّات 1.

إذا تحقّقت الشروط  زمرةهي  ∗بقانون تشكيل داخليالمزوّدة  Gنقول إن اموعة  .تعريف 1-1.
  : الثلاثة التالية

  تجميعي: ∗القانون  �
3( , , ) , ( ) ( )a b c G a b c a b c∀ ∈ ∗ ∗ = ∗ ∗  

  عنصراً حيادياًّ: ∗يقبل القانون  �
: ,e G a G a e e a a∃ ∈ ∀ ∈ ∗ = ∗ =  

  :Gنظير في  Gلكلّ عنصر في  �
, :a G a G a a a a e′ ′ ′∀ ∈ ∃ ∈ ∗ = ∗ =  

  أي  ،، إضافة إلى ما سبق، تبديلياً ∗وإذا كان القانون 
2( , ) ,a b G a b b a∀ ∈ ∗ = ∗  

)أسمينا  , )G   .زمرة تبديلية ∗

 الفصل الثالث

  www.hiast.edu.sy  المعهد العالي للعلوم التطبيقية والتكنولوجيا
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  خواص وأمثلة 2-1.

)في زمرة   � , )G   يكون العنصرُ الحياديُ وحيداً ويكون نظيرُ كل عنصر وحيداً أيضاً. ∗

)إذا كانت   � , )G   ن االتطبيق كان  Gعنصراً من  aكان زمرة و  ∗
: :

: :

a

a

G G x a x

G G x x a

γ

δ

→ → ∗

→ → ∗
  

). هذا يعني أنه في زمرة منتهية ينتقابل , )G مرّة، ومرّة واحدة  Gمن  يظهر كلّ عنصر ∗
  .∗كل عمود من جدول القانون   وفيفقط، في كل سطر 

وإلى  −x بالرمز x نظير عنصروإلى ، +بالرمز  Gنرمز عادة إلى قانون زمرة تبديلية   �
كتبنا   ℤعنصراً من  nو Gعنصراً من  a . وإذا كان0Gأو  0العنصر الحيادي بالرمز

na  دلالة على
n

a a a+ + إذا كان  0ودلالة على  ،موجباً تماماً  nإذا كان  ���������������⋯+

0n ) وللدلالة على، = )( )n a−   سالباً تماماً.  nإذا كان  −
  الخواص:صحّةَ ونتحقق بسهولة 

2, ( , ) , ( ) ,

( ) ( )

a G m n ma na m n a

m na mn a

∀ ∈ ∀ ∈ + = +

=

ℤ  

)بالرمز ، تكنلمسواء أكانت تبديلية أو ، Gنرمز عادة إلى قانون زمرة   � ، الذي يحُذف ⋅(
ونرمز بالرمز  xونسمّيه مقلوب  −1xبالرمز x عادة عند الكتابة، ونرمز إلى نظير عنصر

  العنصر الحيادي. إلى 1Gأو  1
دلالة على  naعدداً صحيحاً كتبنا  nو، Gعنصراً من  aفإذا كان 

n

a a a⋅ إذا   ���������⋯

0nإذا كان  1لالة على دو  ،موجباً تماماً  nكان  )1ودلالة على  ،= ) na− إذا كان  −
n .ًسالباً تماما  

)في بقية هذا البحث سنعتمد الرمز السابق    � ، ما لم نذكر Gة دلالة على قانون زمر  ⋅(
  .خلاف ذلك
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)الأمثلة التالية:  	 , )+ℤ ،( , )+ℚ ،( , )∗ ×ℚ ،}{( )1, 1 ,− +   مألوفة للقارئ. ×


)البنية كانت   ،Eالفرق التناظري على  ∆و ،مجموعة Eذا كانت إ   )( ),P E زمرة  ∆
  تبديلية. 

)ت إذا كان  � ),G )و  ∗ ),H Gمكننا أن نزوّد أ ،ينزمرت ⊥ H×  بقانون زمرة على
  التالي:  وجهال

( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 2 1 2, , ,g h g h g g h h= ∗ ⊥⊤  
) أياً كانوذلك  )1 1.g h و( )2 2.g h منG H× .  

)نسمّي الزمرة  ),G H× )زمرة الجداء الديكارتي للزمرتين  ⊤ ),G )و ∗ ),H ⊥ .
  زمر.العددٍ من ويمكن تعميم هذا التعريف على الجداء الديكارتي ل

) الرمزمجموعة، رمزنا ب E إذا كانت   � )S E إلى مجموعة التقابلات من E إلىE  ّإن .
( )S E  زمرة. وإذا كانت �مزوّدةً بقانون تركيب التطبيقات nE = ℕرمزنا بالرمز ، 

( ),nS ) إلى الزمرة � )( ),nS ℕ   .من العناصر nبعددٍ  الزمرة المتناظرة، وأسميناها �

  رموز جديدة 3-1.

)لتكن  ),G A. نكتب Gمجموعتين جزئيتين غير خاليتين من  Bو Aزمرة، و ⋅ B⋅ 
  للدلالة على اموعة

{ }: ,ab a A b B∈ ∈  
}دلالة على  Abو aB ونصطلح أن نكتب }a B⋅ و{ }A b⋅ ْلاحظ أنهّ إذا احتـَوَت .

  كانعلى أكثر من عنصرين   Aمجموعة 

{ } { }2: , :A A ab a A b A a a A⋅ = ∈ ∈ ≠ ∈  

Aوإذا كانت  G⊂ 1 الرمزغير خالية، رمزنا أيضاً بA− موعة إلىا { }1 :a a A− ∈.  
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  الزمر الجزئية 2.

)لتكن  .تعريف 1-2. ),G  Gمن  زمرة جزئية H. نقول إنّ Gمجموعة جزئية من  Hزمرة، و ⋅
  إذا تحقّق الشرطان:

) أي Gمغلقة بالنسبة إلى قانون  H اموعة � ) 2, ,x y H x y H∀ ∈ ⋅ ∈.  
  ، بنية زمرة.G، مزوّدة بقانون H وعةام �

)لتكن  .مبرهنة 2-2. ),G تالية . إنّ الخواص الثلاث الGمجموعة جزئية من  Hزمرة، و ⋅
  متكافئة:

)زمرة جزئية من  Hتكون اموعة  1. ),G ⋅.  

  : الشروط التالية Hقّق اموعة تحُ  2.
 1( , )x H x H−∀ ∈ )و ∋ ) 2( , , )x y H x y H∀ ∈ ⋅ )و ∋ )H ≠ ∅  
  : الشرطين التاليين Hقّق اموعة تحُ  3.

( )H ≠ 2و    ∅ 1( ( , ) , )x y H x y H−∀ ∈ ⋅ ∈  
  الإثبات

  رئ.إنّ إثبات هذه المبرهنة بسيط ومتروك تمريناً للقا  

)كلّ الزمر الجزئية من  .مثال مهم 3-2. ), +ℤ  هي من النمط( ),n +ℤ ، معn ∈ ℕ.  

)زمرة جزئية من  Hفي الحقيقة، إذا كانت  ), +ℤ  {0}فإمّا أن تكونH ومن ثمَ  =
0 n= وH n= ℤ {0}. وإمّا أن تكونH ينتمي إلى  aوعندها يوجد عنصر  ≠

{ }\ 0Hعندئذ  .ولكنa H− Hأيضاً. ينجم عن ذلك أنّ  ∋ ∗∩ ≠ ∅ℕ نعرّف إذن .
min( )n H ∗= ∩ ℕ.  

nاستنتجنا من مغلقة فيما يخص الجمع وأخذ النظير  H كانت  لـمّا � H∈  ّأنn H⊂ℤ.   
)زوجاً بالقسمة الإقليديةّ  نجد H من x ناحية أخرى، إذا أخذنا عنصراً من  � ),q r  من

×ℤ ℕ يحُقّقx qn r= 0و + r n≤ r . ولكن> x qn H= − ∈ ∩ ℕ إذن ،
0أن يكون  nيقتضي تعريف  r=،  َّومن ثمx qn n= ∈ ℤ .إذن n H=ℤ.  

)وبالعكس، من الواضح أنّ  ),n +ℤ  زمرة جزئية من( ), +ℤ.  
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)لتكن زمرة و  Gلتكن  .مبرهنة 4-2. )i i IH . عندئذ يكون Gجماعة من الزمر الجزئية من  ∋
i

i I
H

∈
  .Gزمرة جزئية من  ∩

  ثباتالإ
   الإثباتُ تحققٌ بسيط ومتروك للقارئ.  

)لتكن  .مبرهنة وتعريف 5-2. ),G جميع  . إنّ تقاطعَ Gمجموعة جزئية من  Xلتكن زمرة و  ⋅
 الزمرة الجزئية المولدة، نسمّيها Gجزئية من  زمرةٌ  هو Xالتي تحوي  G الزمر الجزئية من

〉X، ونرمز إليها بالرمز X اموعةب 〉X. إنّ 〈 تحوي  G مرة جزئية منهي أصغر ز  〈
X وإذا كانت .X∅   كان  ≠

{ }1
1 2 : , ,n iX x x x n i x X X∗ ∗ −= ∈ ∀ ∈ ∈ ∪⋯ ℕ ℕ  

〉Xأو بقول آخر إنّ  هي مجموعة كل الجداءات المنتهية من عناصر مأخوذة هي أو  〈
  .Xمقاليبها من 

  الإثبات
أماّ لإثبات الجزء الثاني فيكفي أن  2-4.المبرهنة  عمالالجزء الأول من المبرهنة واضح باست

  نبرهن أنّ اموعة 
{ }1

1 2 : , ,n n ix x x n i x X X∗ −∈ ∀ ∈ ∈ ∪⋯ ℕ ℕ  
  . وهذا أمر سهل نترك تفاصيله للقارئ.Xتحوي  Gزمرة جزئية من   

  تعريف 6-2.

)عنصراً من زمرة  aليكن � ),G }〉a{. إذا كانت الزمرة الجزئية ⋅ }اموعة ،المولدة ب〈 }a ،
〉aبالرمز  والتي نرمز إليها تجاوزاً   رتبة العنصر منتهية، أسمينا عدد عناصرها مجموعةٌ  ، هي〈

a.  وكتبنا( ) card( )O a a= 〈 〉a. أمّا إذا لم تكن اموعة 〈 منتهية فإننا نقول إنّ  〈
)لا ائية ونكتب  a بةرت )O a = +∞.  

)إذا وجدنا في زمرة  � ),G Gيحقق  a عنصراً  ⋅ a= 〈 وحيدة  G. قلنا إن الزمرة 〈
. لاحظ في هذه Gللزمرة  مولد aعنصر واحد لتوليدها، وقلنا إنّ  ، أي يكفيالتوليد

}الحالة أنّ  }:nG a n= ∈ ℤ وأنّ الزمرة ،G  ٌبالضرورة. تبديلية  
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)بوجه عام، إذا كانت الزمرةُ  � ),G ونسمّي عدد  زمرة منتهية مجموعةً منتهية، فإننا نسمّيها ⋅
  . هذه الزمرة رتبة عناصرها

)الزمرة  .مثال 7-2. ), +ℤ  ّ1 وحيدة التوليد لأن 1= 〈 〉 = 〈− 〉ℤنلاحظ في هذا المثال أنه  ؛
  .أخرى مهمّة د أن نجد أكثر من مولّد. سنتعرض لاحقاً لأمثلةيمكن في زمرة وحيدة التولي

)لتكن .Lagrange لاغرانج مبرهنة 8-2. ),G . Gزمرة جزئية من  H زمرة منتهية، ولتكن ⋅
cardالعددُ  يقسم  حينئذ ( )H  َالعدد card( )G.  

  الإثبات
  العلاقة الثنائية G لنعرّف على  

2 1( , ) , Hx y G x y x y H−∀ ∈ ⇔ ⋅ ∈R  
  :نّ هذه العلاقة علاقة تكافؤ لأنّ إ

� HR لأنّ  انعكاسية 

( ) ( )1 , HH x G x x∈ ⇒ ∀ ∈ R  

� HR  تناظرية 

( )

( )

1

1 1 1( )

H

H

x y x y H

x y y x H

y x

−

− − −

⇒ ⋅ ∈

⇒ ⋅ = ⋅ ∈

⇒

R

R

  

� HR  متعدّية  

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

1 1

1 1 1( )( )

H H

H

x y y z x y H y z H

x y y z y z H

y z

− −

− − −

∧ ⇒ ⋅ ∈ ∧ ⋅ ∈

⇒ ⋅ ⋅ = ⋅ ∈

⇒

R R

R

  

)cardإلى عدد صفوف تكافؤ العلاقة السابقة أي  kالرمز لنرمز ب   / )Hk G= R .
2هذه الصفوف. نجد عندئذ عناصر   ولنختر ممثلاً من كل صفٍ من 1, , ,kx x x…  فيG قتحق 

[ ] [ ] [ ]{ }1 2/ , , ,H kG x x x=R   .Gوهي تجزئة للمجموعة  ،…
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  . من الواضح أنّ Gن م xلننظر إلى صف تكافؤ عنصر   
{ }
{ }

1[ ] :

:

x y G y x H

xh G h H xH

−= ∈ ⋅ ∈

= ∈ ∈ =
  

: والتطبيق [ ],H x h xhϕ → ]و Hتقابل بين ֏ ]xإذن . card card[ ]H x= منه . و
  نستنتج أنّ 

  
1 1

card( ) card([ ]) card( ) card( )
k k

m
m m

G x H k H
= =

= = = ⋅∑ ∑    

)لقد أثبتنا في الواقع أنّ النسبة  .ملاحظة 9-2. )

( )

card

card

G

H
 HRتمُثلُ عدد صفوف تكافؤ العلاقة  

]الذي نرمز إليه عادة بالرمز  : ]G H.  
)ه في زمرة في الإثبات السابق خاصّتين معروفتين ، هما أنّ  عملنالقد است .ملاحظة 10-2. ),G ⋅ 

1 لدينا 1 1( )ab b a− − 1و =− 1( )a a− − نترك للقارئ مهمة إثبات هاتين ، و =
  .اً الخاصتين تمرين

  التشاكلات الزمرية 3.

)لتكن الزمرتان  .تعريف 1-3. ),G )و ⋅ ),H  f. نقول إنّ Hإلى Gتطبيقاً من f، وليكن∗
  ط إذا تحقق الشرطإذا وفق تشاكلٌ زمري

( , ) , ( ) ( ) ( )x y G G f x y f x f y∀ ∈ × ⋅ = ∗  

وإذا كان  إذا وفقط إذا كان تقابلاً وتشاكلاً زمرياً في آن معاً. تشاكل تقابلي زمريّ  ونقول إنهّ
 ( ) ( ): , ,f G H⋅ →   اموعة  f نواة تشاكلاً زمرياً، سميّنا ∗

{ }ker : ( ) Hf x G f x e= ∈ =  

  اموعة f صورةوسميّنا 
{ }Im ( ) ( ) :f f G f x x G= = ∈  

kerإنّ  f وIm f  زمرتان جزئيتان منG وH حالةً  بوصفه كلعلى التوالي. ينتج ذ
  من المبرهنة التالية:  خاصة
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)ليكن :  مبرهنة 2-3. ) ( ): , ,f G H⋅ →   تشاكلاً زمرياً. ⋅
1)أي  Hهي الحيادي في  fوفق  Gإنّ صورة الحيادي في  � ) 1G Hf =.  
 هي نظير صورة هذا العنصر  fوفق  Gإنّ صورة نظير عنصر من  �

( ) 11, ( ) ( )x G f x f x
−−∀ ∈ =.  

  .H هي زمرة جزئية من fوفق  Gإنّ الصورة المباشرة لأي زمرة جزئية من �
  .Gهي زمرة جزئية من  fوفق  Hإنّ الصورة العكسية لأي زمرة جزئية من  �

  الإثبات
1)تنتج الخاصّة الأولى بالاختصار على  � )Gf واةفي طرفي المسا  

(1 ) (1 1 ) (1 ) (1 )G G G G Gf f f f= ⋅ = ⋅  
  كان   Gعنصراً من  xولإثبات الخاصّة الثانية، نلاحظ أنه إذا كان  �

1 1( ) ( ) ( ) (1 ) 1G Hf x f x f x x f− −⋅ = ⋅ = =  
) أنّ  وهذا يقتضي   ) 1 1( ) ( )f x f x

− −=.  
  ، كان لدينا، من جهة أولىGزمرة جزئيّة من  1Gوإذا كانت  �

11 (1 ) ( )H Gf f G= ∈  
)ومن جهة ثانية، مهما يكن    )f a x= و( )f b y= )مع ( , )a b  2من

1(G يكن   
( ) 11 1 1

1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x y f a f b f a f b f a b f G
−− − −⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ ∈  

)1وهذا يثُبت أنّ    )f G  زمرة جزئيّة  منG.  
  يتحقق صحةَ الخاصّة الأخيرة بأسلوب مماثل لما سبق. أن لقارئلوأخيراً نترك  �  
)لتكن .ملاحظة مهمة 3-3. ),G f:رة، وليكن زم ⋅ G E→ تقابلاً بين G  ومجموعة ما

Eالمعرف على  ∗ . إنّ قانون التشكيل الداخليE بالعلاقة  
( )1 1( , ) , ( ) ( )x y E E x y f f x f y− −∀ ∈ × ∗ = ⋅  

)يجعل من  ),E  Gتشاكلاً تقابلياً زمرياً. نقول عندئذ إننا قد نقلنا بنية  fزمرة، ويكون  ∗
  . Eإلى 

)فمثلاً يمكن للقارئ أنّ ينقل بنية الزمرة  ), +ℝ ال إلىا ] [1, 1− لتحقيق  ،عملاً مُست ،+

:التطبيقَ  ،ذلك ] 1, 1[,
1 | |

x
f x

x
→ − +

+
ℝ ֏.  
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  زمرة خارج القسمة  4.

)لتكن    ),G ،كما في G. نعرّف على Gزمرة جزئية من  H، ولتكن تبديلية  زمرة +
  العلاقة الثنائية 2-8.المبرهنة 

2( , ) , Hx y G x y x y H∀ ∈ ⇔ − ∈R  

G/لقد وجدنا أنّ هذه العلاقة علاقة تكافؤ. لنرمز إذن بالرمز  H  إلى مجموعة صفوف التكافؤ
/G R ولننظر إلى صف تكافؤ عنصر .a  منG ّمن الواضح أن .  

{ }
{ }
{ }

[ ] :

: ,

:

a x G x a H

x G h H x a h

a h G h H a H

= ∈ − ∈

= ∈ ∃ ∈ = +

= + ∈ ∈ = +

  

]وبوجه خاص  ]0 H=.  

G/رين من عنص Bو Aإذا كان  � H  موعة كانتا  
{ }: ,A B a b a A b B+ = + ∈ ∈ɺ  

G/من  اً أيضاً عنصر  H في الحقيقة سنثبت أنهّ إذا كان .[ ]A a= و[ ]B b=  كان 
[ ]A B a b+ = +ɺ.  

Â  ليكنx  عنصراً من[ ]a b+ .يوجد عندئذ h منH يحُقّق a b h x+ + = ،
]ن ولك ]b h b B+ ∈ ]و = ]a a A∈ xإذن  = A B∈ +ɺ .  

Â وبالعكس، إذا كان x  عنصراً منA B+ɺ  يوجد عندئذaɶ  منA وbɶ  منB قانيحُق 
a b x+ =ɶɶ لكن . و[ ]B b= و[ ]A a= ،1يوجدفh  فيH قيحُق 

1b h b+ = ɶ 2، و يوجدh  فيH 2 يحُقّقa h a+ = ɶ َّومن ثم ،  

1 2x a b h h a b= + + + ∈ +  

G/ هو قانون تشكيل داخلي على ɺ+ينتج مما سبق أنّ  H.  ونتحقق بسهولة أنّ القانون+ɺ 
  حيادياً.عنصراً  [0]تبديلي وتجميعي، ويقبل 
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G/عنصراً من  Aإذا كان  � H  موعة  كانتا{ }:A a a A− = − من  اً أيضاً عنصر  ∋
/G H لأنه إذا كان .[ ]A a=  كان [ ]A a− =  Aة أيضاً أنّ كلّ عنصر . ونتحقق بسهول−
G/من  H  يقبلA− نظيراً في/G H.  ّينتج من الدراسة السابقة أن ( )/ ,G H +ɺ  زمرة تبديلية

  .H على Gزمرة خارج قسمة نسمّيها 

: ونرى من ناحية أخرى أنّ الغمر القانوني / , [ ]Q G G H a a→   تشاكل زمري. ֏

) الزمرةاً من الناحية العملية. لنتأمّل اً جدسندرس فيما يلي مثالاً مهمّ    ),G = +ℤ وزمرة ،
Hجزئية منها  n= ℤ 0 حيثn nℤ/. إنّ زمرة خارج القسمة ≠ ℤ  هي زمرة تبديلية

  تجاوزاً. +إليه  الذي عرفّناه سابقاً والذي سنرمز ɺ+بالنسبة إلى القانون 

nℤ/إنّ الزمرة  .مبرهنة1-4. ℤ ،( 0)n   . في الحقيقة إنّ n، منتهية وعدد عناصرها ≠
[ ] [ ] [ ]{ }/ 0 , 1 , , 1n n= −ℤ ℤ …  

  الإثبات
  يكفي أن نثبت صحّةَ الخاصتين التاليتين:

0إذا كان  � r r n′≤ < ]كان   > ] [ ]r r ′≠.  
nℤ/ عنصراً من A إذا كان � ℤ،  فيوجدr  في{ }0, , 1n ]يحُقق  …− ]A r=.  

0في الحقيقة، إذا كان  r r n′≤ < rفلا يمكن أن يكون  > r′ ومن ثمَ  nمضاعفاً للعدد  −
[ ] [ ]r r ′≠ .  

nℤ/ عنصراً من Aومن ناحية أخرى، إذا كان  ℤ، فيوجد ، a  منℤ  يحُقّق[ ]A a=.  نجُري
) فنجد n على aلعدد قسمة إقليدية ل , )q r  في×ℤ ℕ  قيحُقa qn r= + 

0و r n≤ a .  ومن ثمَ > r n H− ∈ =ℤ   ومنه[ ] [ ]r a A= =.    
  

nℤ/لاحظ أنه في    ℤ  لدينا[ ] { }:kn k= + ∈ℓ ℓ ℤ0 . وفي حالةn فإنّ  =
nℤ/الزمرة  ℤ  ُشاكِلُ تقابلياً تℤ.  
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  وحيدة التوليدالالزمر   5.

)لنذكّر بأن زمرة  ),G   يحقق aعنصرٌ  Gفي  تكون وحيدة التوليد، إذا وُجِدَ  ⋅
{ }:kG a a k= = ∈ ℤ  

: في هذه الحالة يكون التطبيق k
a G, k a→ℤ ֏ϕ  تشاكلاً زمرياً غامراً، نواتهker aϕ 

n مع nℤفهي من النمط  ℤزمرة جزئية من  ∈ ℕلاحظ أنهّ إذا كان . [ ]r k∈  كان 
ker ar k n− ∈ =ℤ ϕ  من ثمَّ و k ra a= ًينجم عن ذلك أنّ هناك تطبيقا .  

[ ]: / k
a n G, k a→ɶ ℤ ℤ ֏ϕ  

  .هنة التاليةنستنتج من ذلك المبر  تشاكل تقابلي زُمري. aɶϕ ويثبتُ القارئ بسهولة أنّ التطبيق

)لتكن  .مبرهنة وتعريف 1-5. ),G   مولّداً لها. aزمرة وحيدة التوليد وتقبل ⋅
)غير منتهية، فهي تُشاكِلُ تقابلياً الزمرة Gإذا كانت � ), +ℤ وفق التشاكل ،kk a֏ .  
) فهي تشاكل تقابلياً  nمنتهية وعدد عناصرها  Gإذا كانت � )/ ,n +ℤ ℤ وفق التشاكل ،

[ ] kk a֏ ّونقول إن .G رتبتها  زمرة دوّارةn.  

  لرتبة عنصر في زمرة.التالية إعطاء الخاصة المميّزة في نا هذه النتيجة فيدت

)عنصراً رتبته منتهية في زمرة  aليكن  .نتيجة 2-5. , )H   . عندئذ⋅
{ }( ) min : 1kO a k a∗= ∈ =ℕ.  

〉aذلك لأن  )، فهي تُشاكِل تقابلياً الزمرة Hزمرة دوّارة جزئية من  〈 )/ ,n +ℤ ℤ حيث 
( )n O a= .    

  .رةوتبينّ الخاصّة التالية صفةً مهمّة من صفات الزمر الدّوا

)لتكن :  مبرهنة 3-5. ),G مولّداً لها. عندئذ أياً كان  aوتقبل nزمرة دوّارة عدد عناصرها  ⋅
. وهي الزمرة المولّدة dعدد عناصرها  Gتوجد زمرة جزئية وحيدة في  ،n لعددل dالقاسم 
n/بالعنصر  d

a b=.  
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  الإثبات

n، ولنضع n لعددقاسماً ما ل dليكن  dm= إنّ الزمرة .ma〈  Gزمرة جزئية من  〈
}عدد عناصرها بالعلاقة يعُطى  }min :k mk n∗∈ ∈ℕ ℤ  فهو إذنd.  

d،nعدد عناصرها  Gزمرة جزئية من  Hوبالعكس، لتكن  dm= ولنتأمّل .
:التشاكل k

a G,k a→ℤ ֏ϕ ّ1. إن( )a H−ϕ  زمرة جزئية من( ), +ℤ  فهي من
 ئ قولنا إنّ . وهذا يكافsℤالشكل

{ }:skH a k= ∈ ℤ  

sHومن ثمَ  a= 〈   نجد 5-2.. وبناءً على النتيجة〈
{ }min : 1skd k a∗= ∈ =ℕ  

nهو أصغر مضاعف للعدد  sdأو إن  d m= ،أي s m=إذن . mH a= 〈 〉.    

  nS الزمر المتناظرة  6.
 nℕهي الزمرة التي عناصرها التقابلات على اموعة  nS الزمرة المتناظرة لنذكر بأنّ 

، وقد رأينا أنّ تباديلَ لمزودة بقانون تركيب التطبيقات. نسمّي عادة عناصر هذه الزمرة وا
card( ) !nS n= ّ2. سنفترض فيما يلي أنn   لحالات التافهة.ل نباً تج ≤

  بالشكل  σ كتبنا  nSعنصراً من  σإذا كان 
1 2

(1) (2) ( )

n

n

  =   

⋯

⋯
σ

σ σ σ
  

2nلنفترض أنّ  .تعريف 1-6. إذا وُجِدَ عنصران مختلفان ، مُناقلة nSمن  τ إنّ . نقول ≤
( , )a b  2من

nℕ قانيحُق  

{ }

. ( )

. ( )

. \ , , ( )n

a b

b a

k a b k k

= •

= •

∀ ∈ = •ℕ

τ

τ

τ

  

)بالرمز  τنرمز في هذه الحالة إلى المناقلة  , )a b  أو بالرمز,a bτ.  
I=�τق ق تحُ  τ لاحظ أنّ كل مناقلة τ إذ  ل يمثI التطبيق المطابق علىnℕ  وهو

  .nSالعنصر الحيادي في 
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2لتكن  .مبرهنة 2-6. n≤ إنّ مجموعة المناقلات في .nS  تولّد الزمرةnS.  
  الإثبات

  . nسنثبت هذه المبرهنة بالتدريج على العدد 
2n الخاصة صحيحة عندما تكون � }لأنّ ، = }1,2 2,I S=τ 1,2و 1,2 I=�τ τ.  
1nلنفترض صحة الخاصة عند  �   : . نناقش حالتينnSتبديلاً من  σ، وليكن −

)إمّا أن يكون  � )n n=σ فنضع ،( )1 1: ,n n k k− −→ɶ ℕ ℕ ֏σ σ، ويكون ɶσ 
1nSعنصراً من  2. نجد عندئذ استناداً إلى فرْض التدريج مناقلات − 1, , ,kɶ ɶ ɶ…τ τ τ  من

1nS 1 تحُقق − 2 k=ɶ ɶ ɶ ɶ� �⋯�σ τ τ τ .  
2 نعرّف عندئذ المناقلات   1, , ,k …τ τ τ   منnS  :كما يلي  

: ,
( )

( ) : .i
i

n x n
x

x x n

== 
≠

ɶ
τ

τ
  

1يكون ل 2 k= � �⋯�σ τ τ τ . المطلوب.إثبات ويتم  
)وإمّا أن يكون  � )n p n= ≠σ فنعرّف .,n p =�τ σ σ  منnS إنّ التبديل .σ 

) قق يحُ  )n n=σ 1 يمكننا إذن تطبيق الحالة السابقة عليه، فنجد مناقلاتτ 2وτ و… 
1 قتحُقnS،  من  kτو 2 k= � �⋯�σ τ τ τ َويكون من ثم ،  

, 1 2n p k= � � �⋯�σ τ τ τ τ  
  في هذه الحالة أيضاً. الإثبات ويتم    

  توقيع تبديل3-6.

) ذكّر أنّ لن )
2
n

P مجموعة أجزاء  هيnℕ موعة   أياً  .المؤلفّة من عنصرينكانت ا
{ },A a b=  من( )

2
n

P أياًّ كان ، وσ  منnSنعرّف ،  

( ) ( ) ( ) ( )
( , )

b a a b
A

b a a b

σ σ σ σ
δ σ

− −
= =

− −
  

)قيمة العدد  نلاحظ جوْدَة هذا التعريف لأنّ و  , )Aδ σ موعةلا تتعلق إلاّ با A،  وليس بالعنصرين
a وb.  
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2فإذا كان  1( , )σ σ  منn nS S×  كانتو { },A a b=  من( )
2
n

P ،:أمكننا أن نكتب  
2 1 2 1

2 1

2 1 2 1 1 1

1 1

( ( )) ( ( ))
( , )

( ( )) ( ( )) ( ) ( )

( ) ( )

b a
A

b a
b a b a

b a b a

σ σ σ σ
δ σ σ

σ σ σ σ σ σ

σ σ

−
=

−
− −

= ⋅
− −

�

  

  ومنه
 2 1 2 1 1( , ) ( , ( )) ( , )A A A= ⋅�δ σ σ δ σ σ δ σ  ( )∗  

  المقدار  nSمن  σ في حالةلنعرّف 

( )
2

( ) ( , )
n

A P

Aσ δ σ

∈

∆ = ∏  

2وليكن  1( , )σ σ  منn nS S× بملاحظة أنّ التطبيق ،( ) ( )
2 2 1, ( )n n

P P A Aσ→ تقابلٌ،  ֏
)وانطلاقاً من العلاقة    أنّ نجد ، ∗(

( ) ( )
2 2

2 1 2 1 1

2 1

( ) ( , ( )) ( , )

( ) ( )

n n
A P A P

A Aσ σ δ σ σ δ σ

σ σ

∈ ∈

∆ = ⋅

= ∆ ⋅ ∆

∏ ∏�

  

  ونستنج من ذلك أنّ التطبيق 

( )
2

1

( ) ( )
: ( , ), ( ) ( , )

n

n
i j nA P

j i
S A

j i

σ σ
σ σ δ σ∗

≤ < ≤∈

−
∆ → ⋅ ∆ = =

−
∏ ∏ℝ ֏  

)تشاكلٌ زمري، يحقق بوجه خاص  ) 1I∆ 1و  = 1
( )

( )
−∆ =

∆
σ

σ
.  

)إلى  nSالمعرّف آنفاً تشاكلٌ زمري غامر من  ∆إنّ التطبيق  .مبرهنة4-6. ){ 1, 1},− + ⋅.  

  الإثبات
,1)لتكن المناقلة  2) = τ ولنحسب ،( )∆ τ.  

)من  Aإذا كانت  � )
2

n
P ، ق1}تحُق, 2}A ∩ = )كان   ∅ , ) 1A =δ τ.  

,1}وإذا كانت  � }A j=  من( )
2

n
P،  قتحُق{ } { }1, 2 1A ∩   كان  =
2

( , )
1

j
A

j
−

=
−

δ τ  

,2}وإذا كانت  � }A j= من( )
2

n
P  ق1}تحُق, 2} {2}A ∩  كان  =
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1
( , )

2
j

A
j

−
=

−
δ τ  

,1}وأخيراً إذا كانت  � 2}A ) كان  = , ) 1A = −δ τ.  أنّ  إذنينتج( ) 1∆ = −τ.  
),لتكن المناقلة , ) i ji j τ= وليكن ،σ  منnS (1) تبديلاً يحقق iσ (2)و = jσ عندئذ . =

1العلاقة:  صحةِ من يتوثق القارئ بسهولة 
1,2 ,i j

− =� �σ τ σ τ َّويكون من ثم .  

1
, 1,2

( )
( ) ( ) ( ) ( ) 1

( )i j
− ∆

∆ = ∆ ⋅ ∆ ⋅ ∆ = − = −
∆

σ
τ σ τ σ

σ
   

)نستنتج أنّ  ) 1∆ = −τ  أياً كانت المناقلةτ  منnS .  
2 نجد مناقلات nSمن  σوأخيراً إذا كان  1, , ,k …τ τ τ  منnS قتحُق  

1 2 k= � �⋯�σ τ τ τ  
)وبذا يكون  ) ( 1)k∆ = −σ . في  يأخذ قيمه ∆نستنتج أنّ وهكذا{ }1, 1− ، وهو غامر +

2 لأنّ  n≤.    

) ، أسمينا المقدارnSتبديلاً من  σإذا كان  .تعريف 5-6. )∆ σ توقيع التبديل σا أنّ ن. لقد أثبت
( )∆֏σ σ  تشاكل زمري غامر منnS  إلى( ){ 1, 1},− + ناتجَ  σكان، وإذا  ⋅

)كان   مناقلة kتركيب  ) ( 1)k∆ = −σ.  

)ينجم عمّا سبق أن  .نتيجة 6-6. ) 1∆ = −σ إذا وفقط إذا كان ،σ  ناتج تركيب عدد فردي
  من المناقلات.

}أي ، ∆إنّ نواة التشاكل  .تعريف 7-6. }: ( ) 1nS∈ ∆ =σ σ  زمرة جزئية منnS 
إلى الزمرة المتناوبة إذا  مّا ينتمي تبديلٌ وعليه . nA، ونرمز إليها بالرمز الزمرة المتناوبةنسمّيها 

  وفقط إذا كان ناتج تركيب عدد زوجي من المناقلات.
:1,2 نظراً إلى أنّ التطبيقو  \ ,n n nA S A→ ֏ �ψ σ τ σ  َفإن رتبة الزمرة  قابلٌ ت

!تساوي  nAالمتناوبة 
2
n.  

)،kمن المرتبة  دورة nSمن  σتبديل إنّ النقول  .تعريف 8-6. )2 k≤،  إذا وفقط إذا وُجِدت
2عناصر  1, , ,ki i i…  مختلفة مثنى مثنى وعددهاk منnℕ تحُقّق   
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{ }1 2

-1 1

1

. \ , , , , ( )

. , ( )

. ( )

n k

k p p

k

j i i i j j

p i i

i i

+

•

•

∀ ∈ =

∀ ∈

= •

=

ℕ …

ℕ

σ

σ

σ

  

1 زرمز عادة إلى مثل هذا التبديل بالرمن 2 1( , , , , )k ki i i i−… .  

 

1 1

2

3

k

k

i

i i

i

i

−

  

  

. ومن ناحية أخرى يمكن أن نكتب كل دورة 2نلاحظ أنّ المناقلات هي دورات من المرتبة   
1kتركيب  ناتجَ بوصفها  kمن المرتبة    قلة: منا −

1 2 1 1 2 2 3 1( , , , , ) ( , ) ( , ) ( , )k k k ki i i i i i i i i i− −=… � �⋯�  
)1 كان  kدورة من المرتبة  σومن ثمَ إذا كانت  ) ( 1)k−∆ = −σ.   

1 إذا كانت 2 1( , , , , )k kc i i i i−= }اموعة  أسمينا kدورة من المرتبة  … }2 1, , ,ki i i… 
}من  σ، ويمكننا أن نبرهن على أنّ كل تبديل cحامل الدورة  }\nS I  ُناتجُ على أنهّ كتب ي 

  الترتيب.تركيب دورات حواملها منفصلة مثنى مثنى، وهذه الكتابة وحيدة إلاّ فيما يتعلّق ب

  المعرّف كما يلي : 10Sمن  σليكن التبديل  .مثال 9-6.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

9 5 2 3 4 1 6 10 7 8

  =    
σ  

تعيين وذلك ب ،إلى حاملها 1 فإذا أردنا تفريقه إلى تركيب دورات، بدأنا بتعيين الدورة التي ينتمي
حتىّ  …،σ، 2σ ،3σوفق 1لعنصر الصور المتتالية ل

)يحُقق  1kنجد أصغر عدد  )1 1 1k =σ   فتكون
  : الدورة المطلوبة هي

( ) ( ) ( )12 1
1 (1, 1 , 1 , , 1 )kC −= …σ σ σ   

,1)أي  9, 7, 6) .  
 1Cلا ينتمي إلى حامل الدورة  10ℕوأوّل عنصر من 

التي  2Cالدورة عن بالمثل ، لذلك نبحث، 2 هو
2إلى حاملها فنجد  2ينتمي  (2, 5, 4, 3)C =.  

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

9 5 2 3 4 1 6 10 7 8

     σ =      

1

σ =

2 3 4 5 6 7 8 9 10

9 5 2 3 4 1 6 10 7 8

           

1

σ =

2 3 4 5 6 7 8 9 10

9 5 2 3 4 1 6 10 7 8
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3 ونتابع كما هو موضّح في الشكل لنجد الدورة (8,10)C  10ℕهو أوّل عنصر من  8 إذ ،=
نصل إلى اية بحثنا لأنّ اجتماع ف. 2Cو 1Cالدورتين السابقتين املَيْ لا ينتمي إلى اجتماع ح

  . ويكون10ℕوي يسا 3Cو 2Cو 1Cحوامل الدورات الثلاث

(1, 9, 7, 6)(2, 5, 4, 3)(8,10)=σ  

)وبوجه خاص  ) 1∆ = −σ.  

 الحلقات  �

  عموميات 1.

): لتكن  تعريف 1-1. ), ,A + دة بقانوني تشكيل داخليين. نقول إنّ البنية مجموعة مزوّ  ⋅
( ), ,A +   : إذا تحقّق الشرطان حلقة ⋅

)البنية  �   ),A   زمرة تبديلية. +
) القانون �     أي  1 بالرمز لى الجمع ويقبل عنصراً حيادياً نرمز إليهتجميعي، وتوزيعي ع ⋅(

3 ( ) ( )( , , ) ,

( )

( )

1 1

a b c a b ca b c A

a b c ab ac

b c a ba ca

a a a

=∀ ∈

+ = +

+ = +

⋅ = ⋅ =

  

)وإذا كان  )تبديلياً قلنا إنّ الحلقة  ⋅( ), ,A +   .تبديلية ⋅

  أمثلة 2-1.

)اد الصحيحة مزوّدة بالقوانين المألوفة إنّ مجموعة الأعد � ), ,+ ⋅ℤ .حلقة تبديلية  
)وكذلك تكون  � ), ,+ ⋅ℚ و( ), ,+ ⋅ℝ .حلقتين تبديليتين  
)حلقة، فإنّ مجموعة التطبيقات Aإذا كانت  � ),E AF  من مجموعةE  غير خالية إلى

A،  حلقة بالنسبة إلى القانونين هي( ),+   المعرفّين بالعلاقتين: ⋅
2( , ) ( ( , )) , : : ( ) ( )

: : ( ) ( )

f g E A f g E A x f x g x

f g E A x f x g x

∀ ∈ + → +

⋅ → ⋅

F ֏

֏
  

:وحيادي الضرب هو التطبيق الثابت  , 1E A x→ ֏1.  
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  أنّ مجموعة المتتاليات الحقيقيّة هي حلقة تبديلية لأا حالة خاصّة مما سبق. ونرى    

Aحلقتين، وإذا زوّدنا الجداء الديكارتي  Bو Aإذا كانت  � B×  بالقانونين  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

, , ,

, , ,

a b a b a a b b

a b a b a a b b

′ ′ ′ ′+ = + +

′ ′ ′ ′⋅ = ⋅ ⋅
  

)فإنّ    ), ,A B× + ) حلقة، تقبل ⋅ )1 ,1A B .عنصراً حيادياً بالنسبة إلى الضرب  

)مجموعة فإنّ  Eإذا كانت  � )( ), ,P E ∆ عنصراً حيادياً  Eحلقة تبديلية تقبل  ∩
  رب.بالنسبة إلى قانون الض

� ( )/ , ,n + ⋅ℤ ℤ  ،حيثحلقة تبديلية  
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ],k k k k k k k k′ ′ ′ ′+ = + ⋅ = ⋅  

  الحساب في الحلقات 2.

)الخواص التالية محقّقة في كلّ حلقة  .مبرهنة 1-2. ), ,A + ⋅.  
0 كان،  Aمن  xأياً كان  � 0 0x x⋅ = ⋅ =.  

)  كان،  Aمن  yو xأياً كان  � ) ( ) ( )x y x y xy− = − = − .  

  كان،  Aمن  zو yو x أياً كان �

( )x y z xy xz− = )و     − )x y z xz yz− = −  

)، فإنّ Aمن  yو xأياً كان  � )2 2 2x y x xy yx y+ = + + +.  

  نترك للقارئ مهمّة إثبات الخواص السابقة، وهي بسيطة.

) تإذا كان .ملاحظة 2-2. ), ,A + لشرط ا انيحُقّق 2A ين منهاعنصر  bو a، وكان حلقة ⋅
ab ba=  كان ( )n n nab a b=   2كان العدد وذلك مهما n≤،  ّهذه  ولكن

abالنتيجة خاطئة بوجه عام إذا كان  ba≠.  
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)لتكن  .مبرهنة 3-2. ), ,A + )قة. ولنفترض أنّ حل ⋅ ),a b  2عنصر منA  قالشرط يحُق
ab ba= 0. عندئذ أياً كان n≤فلدينا ، 

  ( )
0

n
n k k n k

n
k

a b C a b −

=

+ =   دستور ثنائي الحدّ   ،∑

0 أنّ حيث نصطلح  1Aa   كذلك لديناو  .Aفي حلقة  =
1

1

0

( )
n

n n k n k

k

a b a b a b

−
− −

=

  − = − ⋅    
∑  

  الإثبات
   والإثبات متروك للقارئ. nيمكن إثبات هذه الخاصّة بسهولة بالتدريج على   

  الحلقة التامّة 3.

)لتكن  .تعريف 1-3. ), ,A + ق إذا تحقّ قاسم للصفر  Aمن  aعنصر إنّ ال حلقة. نقول ⋅
  الشرطان

  � 0a ≠.  
0b يحُقّق Aفي  bيوجد  �   ba(0و ≠ )أو = 0ab =.  

  
) إنّ الحلقةنقول  .تعريف 2-3. ), ,A +   إذا تحقق الشرطان تامّة حلقة ⋅

  � A  حلقة تبديلية غير تافهة{ }( )0A ≠.  
  � A .لا تحوي قواسم للصفر  

  
) لتكن .خاصّة مهمّة 3-3. ), ,A +   حلقة تامّة. عندئذ ⋅

( ) 3, , , ( ) ( 0)a b c A ac bc c a b∀ ∈ = ∧ ≠ ⇒ =  
acذلك لأنّ  bc= يقتضي( ) 0a b c−  كانللصفر   اً قاسمليس  cكان   لـمّاو  =

0a b− aومن ثمَّ  = b=هذ ه الخاصة عن إمكان الاختصار على العناصر غير المعدومة . تعُبر
  في الحلقات التامّة.
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   أمثلة 4-3.
  حلقات تامّة. ℝو  ℚو  ℤ إنّ الحلقات  �
)مجموعة تحقّق  Eإذا كانت  � )card 2E )كانت الحلقة   ≤ )( ), ,P E ∆ حلقة  ∩

  غير تامّة.
� ( )/ , ,n + ⋅ℤ ℤ  0حلقة تامّة إذا وفقط إذا كانn   عدداً أوّلياً. nأو كان  =

0في الحقيقة إذا كانت  � n=  ّفإن( )/ , ,n + ⋅ℤ ℤ  ًتُشاكِل تقابلياℤ .وهي تامّة  
] وكان ،عدداً أوّلياًّ  nإذا كان  � ] [ ] [0]r s⋅ nℤ/في = ℤ ّفهذا يعني أن ، rs  ينتمي

أي  r العددَ  nأن يقسم  فإمّا ،rsيقسم  nأوّلياً و nكان   لـمّاو  nℤإلى 
([ ] [0])r )أي  s العددَ  nأن يقسم  أو، = )[ ] [0]s   ، ومن ثمَّ  =

( ) ( ) ( )[ ] [ ] [0] [ ] [0] [ ] [0]r s r s⋅ = ⇒ = ∨ =   

)فالحلقة  )/ , ,n + ⋅ℤ ℤ .حلقة تامّة  
 يحقّقان  bو aعددان  أوّلياًّ، فيوجد عدداً  nإذا لم يكن  �

1n a> 1n و  < b> n و  < b a= ⋅ 

]ومن ثمَ  ] [ ] [0]a b⋅ ]و = ] [0]a ]و ≠ ] [0]b nℤ/وعليه لا تكون الحلقة  .≠ ℤ 
  تامّة. قة لح

  العناصر القَلوبة في حلقة 4.

)لتكن  .تعريف 1-4. ), ,A + في إذا وُجِدَ  قلَوب عنصرٌ  ،Aمن  xاً عنصر إنّ حلقة، نقول  ⋅
A  ٌعنصرx   يحُقّق ′

1x x x x′ ′⋅ = ⋅ =  
نرمز إليها بالرمز  A قانون الضرب في زمرة بالنسبة إلى Aوتكونُ مجموعة العناصر القَلوبة في 

( )U A .  
} هي ℤفمثلاً زمرةُ العناصر القلوبة في  }( ) 1, 1U = + −ℤ وزمرة العناصر القلوبة في ،ℚ 

)هي )U ∗=ℚ ℚن القارئبسهولة صحةَ الخاصة التالية . ويتيق :  
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) كانحلقتين،   Bو Aإذا كانت  .خاصّة 2-4. ) ( ) ( )U A B U A U B× = ×.  

nℤ/إنّ العناصر القَلوبة في  .مبرهنة 3-4. ℤ  هي صفوف تكافؤ العناصر الأولية معnأي .  
{ }( / ) [ ] / : gcd( , ) 1U n x n x n= ∈ =ℤ ℤ ℤ ℤ  

)gcdحيث  , )x n  لعددينل القاسم المشترك الأعظمهو x وn.  
  الإثبات

)لنفترض أنّ  )1 gcd n,x=موعةإنّ ا ،  
{ }2: ( , )x n x n+ = + ∈ℤ ℤ ℤα β α β 

x لأنّ . و pℤفهي من النمط  ℤزمرةٌ جزئيّة من  p∈ ℤ وn p∈ ℤ ، ّاستنتجنا أن p 
1p، ومن ثمَّ nو x لعددينلقاسم مشترك  أنّ نكون قد أثبتنا فبمقتضى الفرْض.  =

x n= +ℤ ℤ ℤ . في  يوجدوℤ عددان α وβ  1يحُقّقان الشرط x n= +α β أو 
[1] [ ] [ ]x α= )أي إنّ  ⋅ )[ ] /x U n∈ ℤ ℤ.  

] وبالعكس، لنفترض أنّ    ]x عنصرٌ من ( )/U nℤ ℤ فيوجد α  فيℤ  يحُقّق 
[ ] [ ] [ ]1 x= ⋅ α،  أي يوجدβ  فيℤ 1 يحُقّق x nα β= قاسماً  pكان العدد   لو،  ف+

1pولكان من ثمَ  ،1العددَ  pلقسمَ العددُ  nو x مشتركاً لكلٍ من ، نستنتج من ذلك أنّ =
( )gcd 1n,x =.    

) كانعدداً  أوّليّاً   pإذا كان  .نتيجة 4-4. ) ( ) [ ]{ }/ / \ 0U p p=ℤ ℤ ℤ ℤ.  

  المثاليات في حلقة تبديلية 5.

)لتكن  .تعريف 1-5. ), ,A + في  مثالي I. نقول إنّ A جزءاً من I . وليكنتبديلية حلقة ⋅
A :إذا تحقّق الشرطان  

  � ( ), +I زمرة جزئيّة من( ),A +.  
Aأو ، I إلى axانتمى Aمن  aوأياً كان  Iمن  xأياً كان   �   ⋅ ⊂I I.  

  ، فإنّ A مثالياً في حلقة تبديلية Iانإذا ك .ملاحظة مهمّة 2-5.
( ) ( )1A = ⇔ ∈I I  

1a كان  Aعنصراً من  a لأنهّ أياً كان    a= ⋅ ∈ I.  
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)إنّ جميع المثاليات في حلقة الأعداد الصحيحة  .مثال 3-5. ), ,+ ⋅ℤ  هي من النمطnℤ.  

)لتكن  .تعريف 4-5. ), ,A + Aحلقة تبديلية. نقول عن  ⋅ ⊃ I ّإذا وفقط  يمثالي رئيس إنه
}أي  aA=I يحُقّق Aفي  aإذا وُجِدَ عنصر }:a b b A= ⋅ ∈I ّونقول إن .

aA د هوبالعنصر  المثالي المولa.  

) إنّ الحلقةنقول  .تعريف 5-5. ), ,A +   : إذا وفقط إذا تحقّق الشرطان التاليان حلقة رئيسيّة ⋅
  � A .حلقة تامّة  
  �   مثالي في  كلA .مثالي رئيسي  

)فمثلاً حلقةُ الأعداد الصحيحة  ), ,+ ⋅ℤ .حلقةٌ رئيسيّة  

  تلُخّص المبرهنة التالية بعض الخواص البسيطة للمثاليات في حلقة تبديليّة.

)لتكن  .مبرهنة6-5. ), .A + 1 حلقة تبديلية. ولتكن ⋅ 2, , , mI I I⋯ مثاليات في A  إذن .
  كلٌ من

1

m

k
k =

=K I∩      و{ }1 2
1

:
m

k m i i
k

a a a a
=

= = + + + ∈∑J I I⋯  

  .Aمثالي في 
  الإثبات

   الإثبات تحققٌ مباشر من التعريف وهو متروك للقارئ.   

  التشاكُلات الحَلَقية 6.

f:حلقتين. وليكن  Bو Aلتكن .تعريف 1-6. A B→  ّتطبيقاً. نقول إنf تشاكلٌ حلقي 
  : إذا تحقّقت الشروط التالية Bلى إ Aمن 
� (1) 1f =.  
� ( , ) , ( ) ( ) ( )a a A A f a a f a f a′ ′ ′∀ ∈ × + = +.  

� ( , ) , ( ) ( ) ( )a a A A f a a f a f a′ ′ ′∀ ∈ × ⋅ = ⋅.  
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f:حلقتين تبديليتين. وليكن  Bو Aلتكن  .مبرهنة 2-6. A B→   ّتشاكلاً حلقياً. إن
)1الصورة العكسية  )f − I لمثالي I في B مثالي في  هيA وبوجه خاص يكون .

{ }( )1 0 ker f f− }. وتتحقّق المساواة Aمثالياً في  = }0 ker f=   إذا وفقط إذا
  متبايناً. fكان 

  الإثبات

   لتعريف وهو متروك للقارئ.الإثبات تحققٌ مباشر من ا  

)gcdإذا كان . مبرهنة 3-6. , ) 1n m )الحلقةُ  شاكَلَت = ) ( )/ /n m×ℤ ℤ ℤ ℤ  َالحلقة 
/nmℤ ℤ  ًّتشاكلاً تقابليا.  

  الإثبات
qℤ/في  x سنرمز في هذا الإثبات إلى صف تكافؤ  ℤ بالرمز [ ]qx  .وذلك منعاً للالتباس  

]عنصراً من  1xلاحظ أنه إذا كان  ]nmx  1 كانx x nm− ∈ ℤ،  ّونتج من ذلك أن 
1x x m− ∈ ℤ 1وx x n− ∈ ℤ ومنه [ ]1[ ]m mx x= و[ ]1[ ]n nx x=.  كذاهو 

  نعرف تطبيقاً بوضع

( ) ( ) ( ): / / / , [ ] ([ ] ,[ ] )nm n mnm n m x x xψ → ×ℤ ℤ ℤ ℤ ℤ ℤ ֏  

])تشاكل حلقيّ. وإذا كان  ψ ونتحقق بسهولة أنّ  ] ) 0nmxψ x كان  = n∈ ℤ  وكان
x m∈ ℤ،  ّأي إن x العددين  مضاعف لكل منn وmولكن ، gcd( , ) 1n m  xإذن  =
]أي  nmلعدد مضاعف ل ] 0nmx ker. بذلك نكون قد أثبتنا أنّ = {0}=ψ فالتشاكل ،

ψ  متباين. ولكن  

( ) ( ) ( )card / card / card /nm n n nm= × =ℤ ℤ ℤ ℤ ℤ ℤ  

  غامر أيضاً وهو من ثمَّ تشاكل تقابليّ. ψفالتطبيق  

  نعُبر أحياناً عن النتيجة السابقة رمزاً بالكتابة
( ) ( ) ( )gcd( , ) 1 / / /n m nm n m= ⇒ ×≅ℤ ℤ ℤ ℤ ℤ ℤ.  
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  : ويمكن بسهولة تعميمها على الوجه التالي

1 لتكن .مبرهنة 4-6. 2, , , km m m…  أعداداً من∗ℕ  قالشروطتحُق :  
2( , ) , gcd( , ) 1k j ii j i j m m∀ ∈ ≠ ⇒ =ℕ  

1نضع  2 kM m m m= Mℤ/ الحلقةُ ، عندئذ تشاكل ⋯ ℤ  َالجداء الديكارتي  حلقة
( ) ( ) ( )1 2/ / / km m m× × ×ℤ ℤ ℤ ℤ ⋯ ℤ ℤ.  .ًتشاكلاً تقابليّا  

  الي:يمكننا صياغة المبرهنة السابقة على الوجه الت .صياغة جديدة 5-6.
1 كنتل    2, , , km m m…  أعداداً من∗ℕ  قالشروطتحُق :  

2( , ) , gcd( , ) 1k j ii j i j m m∀ ∈ ≠ ⇒ =ℕ  
1عندئذ أياً كان  2( , , , )ka a a…  منkℤ وحيدعدد صحيح  يوجدف b  موعة ينتمي إلىا

{ }0, , 1M 1 حيث …− 2 kM m m m=   تحُقّق ⋯
modi ib a m=  أياً كانi  منkℕ  

modxنذكر أنّ الكتابة ( y n=  ّتعني أن(x y n− ∈ ℤتعُرَفُ هذه الصياغة باسم . 
  .مبرهنة البواقي الصينية

  لحلقة العدد المميز 7.

)لتكن  .تعريف 1-7. ), ,A + } حلقة مختلفة عن ⋅ }) 1)أي 0   . إنّ التطبيق≠0
: , 1A n n→ ⋅ℤ ֏ϕ 

n مع، nℤفهي من النمط  ℤمثالي في  ker ϕحَلَقي، نواته  تشاكلٌ      ∈ ℕ نسمّي .
) العددَ المميّز للحلقة nهذا العدد  ), ,A + 0n. وإذا كان ⋅ أصغر عدد  nكان   ≠

1 يحُقق الشرط kطبيعي موجب تماماً  0k ⋅ =.  

  خواصأمثلة و  2-7.

� ℤ وℚ وℝ  ٌ0 ساويت دها المميّزاعدأ حلقات.  
0nإذا كان  � nℤ/ لحلقةالعدد المميّز ل كان  ≠ ℤ  ًمساويا n.  
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أو عدداً أوّلياً. ذلك لأنهّ إذا كان  صفراً حلقة تامّة فإمّا أن يكون عددها المميّز  Aإذا كانت  �
n لحلقةهو العدد المميّز ل A  وكانn p q=   كان  ⋅

( )( )1 1 1 0p q n⋅ ⋅ = ⋅ =  
1ومن ثمَ، إمّا أن يكون  0p ⋅ 1أو  = 0q ⋅ في حالة  إلاّ  nو هذا يناقض تعريف  =

{ }1,p n∈  و{ }1,q n∈.  
و لكن العكس غير صحيح، إذ  0حلقة منتهية فإنّ عددها المميّز لا يساوي  Aإذا كانت  �

 توجد حلقات غير منتهية وأعدادها المميّزة مختلفة عن الصفر.

  قابلية القسمة في حلقة رئيسية 8.

  .تامّةحلقة  Aلتكن  .تعريف 1-8.
)ليكن � ),a b  2منA . نقولa يقسم b،  ونكتب|a b،  َإذا وُجِدk  فيA يحُقّق 

b ka=.  
  إذا تحقق الشرطان:  غير خزول Aمن  pنقول إنّ العنصر  �

• ( )p U A∉ ،  
• ( ) ( )( ) ( )( )2, ,a b A p a b a U A b U A∀ ∈ = ⋅ ⇒ ∈ ∨ ∈.  

  لنلاحظ من جهة أولى أنّ 

|a b bA aA⇔ ⊂  

a|ومن جهة ثانية، إذا كان  b و|b a فهذا يكافئ وجود u  في( )U A يحُقّق 
a ub= ّونقول في هذه الحالة إن .a وb ونكتب  شريكان~a bأي .  

~a b aA bA⇔ =  
  .Aعلاقة تكافؤ على  ~علاقة الشراكة  أنّ نترك للقارئ مهمة إثبات 

a~يكون  ℤفي حلقة الأعداد الصحيحة  b  إذا وفقط إذا كانa b= أمّا العناصر .
)فهي  ℤغير الخزولة في  )∪ −P P  حيثP  .هي مجموعة الأعداد الأولية  
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) لتكن .تعريف2-8. ), ,A + )حلقة تامّة. ولتكن  ⋅ )1 2, , , na a a…  جملة من عناصرA.  
)لجملةل قاسماً مشتركاً أعظم نسمّي � )1 2, , , na a a… عنصر أيd  منA يحقّق  

1 2 ndA a A a A a A= + + +⋯  
)الرمزونرمز إليه ب )1 2gcd , , , na a a⋯  ًفإذا كان  ،وهو بوجه عام ليس وحيداd  يحقّق ما

  له أيضاً ما سبق. شريك حقّق كل سبق 
)لجملة ل مضاعفاً مشتركاً أصغري نسمّ  � )1 2, , , na a a⋯ عنصر أيm  منA يحقّق  

1
( )

n

i
i

mA a A
=

= ∩  

) الرمزونرمز إليه ب )1 2lcm , , , na a a⋯ عليه الملاحظة المتعلّقة بالوحدانيّة التي  تطبّق، و
) على بّقتطُ  )1 2gcd , , , na a a⋯.  

)لتكن  .مبرهنة3-8. ), ,A + ) حلقة رئيسيّة، ولتكن ⋅ )1 2, , , na a a⋯ جملة من عناصر A. 
) لجملةيوجد عندئذ قاسم مشترك أعظم ومضاعف مشترك أصغر ل )1 2, , , na a a⋯.  

  الإثبات
  حلقة رئيسية، وكلٌ من اموعتين A هذا صحيح لأنّ   

1 2 na A a A a A+ + و     ⋯+
1
( )

n

i
i

a A
=
∩  

 في مثالي A.    
)لتكن  .مبرهنة 4-8. ), ,A + )حلقة رئيسيّة، ولتكن  ⋅ )1 2, , , na a a⋯  جملة من عناصر

{ }\ 0A عندئذ يكون هناك تكافؤ بين .  
♦ ( )1 2gcd , , , nd a a a= ….  
)و ♦ ) ( ) ( )( ), | , , | |n i n ii d a k A i k a k d∀ ∈ ∧ ∀ ∈ ∀ ∈ ⇒ℕ ℕ.  

  وكذلك يكون هنالك تكافؤ بين
♦ ( )1 2lcm , , , nm a a a= ….  
)و ♦ ) ( ) ( )( ), | , , | |n i n ii a m k A i a k m k∀ ∈ ∧ ∀ ∈ ∀ ∈ ⇒ℕ ℕ.  
  الإثبات

  الإثبات تحققٌ مباشر متروك للقارئ.  
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عنصر ينتج من  وإنمّا كل  ،معرفَّين بطريقة وحيدة lcmو gcd قدارانليس الم ،كما ذكرنا سابقاً 
gcd،  أو منlcm ًبضربه بعنصر قلَوب، هو أيضا ،gcd، أوlcm . فمثلاً العناصر القَلوبة في
}هي  ℤالحلقة  } ( )1, 1 U− + = ℤقدارين، وإذا أردنا الوحدانيّة في تعريف الم gcd وlcm 

  ، وهذا ما نفعله عادة.ℕ إلى نين المقدار يهذ انتماءوجب أن نشترط  ℤفي 

)لتكن .تعريف 5-8. ), ,A + ) حلقة رئيسية. ولتكن ⋅ )1 2, , , na a a⋯ جملة من عناصرA .
1 نقول إنّ العناصر 2, , , na a a… قاسماً مشتركاً أعظم  1إذا وفقط إذا كان  أوليّة فيما بينها

صر الجملة. ونقول إنّ لها. أي إذا كانت العناصر القَلوبة هي القواسم المشتركة الوحيدة لعنا
1العناصر  2, , , na a a… قاسماً مشتركاً  1إذا وفقط إذا كان  أوليّة فيما بينها مثنى مثنى
) لثنائيّةأعظم ل , )i ja a أياً كان الدليلان المختلفان  ،i وj  منnℕ.  

  ة فيما بينها مثنى مثنى.أوليّ  ليست، ولكنها ℤ أوليّة فيما بينها في (6,10,15)فمثلاً الأعداد 

)إنّ معظم الخواص التالية بسيطة، لتكن  .خواص 6-8. ), ,A +   حلقة رئيسية.  ⋅

)  لتكن  ���� , , )a b c  3منA عندئذ ،  
� gcd( , ) ~ gcd( , )a b b a.  
� gcd( , gcd( , )) ~ gcd(gcd( , ), )a b c a b c.  

)لتكن  ���� )1 2, , , na a a⋯  فيجملة Aوليكن . ( )1 2gcd , , , na a a= ⋯δ حينئذ .
)أعظم للجملة  اً مشترك اً قاسم xδكان  Aمن  xاً كان أيّ  )1 2, , , nxa xa xa….  
  في الحقيقة، تنتج هذه الخاصّة من المساواة الواضحة : �

1 2 1 2( )n nxa A xa A xa A x a A a A a A

x Aδ

+ + + = + + +

=

⋯ ⋯  

)لتكن  ���� )1 2, , , na a a⋯  عناصر معدومة منحدودها جملة ليست جميع A وليكن .
( )1 2gcd , , , na a a= ⋯δ نعرّف .( )1 2, , , na a a′ ′ iبالعلاقات  ⋯′ ia a ′= δ 

ni يثح ∈ ℕ1لأعداد . عندئذ تكون ا 2, , , na a a′ ′   أوليّة فيما بينها. ⋯′
)في الحقيقة، إذا كان  � )1 2gcd , , , na a a′ ′ ′ ′= ⋯δ كان لدينا بمقتضى المبرهنة ،

δδ′~ :السابقة  δ ومن ثمَّ يكون ،~ 1′δ  ّ0لأن≠δ  والحلقةA .تامّة  
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)لتكن  :Bézoutبيزو مبرهنة ���� )1 2, , , na a a⋯ جملة من عناصر A . تكون عندئذ
1العناصر  2, , , na a a… أوليّة فيما بينها إذا وفقط إذا وُجِدتْ جملة ( )1 2, , , nx x x⋯ 

  تحُقّق، A من عناصر
1 1 2 2 1n nx a x a x a+ + + =⋯  

  تنتج هذه المبرهنة من التكافؤ الواضح الآتي �

1 2 1 2( ) (1 )n na A a A a A A a A a A a A+ + + = ⇔ ∈ + + +⋯ ⋯  

1كن يل ���� 2( , , )a b b 3منA إذا كان .a 1وb وكان  ،أوليين فيما بينهماa 2وb  ين أولي
1و aفيما بينهما، فإن  2b b  .أوليّان فيما بينهما   

1، عناصرَ في الحقيقة، نجد، بمقتضى الخاصة السابقة � 2 1 2, , ,x x y y تحُقّق   
1 1 1 1ax b y+ 2  و  = 2 2 1ax b y+ =  

1نجد طرفاً بطرف، العلاقتين السابقتين  وبضرب 2 1ax b b y+   وقد عرفّنا =

 1 2 2 1 2 1 1 2

1 2

,

.

x ax x b x y b y x

y y y

= + +

=
  

1و a إذن 2b b  ّه إذا كان ان فيما بينهما. يمكن تعميم هذه الخاصة بالتدريج لإثبات أنّ أولي
1 2( , , , , )na b b b…  ً1من  عنصراnA اً كان أوليين فيما بينهما أيّ  kbو aوكان  +

nk ∈ ℕ ّفإن ، a 1و 2 nb b b… .أوليّان فيما بينهما  
)لتكن  .Gauss مبرهنة  ���� , , )a b c  3منA نفترض أنّ العنصرين .a وb  أوليّان فيما

a|بينهما و أنّ  bc عندئذ ،|a c .  

1axيحُقّقان  yو x في الحقيقة، نجد، استناداً إلى مبرهنة بيزو، عنصرين � by+ = ،
acx ومن ثمَ  bcy c+ a|وهذا يقتضي   = c ّلأن ،a  يقسم كلاً منac وbc.  

1كن يل ���� 2( , , )a b b  3منA 1. إذا كان |b a  2و |b a  1وكانb 2وb  ّين فيما أولي
1كان بينهما،   2 |b b a.  

  إنّ هذه الخاصّة تطبيقٌ مباشر للخاصة السابقة. �
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) كنيل ���� , )a b 2منA. نضع gcd( , )a b = δ و lcm ( , )a b = µ. لدينا  يكونف
~abδµ.  
a في الحقيقة، لنعرّف العنصرين �   : فيما بينهما بالعلاقتينينْ الأوليـb′  و ′

a a ′= δ  و  b b′= δ  
aولنضع  b′ ′=ℓ δ .كان   لـمّاab a b′ ′= =ℓ  ّاستنتجنا أن| ℓµ.  

xوبالعكس، نظراً إلى أنّ  a y b= =µ ّفإن ،xa yb′ ′=δ δ ّالحلقة ، ولكن A  ّة تام
0δو xa ، إذن≠ yb′ a كان العنصران  لـمّا. ومن ناحية أخرى، =′  ينْ أوليـb′  و ′

a|وكان ،فيما بينهما yb′ a|س السابقة أنّ ، نتج من مبرهنة غاو ′ y′  أوy a z′= .
aينجم عن ذلك أنّ  b z z′= = ℓµ َومن ثم ،|ℓ µ .  

ℓ~بذا نكون قد أثبتنا أنّ  µ ومنه ،~ ab=ℓδµ δ.    
  

  ℤ تتمات في حلقة الأعداد الصحيحة 9.

لا تتمتع ا الحلقات  مهمّةحلقة رئيسية، إلاّ أا في الواقع تتمتع بخاصة  ℤ لقد وجدنا سابقاً أنّ 
  . )حلقة إقليدية ℤلذلك نقول إنّ  (الرئيسية بوجه عام، وهي خاصة القسمة الإقليدية التالية 

)كن يل , )a b  2عنصراً منℤ  ق0يحُق b≠ ، توجد ثنائية وحيدة عندئذ( , )q r 
   تحُقّق 2ℤمن 

a q b r= 0  و  + r b≤ <.  

  .باقي القسمة r، ونسمّي خارج القسمة qنسمّي 

  لقاسم المشترك الأعظم لعددينخوارزمية إقليدس لحساب ا 1-9.

  تعتمد هذه الخوارزمية على الملاحظة البسيطة التالية والتي نترك إثباا تمريناً للقارئ:

}من aاً كان أيّ  � }\ 0ℤو ،b وλ  منℤ   كانgcd( , ) gcd( , )a b a b a= − λ.�  
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)gcdبحساب  فيدالتي ت خوارزمية إقليدسلنأتِ الآن إلى وصف  , )d a b= سنفترض فيما يلي .
0أنّ  b a<   و ذلك دون الإخلال بعمومية المسألة لأنّ  >

gcd( , ) gcd( , ) gcd( , )a b a b b a= =  
)تاليةنعرّف المت   ) 0k kR 0R: تدريجياً كما يلي ≤ a= ،1R b= أمّا حين يكون ،
1 k≤ 1فإننا نعرّفkR 0kR: إذا كان تيعلى الوجه الآ + 1وضعنا  = 0kR +  ، وإلاّ =

1kRعرفّنا 1kR لعدده باقي القسمة الإقليدية لبأنّ  +   .kRعلى  −
  لنفترض جدلاً أنّ 

1, 0b kk R+∀ ∈ >ℕ  
  ينجم عن تعريف القسمة الإقليدية أنّ 

1,b k kk R R+∀ ∈ <ℕ 

  أو
   1, 1b k kk R R +∀ ∈ ≤ −ℕ   

1bbوبجمع هذه المتراجحات طرفاً إلى طرف نجد b R +≤ 1، وهذا يناقض − 0bR + > .
1 يحُقّق bℕفي  pنستنتج من هذا أنه يوجد  0pR +   لنعرّف إذن .=

{ }1min : 0b pn p R += ∈ =ℕ  
)gcdفيكون  , )nR a b=.  

  ، لديناnℕمن  kفي الحقيقة، مهما يكن 
1 1k k k kR q R R− += +   

  أو
1 1k k k kR R q R+ −= −  

  حظة البسيطة التي بدأنا ا نجد:الملا لاستفادة منوبا
1 1

1 1

gcd( , ) gcd( , )

gcd( , ) gcd( , )

k k k k k k

k k k k

R R R R q R

R R R R

− −

+ +

= −

= =
  

 ح لنا أنّ نثبتَ بالتدريج تيوهذا ي

1 0 1gcd( , ) gcd( , ) gcd( , ) gcd(0, )n n n na b R R R R R R+= = = = =⋯  
  هذه الخوارزمية تيلآانلخّص في الجدول 
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1 2 1

2 1

1 2 3

1 2 1

0

k n n

k n n

k n

k n n

R a b R R

R b R R R d

R R R R

− − −

−

+

−

=

⋯

⋯

⋯

⋯  
  :gcd(5313,2047)وهذا مثال يهدف إلى حساب 

1

1

1 2 3 4 5 6

5313 2047 1219 828 391 46

204 237 1219 828 391 46

1219 828 391 46 23 0

k

k

k

k

R

R

R

−

+

  

يحُققان  yو x نعلم بمقتضى تعريف القاسم المشترك الأعظم أنهّ يوجد عددان صحيحان
5313 2047 23x y+   ، فكيف يمكن تعيينهما؟=

المقادير من  ها على كل بقة بحيث نحصل في ايتفي الحقيقة، يمكن تعديل الخوارزميّة السا
gcd( , )d a b= وx وy ،حيث ax by d+ خوارزمية  . تسمّى هذه الخوارزمية المعدّلة=

   إقليدس المعمّمة.
  لنأتِ إذن إلى وصف هذه الخوارزميّة :

0 ق أنّ سنفترض كما في الساب b a< ). وكما سبق نعرّف المتتالية > ) 0k kR ، التي ≤
)gcd يكون آخر حدٍ غير معدوم من حدودها هو , ) na b d R=  من kفي حالة . يمكننا =

nℕ الرمز أن نرمز بkq 1لعدد إلى خارج القسمة الإقليدية لkR   : kR على −
1 1k k k kR q R R− += +.  

) نعرّف إذن متتاليتين جديدتين )0k k nS ≤ ) و ≥ )0k k nT ≤   ، بالعلاقات التدريجية:≥

0 1 1 1

0 1 1 1

1, 0, .

0, 1, .

k k k k

k k k k

T T T T q T

S S S S q S

+ −

+ −

= = = −

= = = −
  

  فيكون لدينا

n n nd R T a S b= = +  
nxنأخذ، مثلاً ف T=  وny S= .  

  ، kتنتج صحةُ هذه الخوارزميّة من الخاصة التالية، التي نترك للقارئ أن يثبتها بالتدريج على 
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}من  kكان   أياً « }0,1, ,n…  فلديناk k kR T a S b= +«  

nونحصل على المطلوب حين نأخذ  k=.  

 يحُققان yو xتطبيقاً عددياً لهذه الخوارزميّة المعمّمة نعين فيه عددين صحيحين  لآتيايبينّ المثال 
5313 2047 23x y+ =.  

0 5313 1 0

1 2047 2 0 1

2 1219 1 1 2

3 828 1 1 3

4 391 2 2 5

23

5 46 8 5 13

6 42 109

7 0

k k k k
k R q T S

− −

−

−

−

−

−

−

−

−

−

−

−

  

23ومن ثمَ  42 5313 109 2047= × − ×.  

)ليكن  .مبرهنة1-1-9. , )a b 2 عنصراً منℤ 0) تلفاً عنمخ, ). وليكن (0 )gcd ,d a b= .
0زوجٌ  لنفترض أنه لدينا 0( , )x y  2فيℤ   0يحُقّق 0x a y b d+   . حينئذ يكون=

{ } { }2 2
0 0( , ) : ( , ) :x y xa yb d x b y a′ ′∈ + = = + − ∈ ∈ℤ ℤ ℤλ λ λ  

a حيث da bو =′ db′=.  

  الإثبات
  لنعرّف اموعتين

{ }

{ }

2

2
0 0

( , ) :

( , ) :

x y xa yb d

x b y a

= ∈ + =

′ ′= + − ∈ ∈

A

B

ℤ

ℤ ℤλ λ λ
  

A⊃علينا أن نثبتَ أنّ  B  لأنّ الاحتواء المعاكس واضح. لتكن إذن( , )x y  منA  نجد
0أنّ :  dبالقسمة على  0xa yb x a y b′ ′ ′ ′+ = 0وعليه ، + 0( ) ( )x x a y y b′ ′− = −  

)0يقسم ′bفالعدد  )x x a a وهو أوّلي مع −′ )0يقسم  ′b، إذن ′ )x x−  وذلك بمقتضى
0x يحُقّق ℤفي  λنستنتج من ذلك أنهّ يوجد  مبرهنة غاوس. x b′− = λ  وبالتعويض في

0 المساواة 0( ) ( )x x a y y b′ ′− = 0aأنّ  أيضاً نجد  − y y′ = −λأنّ  .  وهذا يثبت
( , )x y ∈ B.ويكتمل إثبات المبرهنة .    
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  فإذا عُدنا إلى المثال السابق استنتجنا أنّ مجموعة حلول المعادلة  
5313 2047 23x y+ =  

  ، هيℤفي 
{ }2(42 89 , 109 231 ) :λ λ λ+ − − ∈ ∈ℤ ℤ  

  رزميّ لخوارزميّة إقليدسالتعقيد الخوا 2-9.

 دراسةُ التعقيد الخوارزمي لخوارزمية ما جزءاً لا يتجزأ من تحليل هذه الخوارزميّة، إذ تبُين تُـعَد
  . اً عمليّ  الاستفادة منهاهذه الدراسةُ مدى جودة هذه الخوارزميّة وإمكان 

ريد أن نعطيَ القارئ لا دف هنا إلى إجراء دراسة عامّة لموضوع تعقيد الخوارزميات، بل ن
فكرة عن هذا النوع من الدراسة بتحليل خوارزميّة إقليدس، ودراسة مدى تعقيدها الخوارزميّ، الذي 

)gcdلحسابيمكن أن نعتبر عدد عمليات القسمة الإقليديةّ اللازمة  , )a b  انطلاقاً منa وb 
  مقياساً جيداً له. 

فيما يلي  صلنلخّ  .اً في هذه الدراسةدوراً مهمّ  فيبوناتشي تؤدي المتتالية المعروفة باسم متتالية
  : ما نحتاج إليه من هذه المتتالية

)المتتالية  Fibonacci فيبوناتشي نسمّي متتالية .مبرهنة وتعريف 1-2-9. )n nF ∈ℕ  المعرفة
  تدريجياً بالعلاقات

0 1 1 10, 1, n n nF F F F F+ −= = = +  
  وهي تحقق الخواص التالية:

)المتتالية  � )n nF ∈ℕ .متتالية متزايدة تماماً من الأعداد الطبيعيّة  

1إذا كانت  � 5

2

+
=ω  ّفإن ( )1 1

0,
5

n
n

nn F
− ∀ ≥ = −   

ω
ω

.  

)مهما تكن � , )n m 2منℕ 1فلدينا الاقتضاء   
log ( 5 1)nF m n m≤ ⇒ ≤ +ω  

  الإثبات
  واضح بالتدريج.  �و �إنّ إثبات الخاصّتين   

                                               
logنذكر بأنّ  1 ( ) ln( ) / ln( )a b b a= وln .هو اللوغاريتم النيبري  
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  نلاحظ أنّ  �لإثبات الخاصّة 
1

0,
5

n

nn F
−

∀ ≥ ≥
ω  

  ومن ثمَّ يكون

( )
1

5

5 1

log ( 5 1)

n

n

n

F m m

m

n m

−
≤ ⇒ ≤

⇒ ≤ +

⇒ ≤ +ω

ω

ω  

  وبذا نكون قد أثبتنا الخواص المطلوبة.  

)لتكن  , )a b  2منℕرّف كما في خوارزميّة إقليدس المتتالية ، ولنع,
0( )a b

kkR   بالعلاقات ≤
� 

,
0 max( , )a bR a b=.  

� 
,

1 min( , )a bR a b=.  
,و �

1
a b
kR ,في حالة  0يساوي  + 0a b

kR ,ليديةّ للعدد ويساوي باقي القسمة الإق =
1

a b
kR − 

a,على  b
kR  في حالة, 0a b

kR ≠.  
  ولنعرّف، ℕمن  Nوأخيراً لتكن 

{ }
{ }

, ,2
1( , ) : ( 1) ( 0)

min min( , ) : ( , )

a b a b
N N N

N N

a b R R

a b a b

+= ∈ = ∧ =

= ∈

D

D

ℕ

δ
  

)مجموعة الثنائيات  NDتمثل اموعة  , )a b  المؤلّفة من عددين طبيعيين أوّليين فيما بينهما، والتي
عملية قسمة  Nوفقط  Nيتطلّبُ تَـيـَقن كوما أوّليين فيما بينهما، بتنفيذ خوارزميّة إقليدس، إجراءَ 

  ليدية.إق

1NFلندرس حالة  � a+ NFو  = b=يمكننا بسهولة أن نثبت بالتدريج على . p  من
1N +ℕ  ّأن :  

{ } 1,
10,1, , , N NF F

N kkk p R F+
+ −∀ ∈ =…  

,1 وبوجه خاص يكون
01 0N NF F

NR F+

+ = ,1 و  =
1 1N NF F

NR F+ = ، ونستنتج من =
)1ذلك أنّ  , )N N NF F+ ∈ D وبذا يكون ،N NF≤δ.  
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)وبالعكس، إذا كان � , )a b  منND عندئذ يمكننا بسهولة أن نبرهن بالتدريج على ،p  من
1N +ℕ :ّأن  

{ } ,
10,1, , , a b

kN kk p R F+ −∀ ∈ ≥…  
,وبوجه خاص يكون 

1 min( , )a b
NR a b F= N، وهذا يقتضي أنّ ≤ NF≥δ.  

  نستنتج من النقطتين السابقتين المساواة المهمة التالية: 

{ }, ,2
1min min( , ) : ( 1) ( 0)a b a b

N N NF a b R R += ∈ = ∧ =ℕ  

تَـيـَقن كوما عددين طبيعيين موجبين تماماً، وأوليين فيما بينهما، وإذا كان  bو aفإذا كان 
 قليدية، كانعملية قسمة إ nوفقط  nأوليين فيما بينهما، بتنفيذ خوارزميّة إقليدس، يتطلّبُ إجراءَ 

( , ) na b ∈ D أنّ  وهذا يقتضيmin( , )nF a b≤ وبناءً على المبرهنة السابقة، يكون ،
log ( 5 min( , ) 1)n a b≤ +ω.  

)gcd اً، وليكنمعددين طبيعيين موجبين تما bو a وبوجه عام، ليكن , )d a b= عندئذ .
aيكون da bو =′ db′=،  حيثa عددان أوليّان فيما بينهما، ونتحقق بسهولة هما  ′bو ′
,أنّ  ,

0 0( ) ( )a b a b
k kk kR dR

′ ′
≥ سمة الإقليدية اللازمة لحساب . إذن يساوي عددُ عمليات الق=≤

gcd( , )d a b=  ّن أنعددَ عمليات القسمة الإقليدية اللازمة للتيق a ان فيما بينهما، أوليّ  ′bو ′
logوهذا لا يتجاوز ( 5 min( , ) 1)a b′ ′ +ω.  

  التالية: نكون بذلك قد أثبتنا المبرهنة  

عددين طبيعيين موجبين تماماً، عندئذ لا يتجاوز عددُ عمليات  bو a ليكن .مبرهنة 2-2-9.
)gcdالقسمة الإقليدية اللازمة لحساب  , )d a b=المقدار ،  

,
min( , )

log 5 1a b

a b
E

d

  = +     
ω  

1 يثح   5

2

+
=ωو ،x   هو الجزء الصحيح للعدد x.  
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عملية  480يحتاج إلى أقلّ من 10010فمثلاً، حساب القاسم المشترك الأعظم لعددين من مرتبة 
يديةّ. ونلاحظ أنّ الحدّ الأعلى الوارد في نص المبرهنة السابقة ليس حداً مُبالغاً فيه، فلو تأمّلنا قسمة إقل

89حالة  a= 55و b=  ّلوجدنا أن, 10a bE في هذا  تنفيذ خوارزميّة إقليدس ويعطي =
  : الحالة

89,55

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

89 55 34 21 13 8 5 3 2 1 0k

k

R
  

زمية ويجعلها ر أخيراً نترك القارئَ يبحثُ عن تعديل لخوارزمية إقليدس يحُسن فيه أداء هذه الخوا
  تتطلب عدداً أقلّ من عمليات القسمة الإقليديةّ.

  الأعداد الأوليّة 3-9.

. ونرمز عادة بالرمز ℤغير خزول في الحلقة  ℕنصر من كل ع  ℤفي  اً عدداً أوليّ  نسمّي
P  إلى مجموعة الأعداد الأولية. لقد اهتم الرياضيون بمجموعة الأعداد الأولية، وما تزال موضع

  الأساسية لهذه الأعداد. اهتمامهم حتى عصرنا هذا. لنلخّص بعض الخواص

pإذا كان  � ∈ P  وn ∈ ℤ فإمّا ،p  يقسمn  ما أولياّن فيما بينهما. لأنأو إ
gcd( , )n p لعدد قاسم لp.  

)2إذا كان  � , )a b ∈ ℤ وp ∈ P فإن ،( ) ( )| | |p ab p a p b⇒ . وذلك ∨
  .Gaussمبرهنة عملاً بنتيجة استناداً إلى الملاحظة السابقة و 

1إذا كانت  � 2, , , rq q q… وp  1أعداداً أوليّة وكان 2| rp q q q…  فيوجدk  فيrℕ 
kp يحُقّق q=.  

  : المبرهنة الأساسية في الحسابنأتي الآن إلى ما نسمّيه 

2لمتراجحة يحُقّق اطبيعياً عدداً  nليكن  .مبرهنة1-3-9. n≤ . داد أوّليّة أعد جتو عندئذ
1 2, , rp p p…،(1 )r≤ ،1 تحُقّق 2 rn p p p= . وهذه الكتابة وحيدة إذا لم …

  نأخذ ترتيب عناصر الجداء بعين الاعتبار.
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  الإثبات

2بإثبات الوجود، وذلك بنقض الفرْض. لنفترض وجود  لنبدأ أولاً  m≤   لا يكتب
02ة. وليكن أعداد أوليّ  بالشكل السابق جداءَ  m< عدد طبيعي لا يكتب جداء أعداد  أصغر
0mأولية. من الواضح أنّ  ∉ P وهذا ما يبرر وجود عددين a وb 01 يحُققان a m< <  

01و b m< 0mو > ab= 0. ولكن بناءً على تعريفm  نجد أعداداً أولية لا بدّ أن
1 2, , rp p p…  1وأعداداً أولية 2, , sq q q… تحُقّق  

1 2 ra p p p= 1 و  … 2 sb q q q= …  
0ومن ثمَ يكون 1 2 1 2s rm q q q p p p= …   ، وهذا التناقض يثبت جزء الوجود في المبرهنة.…

 ّتوجد أعداد طبيعية أكبر  نهإا غير صحيحة، أي لنأتِ الآن إلى إثبات الوحدانية، ولنفترض أ
  هذه الأعداد. إذن أصغر 0nيمكن تفريقها بأكثر من طريقة إلى جداء أعداد أولية، وليكن  2من 

0 1 2 1 2s rn q q q p p p= =… …  
1كان   لـمّا 1 2| sp q q q…  1فلا بد أن يساويp  1أحد الأعداد الأولية 2, , sq q q… ويمكننا أن ،

1نفترض أنّ  1p q=  1نعُيد ترقيم الأعداد بعد أن 2, , sq q q…  إذا احتاج الأمر. ولكن ينجم
  حينئذ أنّ 

1 2 2s rn q q p p= =… …  
1فإمّا  1n 2وهو يقبل القسمة على أحد الأعداد الأولية  = 2, , , , ,s rq q p p… ، خُلفٌ وهذا  …
12أو  n n< يقبل التفريق بأكثر من طريقة إلى جداء أعداد أولية، وهذا يناقض  1n و العدد >

  أصغرياً. ذا نكون قد أينا إثبات المبرهنة. 0nكون   مجُدّداً   

  : كن صياغة المبرهنة السابقة على الوجه الآتييم
2يُكتب كل عدد طبيعي  � n≤  1بشكل وحيد 2

1 2
r

rn p p p= ⋯ν ν ν ،1 يثح r≤ ،
1و 2, , rp p p…  ّ1مختلفة مثنى مثنى، و ةأعداد أولي 2, , r…ν ν ν  أعداد من∗ℕ .  
:يوجد تطبيق  ℕ∗من n ه مهما كاننّ إأو يمكننا أن نقول  � ( )pp n→P ℕ ֏ ν ،يحُقّق 

( ) 0p n =ν  ًالعدد الأولي كان   أياp  الذي لا يقسمn ويكون  
( )p n

p

n p
∈

= ∏
P

ν  

0مع الاصطلاح طبعاً أنّ  1p = .  
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  .لآتيةاومنه المبرهنة 

)اً كان أيّ  .مبرهنة 2-3-9. , )a b  2من∗ℕ  ،كان  
min( ( ), ( ))gcd( , ) p pa b

p

a b p
∈

= ∏
P

ν ν   

)max    و ( ), ( ))lcm( , ) p pa b

p

a b p
∈

= ∏
P

ν ν  

  الإثبات
   الإثبات تحققٌ بسيط ومتروك للقارئ.    

)card ة، أيليّ يوجد عدد لا ائي من الأعداد الأوّ  .إقليدس مبرهنة 3-3-9. ) = +∞P.  

  الإثبات
}مجموعة منتهية وأنّ  Pلنفترض جدلاً أنّ    }1 2 np , p , , p=P . عندها لا بدّ أن …

1يقبل العددُ  21 nP p p p= +   kp ن ثمَّ يقسم. ومPمن  kpالقسمةَ على عدد أوليّ  …
1Pو P من كلاًّ    ، وهذا التناقض يثبت المطلوب.1 ، فهو إذن يقسم−  

)الحلقة  10. )2M A  

) حلقة تبديليّة غير تافهة A لتكن ){0}A ، نسمّي مصفوفة من المرتبة الثانية على ≠
A كلّ تطبيق ، 

{ } { }: 1, 2 1, 2M A× →  

11 نكتب مصفوفة من هذا النمط بالشكلونصطلح أن  12

21 22

a a
M

a a

 
 =
  

لرمز ونرمز با، 

( )2M A  إلى مجموعة المصفوفات من المرتبة الثانية علىA.   
  القانونين  Aنعرّف على 

  11 12 11 12 11 11 12 12

21 22 21 22 21 21 22 22

a a b b a b a b

a a b b a b a b

+ +    
     + =     + +        

  

11   و 12 11 12 11 11 12 21 11 12 12 22

21 22 21 22 21 11 22 21 21 12 22 22

a a b b a b a b a b a b

a a b b a b a b a b a b

+ +    
     ⋅ =     + +        
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) البنية إنّ  )( )2 , ,M A + 1قة غير تبديليّة، عنصرها الحيادي هو حل ⋅ 0

0 1
I

 
=  

  
ها قواسم فيو  ،

  للصفر. 

)لنبحث عن العناصر القَلوبة في  )2M A  التي سنرمز إلى مجموعتها( )2GL Aأي .  

( ) { }2 2 2( ) : ( ),GL A M M A M M A MM M M I′ ′ ′= ∈ ∃ ∈ = =  

aلتكن  b

c d
M

 
=  

  
�، ولنعرّف  d b

c a
M

−

−

 
=  

  
  نلاحظ أنّ عندئذ . 

� ( )
0

0

a b ad bcd b
M M ad bc I

c ac d ad bc

−   − 
    ⋅ = ⋅ = = −    − −       

  

� ( )
0

0

a b ad bcd b
M M ad bc I

c a c d ad bc

−   − 
    ⋅ = ⋅ = = −    − −        

  

)نرمز بالرمز  )det M  إلى العنصرad bc−.  

�ق صحةَ المساواة يمكن للقارئ أن يتحقّ  � � �M N N M⋅ =   ومنه  ⋅
�

� �

�

det( ) ( ) ( )

det( ) det( ) det( )

M N I M N M N

M N N M

N M M N M I

⋅ = ⋅ ⋅ ⋅

= ⋅ ⋅ ⋅

= ⋅ = ⋅

  

)   إذن ) ( ) ( ) ( ) ( )2, , det det detM N M A MN M N∀ ∈ =  
)فإذا كان  � )2M GL A∈  ّفإنM M M M I′ ′⋅ = ⋅  يقتضي  =

det( )det( ) de( )det( ) 1M M M M′ ′= =  
)detأي إنّ  ) ( )M U A∈.  

)وبالعكس، إذا كان  � ) ( )det M U A= ∈δ فإنّ العنصر  
1 1

1 1

d b
M

c a

− −

− −

 −
 ′ =  
−  

δ δ

δ δ
  

M يحقّق M M M I′ ′⋅ = ⋅   نستنتج أنّ  .=
( ) ( ){ }2 2( ) : det( )GL A M M A M U A= ∈ ∈  
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 تمرينـات

  رـالزم �

Jبينّ أنّ البنية 1. التمرين ( , )∗× ∗ℝ ℝ ،حيث ( , ) ( , ) ( , )a b a ba∗ = +
β

α β α α.زمرة ،  

  الحـل

Â  1لنلاحظ أوّلاً، في حالة 1( , )a b 2و 2( , )a b 3و 3( , )a b  من∗ ×ℝ ℝ : ما يلي 

( ) 2
1 1 2 2 3 3 1 2 1 2 3 3

1

3 2
1 2 3 1 2 3

1 2 1

3 2 3
1 2 3 1 2 3

1 2 1

( , ) ( , ) ( , ) , ( , )

,

,

b
a b a b a b a a b a a b

a

b b
a a a b a a

a a a

b b a
a a a b a a

a a a

  ∗ ∗ = + ∗   
       = + +          
  = + +   

  

  و

( ) 3
1 1 2 2 3 3 1 1 2 3 2 3

2

3
1 2 3 2 3 1 2 3

1 2

3 2 3
1 2 3 1 2 3

1 2 1

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ,

1
,

,

b
a b a b a b a b a a b a

a

b
a a a b a b a a

a a

b b a
a a a b a a

a a a

  ∗ ∗ = ∗ +   
       = + +          
  = + +   

  

  إذن
( ) ( )1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )a b a b a b a b a b a b∗ ∗ = ∗ ∗  

 تجميعي. ∗وعلى هذا فالقانون 

Â  ومن جهة أخرى نلاحظ أنهّ في حالة( , )a b  من∗ ×ℝ ℝ لدينا 

0
( , ) (1,0) 1, 1 ( , )

(1, 0) ( , ) 1 , 0 ( , )
1

a b a b a b
a

b
a b a a a b

 ∗ = × + × =  
 ∗ = × + × =  

  

e(1,0)إذن العنصر  )عنصر حيادي في  = , )∗ × ∗ℝ ℝ. 
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Â  وأخيراً، في حالة( , )a b  من∗ ×ℝ ℝ  لدينا 

1 1
( , ) , , ( , ) (1, 0)a b b b a b

a a

     ∗ − = − ∗ =        
  

)نستنتج أنّ البنية  , )∗ × ∗ℝ ℝ  ًزمرة، وهي غير تبديليّة، فمثلا  
(1,2) (2,0) (2, 0) (1,2)∗ ≠ ∗  

  ˙  .ويكتمل الحل

Jبينّ أنّ البنية 2. التمرين ( , )∗
+× ∗ℝ ℝ ، حيث( , ) ( , ) ( , )a b a a b∗ = +α β α β.زمرة ،  

  الحـل

Â  1لنلاحظ أوّلاً، في حالة 1( , )a b 2و 2( , )a b 3و 3( , )a b  من∗
+ ×ℝ ℝ : ما يلي 

( )
( )

1 1 2 2 3 3 1 2 1 2 1 3 3

1 2 3 1 2 3 1 2 1

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

,

a b a b a b a a a b b a b

a a a a a b a b b

∗ ∗ = + ∗

= + +
  

  و
( )

( )
( )

1 1 2 2 3 3 1 1 2 3 2 3 2

1 2 3 1 2 3 2 1

1 2 3 1 2 3 1 2 1

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

, ( )

,

a b a b a b a b a a a b b

a a a a a b b b

a a a a a b a b b

∗ ∗ = ∗ +

= + +

= + +

  

  إذن
( ) ( )1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )a b a b a b a b a b a b∗ ∗ = ∗ ∗  

 تجميعي. ∗لقانون وعلى هذا فا

Â  ومن جهة أخرى نلاحظ أنهّ في حالة( , )a b  من∗
+ ×ℝ ℝ لدينا 

( , ) (1,0) ( 1, 0 ) ( , )

(1, 0) ( , ) (1 ,1 0) ( , )

a b a a b a b

a b a b a b

∗ = × × + =

∗ = × × + =
  

e(1,0)إذن العنصر  )عنصر حيادي في  = , )∗
+ × ∗ℝ ℝ. 

Â  ًفي حالة وأخيرا ،( , )a b  من∗
+ ×ℝ ℝ  لدينا 

1 1
( , ) , , ( , ) (1,0)

b b
a b a b

a a a a

     ∗ − = − ∗ =        
  

)نستنتج أنّ  , )∗
+ × ∗ℝ ℝ  ً(1,1)زمرة، وهي غير تبديليّة، فمثلا (2,0) (2, 0) (1,1)∗ ≠ ∗.˙  
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Jلتكن  3. التمرينG ولنفترض أنّ ∗مجموعة غير خالية مزوّدة بقانون تشكيل داخلي ،  
  تجميعي. ∗القانون  �
� , ,e G x G x e x∃ ∈ ∀ ∈ ∗ =  
� , ,x G x G x x e′ ′∀ ∈ ∃ ∈ ∗ =  

)أثبت أنّ  ),G x . يمكن حسابزمرة ∗ x x x′ ′ ′′∗ ∗ x ثمُ  ∗ x x′∗ ∗.  

  الحـل

x، إذن يوجد Gعنصراً من  xليكن  1. xيحُقّق  Gمن  ′ x e′∗ نجد  ن ، وانطلاقاً م=
x xيحُقّق  Gمن  ′′ x e′ ′′∗ y. لنحسب إذن المقدار  = x x x x′ ′ ′′= ∗ ∗ بطريقتين  ∗

:  
( ( ))

( )

y x x x x

x x e

x x

′ ′ ′′= ∗ ∗ ∗

′= ∗ ∗

′= ∗

  

  وكذلك
( ( ))

( )

y x x x x

x e x

x x e

′ ′ ′′= ∗ ∗ ∗

′ ′′= ∗ ∗

′ ′′= ∗ =

  

xا فالعنصر وعلى هذ xالذي يحُقّق  Gمن  ′ x e′∗ xيحُقق أيضاً  = x e′ ∗ نكون قد ف. =
xفيوجد عنصرٌ  Gمن  xأثبتنا أنهّ مهما يكن  xيحُقّق  Gمن  ′ x x x e′ ′∗ = ∗ =.  

x، إذن يوجد Gعنصراً من  xليكن  2. xيحُقّق  Gمن  ′ x x x e′ ′∗ = ∗ ، لنحسب =
zإذن المقدار  x x x′= ∗   بطريقتين فنجد ∗

( )

( )

z x x x x e x

x x x e x

′= ∗ ∗ = ∗ =

′= ∗ ∗ = ∗
  

eيحُقّق أيضاً  Gمن  eفنكون قد أثبتنا أنّ العنصر  x x∗ . فهو Gمن  xوذلك أياًّ كان  =
  .Gإذن عنصرٌ حيادي في 

)وهكذا نكون قد أثبتنا أنّ البنية  , )G   ˙  زمرة. ∗
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Jلتكن  4. التمرينG ولنفترض أنّ ∗ زوّدة بقانون تشكيل داخلي تجميعيّ مجموعة غير خالية م ،
  التطبيقين

: ,a G G x a x→ ∗֏γ  
:  و ,a G G x x a→ ∗֏δ  

). أثبت أنّ Gمن  a غامران وذلك مهما تكن ),G   زمرة. ∗
  الحـل

 aγمن التطبيقين  كان كل   لـمّا، غير خالية G، وهو موجود لأنّ Gعنصراً من  aليكن  �
)يحُققان  Gفي  ′eو eغامراً استنتجنا أنهّ يوجد  aδو )a e aγ )و = )a e aδ ′   أي .=

a e a∗ eو       = a a′ ∗ =  
  نستنتج من ذلك أنّ 

,

,

x G x a e x a

x G e a x a x

∀ ∈ ∗ ∗ = ∗

′∀ ∈ ∗ ∗ = ∗
  

  أو
, ( ) ( )

, ( ) ( )
a a

a a

x G x e x

x G e x x

δ δ

γ γ

∀ ∈ ∗ =

′∀ ∈ ∗ =
  

  غامرين استنتجنا مما سبق أنّ  aδو aγكان التطبيقان   لـمّاو 

  ,

,

y G y e y

y G e y y

∀ ∈ ∗ =

′∀ ∈ ∗ =
  �  

eوبوجه خاص نستنتج من الأولى أنّ  e e′ ′∗ e، ومن الثانية أنّ = e e′ ∗ ، فلا بدُّ أن يكون =
e e ′=.  

  يحُقّق eأنّ العنصر  رىن �وبالعودة إلى 
,y G y e e y y∀ ∈ ∗ = ∗ =  

)فهو إذن عنصرٌ حيادي في  , )G ∗.  

غامراً استنتجنا أنهّ يوجد  aδو aγمن التطبيقين  كان كل   لـمّا، Gعنصراً من  aليكن  �
a aو ′ )يحُققان  G في ′′ )a a eγ ′ )و = )a a eδ ′′  . أي=

a a e′∗ aو       = a e′′ ∗ =  
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  ولكن
( ) ( )a a e a a a a a a e a a′′ ′′ ′′ ′ ′′ ′ ′ ′= ∗ = ∗ ∗ = ∗ ∗ = ∗ =  

aإذن يوجد عنصرٌ  aيحُقق  Gفي  ′ a a a e′ ′∗ = ∗  Gعنصر من  . وهذا يثُبت أنّ لكلّ =
)، والبنية ∗فيها بالنسبة إلى القانون  اً نظير  , )G   ˙  زمرة. ∗

  

Jلتكن 5. التمرين G 1زمرة، ولتكنH 2وH  زمرتين جزئيتين منG ّ1. أثبت أن 2H H∪  زمرة
2إذا وفقط إذا كان  Gجزئية من  1H H⊃  1أو 2H H⊃.  

  الحـل

Â  1من الواضح أنهّ في حالة 2H H⊂  1يكون 2 2H H H∪ 2وفي حالة  = 1H H⊂ 
1يكون  2 1H H H∪ 1وفي الحالتين تكون اموعة  = 2H H∪  زمرة جزئيّة منG. 

Â  موعة1وبالعكس، لنفترض أنّ ا 2H H∪  زمرة جزئيّة منG ّولنفترض أن ،
1 2H H⊄ ً1. عندئذ نجد عنصراa  1ينتمي إلىH  2ولا ينتمي إلىH. 

1عنصرين من الزمرة الجزئيّة  1aو 2xكان   لـمّا. 2Hعنصراً ما من  2xليكن  2H H∪ تجنا استن
1 العنصر أن

2 1x a− 1 الاجتماع ينتمي إلى 2H H∪ 1. فإذا كان
2 1 2x a H− ، كان ∋

1 1
1 2 1 2 2( )a x a x H− −= 1وهذا خُلفٌ. إذن لا بدُّ أن يكون  ∋

2 1x a−  1عنصراً منH ومن ،
1ثمَّ 

2 2 1 1 1( )x x a a H−= ، أو 1Hينتمي إلى  2Hثبتنا بذلك أنّ كل عنصرٍ من أ. لقد ∋
2 1H H⊂الإثبات. كتمل. وبذا ي  ˙  

Jلتكن  6. التمرينG 1زمرة، ولتكنH 2وH ن م زمرتين جزئيتينG أوجد الشرط اللازم والكافي .
} حتى تكون اموعة }1 2 1 2 1 2 1 2: ( , )H H h h h h H H= ∈ زمرة جزئية من  ×

G.  

  الحـل

)من زمرة  Bو Aه في حالة مجموعتين جزئيّتين غير خاليتين لنذكّر أنّ  , )G يدلّ  ABفإنّ الرمز  ⋅
a حيث abالتي تُكتب بالشكل  Gعلى مجموعة عناصر  A∈ وb B∈.  
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  تكافؤ الخاصّتين التاليتين :سنبرهن فيما يلي 
1اموعة  � 2H H  زمرة جزئيّة منG   
� 1 2 2 1H H H H=.  

⇐� 1عنصراً ما من  xليكن  � 2H H ّ1. لأن 2H H  ّ1زمرة نستنتج أن
1 2x H H− ∈ ،

1، يحُققان 2Hفي  2h، ونجد 1Hفي  1hإذن نجد 
1 2x h h−   . ومن ثمَّ يكون=
1 1 1

1 2 2 1 2 1( )x h h h h H H− − −= = ∈  
1إذن لقد أثبتنا أنّ  2 2 1H H H H⊂.  
2عنصراً ما من  xوبالعكس، ليكن  1H H 1. عندئذ نجدh 1فيH 2، ونجدh  2فيH قانيحُق ،

2 1x h h= 1. ومن ثمَّ يكون 1 1
1 2x h h− − 1عنصراً من  =− 2H H ولكنّ هذه الأخيرة زمرة ،

1، إذن ينتج من Gجزئيّة من 
1 2x H H− 1أنّ  ∋ 2x H H∈ ّبذا نكون قد أثبتنا أن .

2 1 1 2H H H H⊂ 1. أي 2 2 1H H H H=.  

⇐� 1لنضع  � 2 2 1H H H H H= =.  
Â من  1كان الحيادي   لـمّا 1ينتمي إلى كلH 2وH  ّ1استنتجنا أن H∈. 
Â  ليكنx  عنصراً منH 1، عندئذ يوجدh 1فيH2، وh  2فيH قان1، يحُق 2x h h= .

1وعندئذ يكون  1 1
2 1 2 1x h h H H H− − −= ∈ إلى  Hومنه ينتمي نظير كل عنصرٍ من  .=

H. 
Â  ليكنx وy  عنصرين منH 1، عندئذ يوجدh 1فيH2، وh  2فيH قانيحُق ،
1 2x h h= 1، ويوجدk 1فيH2، وk  2فيH قان1، يحُق 2y k k=،  2ولأنّ العنصر 1h k  من

2 1H H  1ينتمي إلى 2H H 1فيوجدℓ 1 فيH2، وℓ  2فيH 2قان ، يحُق 1 1 2h k = ℓ ℓ ،
 وعندئذ

1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2 1 1 2 2( )( ) ( ) ( ) ( )( )xy h h k k h h k k h k h k= = = =ℓ ℓ ℓ ℓ  
1ومنه  2xy H H H∈ 1لأنّ  = 1 1h H∈ℓ 2و 2 2h H∈ℓوعليه .  

2( , ) ,x y H xy H∀ ∈ ∈.  
1وبذلك نكون قد أثبتنا أنّ  2H H H= رة.زم  ˙  
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Jلتكن  7. التمرينG  1زمرة، ولتكنH 2وH زمرتين جزئيتين منتهيتين من G ّنفترض أن .
{ }1 2 1GH H∩  اصر اموعة ، بينّ أن عددَ عن =

{ }1 2 1 2 1 2 1 2: ( , )H H h h h h H H= ∈ ×  
1يساوي  2card( ) card( )H H×.  

  الحـل

1 نلاحظ أنّ  2 1 2card( ) card( ) card( )H H H H× = فهل يمكننا إيجاد تقابلٍ بين ، ×
1 2H H× 1و 2H H 1؟ استناداً إلى تعريف 2H H موعتينهناك تطبيق واضح يربط هاتين ا .

  لنتأمّل التطبيق 

1 2 1 2 1 2 1 2: , ( , )H H H H h h h hϕ × → ֏  
1غامرٌ بناءً على تعريف  ϕمن الواضح أنّ  2H H ّلإثبات أن .ϕ  ّ1متباينٌ. نفترض أن 2( , )h h 

1و 2( , )k k : قانيحُق  

1 2 1 2( , ) ( , )h h k kϕ ϕ=  
1عندئذ يكون لدينا  2 1 2h h k k= َّ1، ومن ثم 1

1 1 2 2k h k h− إلى هذا العنصر.  aلنرمز بالرمز  ،=−
1كان   لـمّا

1 1a k h−= موعة ، و1اH  ّ1زمرة جزئيّة، استنتجنا أنa H∈ كان   لـمّا، و
1

2 2a k h−= موعة2، واH  ّ2زمرة جزئيّة، استنتجنا أنa H∈ وعليه ينتمي .a  إلى تقاطع
1Gaإذن  ،Gالعنصر الحيادي في  إلاّ الذي لا يحوي  2Hو 1Hالزمرتين الجزئيّتين  . ونستنتج =

1من  1
1 1 2 2 1Gk h k h− −= 1أنّ  = 1h k= 2و 2h k= ّوهذا يثبت أن .ϕ .متباين  

  تقابلاً استنتجنا أنّ  ϕكان   لـمّا
   1 2 1 2 1 2card( ) card( ) card( ) card( )H H H H H H= × = ×  ˙  

J1 لتكن 8. التمرينH 2وH زمرتين جزئيتين منتهيتين من زمرة Gنضع .  

{ }1 2 1 2 1 2 1 2: ( , )H H h h h h H H= ∈ ×  
1عنصراً من  zوليكن    2H Hالمقدار  ، احسب  

{ }( )1 2 1 2 1 2card ( , ) :h h H H h h z∈ × =  
 واستنتج أنّ 

1 2
1 2

1 2

card( ) card( )
card( )

card( )

H H
H H

H H

×
=

∩
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  الحـل

Â  1ليكن 2z = ℓ ℓ  1عنصراً من 2H H عندئذ يعرّف التطبيق  
{ } 1

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2: ( , ) : , ( , )H H h h H H h h z h h hψ −∩ → ∈ × = ֏ ℓ ℓ  
  متباينٌ. لنثبت أنهّ غامرٌ أيضاً.  ψمن الواضح أنّ  تقابلاً.
1ليكن  2( , )h h  1عنصراً من 2H H×  1يحُقّق 2z h h= عندئذ يكون لدينا .  

1 2 1 2z h h= =ℓ ℓ  
1ومن ثمَّ  1

2 2 1 1h h− −=ℓ ℓلنرمز بالرمز . h  ّ1إلى هذا العنصر. إن
1 1h h−= ℓ يقتضي 

1h H∈  ّ1لأنH  زمرة جزئيّة منG ، ُّ1إنّ  ثم
2 2h h−= ℓ  2يقتضيh H∈  ّ2لأنH  زمرة

1ينتمي إلى  hليه نرى أنهّ يوجد . وعGجزئيّة من  2H H∩  1ويحُقّق 1
2 2 1 1h h h− −= =ℓ ℓ 

1أي  2( ) ( , )h h hψ   تقابلٌ ومن ثمَّ نكون قد أثبتنا أنّ  ψوهكذا نكون قد أثبتنا أنّ  .=
{ }( )1 2 1 2 1 2 1 2 1 2, card card ( , ) :z H H H H h h H H h h z∀ ∈ ∩ = ∈ × =  

Â  لنتأمّل كما في التمرين السابق التطبيق 

1 2 1 2 1 2 1 2: , ( , )H H H H h h h hϕ × → ֏  
1غامرٌ بناءً على تعريف  ϕمن الواضح أنّ  2H H ولكنّه ليس بالضرورة متبايناً. نستنتج من كون .

)اً أنّ اموعات غامر  ϕالتطبيق  )
1 2

1({ })
z H H

zϕ−

∈
تكون تجزئة للمجموعة المنتهية  

1 2H H× وعليه  
( )

1 2

1
1 2card( ) card ({ })

z H H

H H zϕ−

∈

× = ∑  

   ولكن بالعودة إلى ما أثبتناه آنفاً وبملاحظة أنّ 
( ){ }1

1 2 1 2 1 2({ }) , :z h h H H h h zϕ− = ∈ × =  
  نستنتج أنّ 

( )1
1 2 1 2, card ({ }) card( )z H H z H Hϕ−∀ ∈ = ∩  

  هومن

1 2

1 2 1 2 1 2 1 2card( ) card( ) card( )card( )
z H H

H H H H H H H H
∈

× = ∩ = ∩∑  

  ˙  النتيجة المرجوّة.منه و 
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Jلتكن  9. التمرين( , )G ,2ق ق تحُ زمرة  ⋅ 1x G x∀ ∈ =.  
)بينّ أنّ  • , )G   زمرة تبديلية. ⋅
 nعدد عناصرها  E، ومجموعة nمنتهية. بينّ أنه يوجد عدد طبيعي  Gنفترض أنّ  •

)تكون الزمرة ف , )G )لزمرة مشاكِلة تقابلياً ل ⋅ )( ),P E ∆. 

  الحـل

2. عندئذ يكون لدينا Gعنصرين من  yو xليكن  � 2 2( ) 1x y xy= =  . ومنه=

2 2 1 ( )( )x y xy xy= =  
  ومن ثمَّ 

( ) ( )x xy y x yx y=  
xyنجد  ،من اليمين y وبالعنصر ،من اليسار xوبضرب طرفي المساواة السابقة بالعنصر  yx=. 

)وهذا يثبت أنّ الزمرة  , )G  تبديليّة. ⋅

 Gاد عناصر اموعات الجزئيّة من والمكوّنة من أعد ℕالجزئيّة من  Nعرف اموعة لن �
 كاملة، أي :  Gالتي تولّد الزمرة 

( ) ( ){ }card( ) :H H G H G= ⊂ ∧ 〈 〉 =N  
)card، غير خالية لأا تضم ℕمجموعة جزئيّة من  Nمن الواضح أنّ  )G يمكننا إذن أن نعرّف ،

minnبأنهّ أصغر عناصرها. أي  nالعدد  = N ّولأن ،n ∈ N  نجد مجموعةE  جزئيّة من
G،  دوتولGقوتحُق ، card( )n E=.  

: لنعرّف إذن التطبيق ( ) ,
a A

P E G A aϕ
∈

→ 1مع الاصطلاح ، ֏∏
a
a

∈∅
∏ =.  

Â  التطبيقϕ  تشاكلٌ زمري بين( )( ),P E )و ∆ , )G  . لأنّ ⋅

( )( )( )( )\ \

\ \

( ) (B)

( )

a A a B a A B c A B c B A b B A

a A B b B A a A B

A a b a c c b

a b a A B

ϕ ϕ

ϕ

∈ ∈ ∈ ∈ ∩ ∈ ∩ ∈

∈ ∈ ∈ ∆

= ∏ ∏ = ∏ ∏ ∏ ∏

    = ∏ ∏ = ∏ = ∆      

  

)من  Bو Aأياًّ كانت اموعتان )P E. 
Â  التطبيقϕ  ّغامرٌ لأنE  دتولG من  ولأنّ مقلوب أي عنصرG  يساويه والزمرةG 

 تبديليّة.
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Â  التطبيقϕ  متباينٌ. في الحقيقة، ليكنA  عنصراً منkerϕ إذا كان .A ≠ ∅ 
). وعندئذ نستنتج من كون Aفي  0aوجدنا عنصراً  ) 1Aϕ أنّ  =

0

0
\{ }a A a

a a
∈

= }\0، ومن ثمَّ تولد اموعة ∏ }E a  الزمرةGناقض تعريف . وهذا ي

 عدد عناصرها أصغري. وعليه G، إذ هي مجموعة مولدة للزمرة Eاموعة 
A =  متباينٌ. ϕ. والتطبيق ∅

)يّاً بين بذلك نكون قد أوجدنا تشاكلاً زمرياًّ تقابل , )G )والزمرة  ⋅ )( ),P E . وبوجه خاص نرى ∆
  ˙  .2nيساوي  Gأنّ عدد عناصر 

Jأثبت أنهّ لا يوجد تشاكل تقابلي بين الزمرتين  10. التمرين( , )∗ ⋅ℝ و( , )∗ ⋅ℚ.  

  الحـل

:لنفترض جدلاً أنهّ يوجد تشاكلٌ تقابلي زمري  ( , ) ( , )ϕ ∗ ∗⋅ → ⋅ℝ ℚ نعرّف إذن العدد .r  من
∗ℚ   بالعلاقة( )13 (2)r ϕ ϕ−= ّفنلاحظ أن .  

( ) ( ) ( )
( )

3 1 1 13 3 3

1 1 1 13 3 3

(2) (2) (2)

(2) (2) (2) ( (2)) 2

r ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

− − −

− − − −

=

= ⋅ ⋅ = =
  

3يحُقّق  ℚ∗ في rإذن يوجد عددٌ عادي  2r = .  

pلنفترض أنّ 
r

q
) حيث = , )p q  2من∗ℕ،  دين أنهّ ليس للعدوp وq نستنتج قواسم مشتركة .

3من المساواة  32q p=  3أنّ العددq  ّزوجي، ومن ثمَّ أنq  ًوعليه يوجد  ،زوجي أيضاq من  ′
∗ℕ  2يحُقّقq q 3 منه، و =′ 34q p′  pزوجي، ومن ثمَّ أنّ  3pأنّ العدد مجدّداً نستنتج و . =

قواسم مشتركة. نستنتج من هذا  qو pوهذا خُلفٌ لأننا افترضنا أن ليس للعددين  .أيضاً  زوجي
)التناقض أنهّ لا يوجد تشاكلٌ تقابلي زمري بين الزمرتين  , )∗ ⋅ℝ و( , )∗ ⋅ℚ.  ˙  

Jلتكن 11.التمرينH  2زمرة جزئية من = ×ℤ ℤ ℤ وجد ي. بينّ أنهa وb  2فيℤ يحُقّقان 

{ }2: ( , )H na mb n m= + ∈ ℤ.  
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  الحـل

  نعرّف اموعتين
{ } ( )
{ }

1 1

2 2

: ( , 0) Pr ( {0})

: ,( , ) Pr ( )

H k k H H

H p q q p H H

= ∈ ∈ = ∩ ×

= ∈ ∃ ∈ ∈ =

ℤ ℤ

ℤ ℤ
  

  كما يلي :  2Prو 1Prلتشاكلين الزمريّين إذ عرفّنا ا
1 1 2 1

2 1 2 2

Pr : ,( , )

Pr : ,( , )

x x x

x x x

× →

× →

ℤ ℤ ℤ ֏

ℤ ℤ ℤ ֏
  

كانت صورة زمرة جزئيّة وفق   لـمّاهو زمرة جزئيّة منها، و  2ℤكان تقاطع زمرتين جزئيّتين من   لـمّا
. وعليه نجد ℤزمرة جزئيّة من  2Hو 1H من جزئيّة، استنتجنا أنّ كلاًّ تشاكل زمري هي أيضاً زمرة 

α  فيℕ  ق1تحُقH α= ℤ ونجد ،β  فيℕ  ق2تحُقH β= ℤ ّ2.ولأنHβ استنتجنا  ∋
)يحُقّق  ℤفي  γأنهّ يوجد عنصرٌ  , ) Hγ β ∈.  

)لنعرّف إذن العنصرين  , 0)a α= و( , )b γ β=  منH.  
 من الواضح أنّ  �

{ }2, } : ( , )H a b na mb n m⊃ 〈{ 〉 = + ∈ ℤ. 
)وبالعكس، ليكن  � , )z x y=  عنصراً منH .2كان   لـمّا 2Pr ( )y z H= نا استنتج ∋

yيحُقق  ℤينتمي إلى  mأنهّ يوجد عددٌ  mβ= ّوعليه نجد أن . 

( ) ( ), 0 {0}z mb x m Hγ− = − ∈ ∩ ×ℤ  
1xوعليه  m Hγ− xيحُقق  ℤينتمي إلى  n، إذن يوجد ∋ m nγ α−   ، ومن ثمَّ =

( , 0) ( ,0)z mb x m n naγ α− = − = =  
,أو  }z na mb a b= + ∈ 〈{ ,. إذن 〈 }H a b⊂ 〈{ 〉 .  

,وبذا نكون قد أثبتنا أنّ  }H a b= 〈{   ˙  ، وهي النتيجة المرجوّة.〈

Jلتكن  12. التمرين( ),G ,. بينّ أنّ nزمرة منتهية عدد عناصرها  ⋅ 1nx G x∀ ∈ =.  

  الحـل

. لدينا من جهة أولى mمنتهية ولتكن  xهية إذن رتبة منت G. الزمرة Gعنصراً من  xليكن 
1mx card(m، لأنّ nيقسم  m، ومن جهة ثانية أنّ = x= 〈 〉xو (〈 زمرة جزئيّة من  〈
G  التي عدد عناصرهاn إذن يوجد .d  يحُقّقmd n= ومنه .( ) 1n m dx x= =.  ˙  
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Jلتكن  13. التمرين( ),G المعرّف كما  ϕزمرة منتهية عدد عناصرها فردي، أثبت أنّ التطبيق  ⋅
:2:يأتي ,G G x xϕ →   .تقابلٌ  ֏

  الحـل

)cardلنفترض أنّ  ) 2 1G m=   ، إذن استناداً إلى التمرين السابق لدينا+
2 1, 1mx G x +∀ ∈ =  

:1 إذن التطبيق لنعرّف , mG G x xψ +→ GIϕ، فيكون لدينا ֏ ψ ψ ϕ= =� � .
  ˙  .ψتقابلٌ وتقابله العكسي هو  ϕإذن 

Jلتكن  14. التمرين( ),G ) ، أثبت أنّ pزمرة منتهية عدد عناصرها أوليّ  ⋅ ),G تُشاكِل تقابلياً  ⋅
)الزمرة  )/ ,p +ℤ ℤ.  

  الحـل

〉b. عندئذ تكون G{1}\عنصراً من  bليكن  ، وعليه فإنّ Gزمرة جزئيّة غير تافهة من  〈
card( )b〈   . إذن يجب أن يكونpقاسمٌ مختلف عن الواحد للعدد الأوّلي  〈

card( ) card( )b p G〈 〉 = =  
Gومنه  b= 〈 . فهي إذن تُشاكل تقابليّاً الزمرة pزمرة وحيدة التوليد، وعدد عناصرها  G . فالزمرة〈

( / , )p +ℤ ℤ والتشاكل التقابلي هو .: / , [ ] kp G k bϕ →ℤ ℤ ֏.  ˙  

Jليكن 15. التمرين x وy  عنصرين من زمرة( ),G ). بينّ أنّ ⋅ ) ( )O xy O yx=.  

  الحـل

  أنّ  nفي الحقيقة، نثبت بالتدريج على العدد 
, ( ) ( )n nn y xy yx y∀ ∈ =ℕ  

  لدينا التكافؤ ℕ∗من  nوعليه نرى أنهّ في حالة 
( ) ( )( ) 1 ( ) 1n nxy yx= ⇔ =  

  ˙  المرتبة نفسها، سواء كانت منتهية أم لم تكن. yxو xyوهذا يثبت أنّ للعنصرين 
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Jليكن 16. التمرين x عنصراً من زمرة ( ),G ) منتهية وأنّ  x. نفترض أنّ رتبة ⋅ )O x n= .

منتهية وتساوي  mx، فرتبة العنصرℕ∗من  mأثبت أنه أياً كان 
gcd ( , )

n

n m
.  

  الحـل

)gcdلنفترض أنّ  , )d n m=  ولنعرفn mو ′ nبالعلاقتين  ′ dn mو =′ dm . نعلم =′
) تعُطى بالعلاقة aرتبة عنصر  أنّ  ) card( )O a a= 〈   تحُقّق : ، وهي〈

{ }: 1 ( )kk a O a∈ = =ℤ ℤ.  
)فإذا كان  )mO xλ )cardكان  = )mxλ = 〈 }، و〈 : 1}kmk x λ∈ = =ℤ ℤ. 

Â  ّلنلاحظ أوّلاً أن( ) ( ) 1 1m n n m mx x′ ′ ′= = |إذن  = nλ ′.  
Â  ،1كان   لـمّاومن جهة أخرىmxλ   استنتجنا من كون =

{ : 1}pp x n∈ = =ℤ ℤ  
n|أنّ  mλ أو ،|n mλ′ )gcd . ولكن′ , ) 1n m′ ′ إلى خاصّة  ، إذن استناداً =

n|غاوس  λ′. 
|إذن لقد أثبتنا أنّ  nλ n|و ′ λ′ ولأنّ العددين ،λ وn nλموجبان، استنتجنا أنّ  ′ ′= .

  أي

  ( )
gcd( , )

m n
O x

n m
=  ˙  

Jليكن 17. التمرين x وy  عنصرين من زمرة( ),G  منتهية وأنّ  yو x . نفترض أنّ رتبة كل من⋅
( )O x n= و( )O y m=أثبت أنه إذا كان .  

xy yx=   و  gcd( , ) 1n m =  
)كان  )O xy nm=.  

  الحـل

)لنفترض أنّ  )O xyλ =.  
Â  ّالشرط  نلاحظ أوّلاً أنxy yx= يقتضي ( ) ( ) ( ) 1nm n m m nxy x y= إذن  =

| nmλ. 
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Â  من جهة أخرى إنّ رتبة أي عنصر من التقاطعx y〈 〉 ∩ 〈 ، mو n من تقسم كلاًّ  〈
xرتبة ي عنصرمن  ، استنتجنا أنّ ولأما أوّليان فيما بينهما y〈 〉 ∩ 〈  أي  1تساوي  〈

{1}x y〈 〉 ∩ 〈 〉 =. 
)ولكن نعلم أنّ  ) 1xy λ xومنه  = yλ λ−= إذن .x x yλ ∈ 〈 〉 ∩ 〈   ومن ثمَّ  〈

1x yλ λ−= =  
1xλنستنتج من  n|أنّ  = λ 1، ونستنتج منyλ m|أنّ  = λ وأخيراً نستنتج ،
)gcdمن كون  , ) 1n m أنّ  mو nمُضاعفاً مشتركاً للعددين  λومن كون  =

|nm λ.  
  وبذلك نكون قد أثبتنا أنّ 

| ( )nmλ  و  ( ) |nm λ  
nmλأي    ˙  موجبان. nmو λلأنّ العددين  =

J18. التمرين   

.I   لتكن( , )G  أن ونفترض، bو c تحتوي على عنصرين Gزمرة منتهية. نفترض أن الزمرة  ⋅
 4تحتوي على زمرة جزئية عدد عناصرها  G. أثبت أن 2 ساويت cbو bو cرتُب العناصر
)cardيقسم  4 ، ومن ثمَّ أن )G.  

.II  لتكن( , )G   : العلاقة الثنائية Gزمرة منتهية عدد عناصرها زوجي. نعرّف على  ⋅
{ }1,x y x y y−⇔ ∈R  

  ؟ 1علاقة تكافؤ، ما هو صف تكافؤ العنصر الحيادي  Rأثبت أن   1.

  ؟Gمن  xما هو عدد عناصر صف تكافؤ عنصر ما   2.

  أن Gاستنتج من كون صفوف التكافؤ تكون تجزئة للمجموعة   3.
{ }( )2card : 1x G x∈ =  

  عددٌ زوجي.
  .2تحوي عنصراً رتبته  Gأثبت أن الزمرة   4.
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.III   لتكن( , )G   عدد أولي فردي.  pحيث  2pزمرة منتهية عدد عناصرها  ⋅
  .2رتبته  bتحوي عنصراً وحيداً  Gنفترض أن   1.

من  xليكن    � }عنصراً  }\ 1,G bما رتبة العنصر  .1x b x− جميع ن  ؟ استنتج أ
  .b تتبادل مع Gعناصر 

}عنصراً من  x ليكن   � }\ 1,G b بينّ أن رتبة أحد العنصرين .x أو b x  تساوي
2p.  

)استنتج أن الزمرة    � , )G )تُشاكل تقابلياً  الزمرة  ⋅ /2 , )p +ℤ ℤ.  
a. نضع 2رتبتهما  cو bتحوي عنصرين على الأقل  Gنفترض أن   2. bc=.  

ab. هل يمكن أن يكون pتساوي  aبينّ أن رتبة    � ba= ؟  
  ؟ b التي تتبادل مع Gفي  xهي العناصر ما    �
}من  k في حالةنعرّف،    � }0,1, , 1p −… ،k k

kx a b a−= ّرتبة.بينّ أن 
 موعة من عناصر أيا { }: 0kx k p= ≤ <X  وأن هذه 2تساوي ،

  العناصر مختلفة مثنى مثنى.
  ، التطبيق :Gمن  g نعرّف، أياً كان العنصر   �

1: :g G G x gxgσ −→ ֏  
، وأنGإلى  Gتقابل من  gσبينّ أن 

1 2 1 2g g g gσ σ σ= ، وأخيراً أنّ �
( )gσ =X X.  

بالعلاقة:  X اموعة المعرّف على إلى التقابلgsنرمز إذن بالرمز ل   	
( ) ( )g gs x xσ= وبالرمز ،( ( ), )S X . بينّ أن Xإلى الزمرة المتناظرة على �

  التطبيق 
: ( ) : gG S g sΨ → X ֏  

  زمري متباين. تشاكلٌ 

.IV  استنتج من الدراسة السابقة أن كل زمرة( , )G تُشاكل تقابلياً  6عدد عناصرها  ⋅
( /6 , )+ℤ ℤ  3أو( , )S � .  
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  الحـل

.I مق مباشرة أنّ ا1}وعة نتحق, , , }V b c bc=  زمرة جزئيّة منG وعدد عناصرها يساوي ،
bcوأنّ  مختلفة مثنى مثنى bcو cو bو 1نتيقّن أنّ العناصر  حيث، 4 cb=. يقسم 4 إذن 

card( )G.  
.1. II  ّ1يكفي أن نلاحظ أن 1{ , } { , }x y x x y y− −⇔ =R  ّلنتيقّن مباشرة أنR  علاقة
[1]. أي {1}فهو  1أمّا صفّ تكافؤ الحيادي  تكافؤ. {1}=.  
.2. II  ليكنx  عنصراً منG ّ1، من الواضح أن[ ] { , }x x x−=.  
Â 1إذا كان فx x−≠ 2، أو 1x )كان   ≠ )card [ ] 2x =،  
Â  1وإذا كانx x−= 2، أو 1x )،كان = )card [ ] 1x =.  
.3. II  2لتكن

0 { : 1}G x G x= ∈ التي صفوف تكافئها  G، وهي مجموعة عناصر =
0كان   لـمّاو  تحوي عنصراً واحداً. 0\ , [ ] \x G G x G G∀ ∈ ، استنتجنا أنّ صفوف التكافؤ ⊃

G\0تجزئ اموعة  G 1. فتوجد عناصر, , mx x…  0في\G G  تجعل من( )
1

[ ]k k m
x

≤ ≤
تجزئة  

G\0للمجموعة  G واحد من صفوف التكافؤ هذه يساوي استنتجنا أنّ  2، ولأنّ عدد عناصر كل
0card( \ ) 2G G m=وعليه .  

0 0card( ) card( ) card( \ ) card( ) 2G G G G G m= − = −  
)0cardزوجي استنتجنا أنّ  Gولأنّ عدد عناصر  )G .ًزوجي أيضا  

.4. II موعة2 وجدنا أنّ عدد عناصر ا
0 { : 1}G x G x= ∈ زوجي ونعلم أنّ الحيادي  =

)0card ، إذن0G ينتمب إلىعنصرٌ  1 \{1})G موعةعددٌ فردي{1}\0 . ولكنّ اG  هي
عددٌ  إذن لقد أثبتنا أنهّ في زمرة عدد عناصرها زوجي يوجد .2التي رتبتها تساوي  Gمجموعة عناصر 

 على الأقل. 2، ويوجد من ثمَّ عنصرٌ واحدٌ رتبته 2من العناصر التي رتبتها تساوي  فردي  
.1. III  ّنفترض أن ( , )G وأّا تحوي عنصراً فردي.  أولي  عددٌ  pو 2pزمرة منتهية عدد عناصرها  ⋅
  .2رتبته  bواحداً 

.1. III�  ليكنx  عنصراً منG  1 كان  لـمّا. 1مختلفاً عن 1xbx− 1bيقتضي  = = 
1 استنتجنا أنّ  1xbx−   . ولكن≠

1 2 1 1 2 1 1( ) 1xbx xbx xbx xb x xx− − − − −= = = =  
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، إذن 2هو العنصر الوحيد الذي رتبته  b . ولكنّ 2تساوي  −1xbxعنصر الإذن رتُبة 
1xbx b− xbأو  = bx= 1، وهذا أيضاً محقّق في حالةx   ، إذن=

,x G xb bx∀ ∈ =.  
.1. III�  ليكنx  1}\عنصراً من, }G b إنّ رتبة العنصر .x  2قاسمٌ للعددp  وهي لا تساوي

1xلأنّ  1 xلأنّ  2، ولا تساوي ≠ b≠ إذن ،( )O x p=  أو( ) 2O x p=.  
)كان   pتساوي  xفإذا كانت رتبة  ) ( ) ( ) 2O bx O b O x p= يتبادلان،  bو x، لأنّ =

  أوّليّان فيما بينهما. pو 2والعددان 
.1. III� يوجد في ، إذنG  2عنصرٌ رتبتهpة التوليد، وتشاكل تقابلياًّ ، فهي إذن وحيد

( )/2 ,p +ℤ ℤ.  
.2. III  ّنفترض أن ( , )G وي تح G أنّ و أولي فردي.  عددٌ  pو  2pزمرة منتهية عدد عناصرها  ⋅

a . نضع2 رتبتهما cو bعنصرين على الأقل  bc=.  
.2. III�  رتبةa  2قاسمٌ للعددp.  إذن الحالات المختلفة :لنناقش  

Â ( ) 1O a 1bc. في هذه الحالة يكون = 1bومنه  = c c−= كون   اقضنيوهذا  =
b c≠. 

Â ( ) 2O a p= في هذه الحالة يكون .G a= 〈 )، و〈 /2 , )G p≅ +ℤ ℤ ولكن في هذه .
 وجود عنصرين مختلفين رتبة كل  يناقضمما  2الزمرة يوجد زمرة جزئيّة وحيدة عدد عناصرها 

 .2منهما 

Â ( ) 2O a .. في هذه الحالة نستفيد من السؤال = I يقسم 4نستنتج أنّ ف  card( )G  أي
2p ،.ًوهذا تناقضٌ أيضا 

)وعليه لا بدُّ أن يكون  )O a p=. نّ ثمُّ إab ba≠لأنهّ لو كان ، ab ba=  لكان
( ) 2O ba p= ومن ثمَّ يكون ،G ba= 〈 )، و〈 )/2 ,G p≅ +ℤ ℤ ولكن في هذه الزمرة .

 .2وجود عنصرين مختلفين رتبة كلّ منهما  يناقضمما  2يوجد زمرة جزئيّة وحيدة عدد عناصرها 

.2. III�  ليكنx  1}\عنصراً من, }G b ّولنفترض أن .xb bx= ولنناقش الحالات المختلفة .
1xلأنّ  1، التي لا تساوي xبشأن رتبة العنصر  ≠.   

Â ( ) 2O x ,1}تكون اموعة . في هذه الحالة = , , }b x bx  زمرة جزئيّة منG  ٌوهذا تناقض
 .2pلا يقسم  4لأنّ 
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Â ( )O x p= لحالة يكون ). في هذه ا ) 2O xb p= ثمَّ ، و )من   )/2 ,G p≅ +ℤ ℤ ،
 . زمرة غير تبديليّة Gوهذا يناقض كون 

Â ( ) 2O x p= َّومن  ثم ،( )/2 ,G p≅ +ℤ ℤ ، يناقض كون بدوره وهذاG  زمرة غير
 تبديليّة.

  إذن لقد أثبتنا أنّ 
\{1, },x G b xb bx∀ ∈ ≠  

  فقط. bو 1هي  bوالعناصر التي تتبادل مع 
.2. III� لنعرّف إذنk k

kx a ba−=  في حالةk  0,1}من, , 1}p . نلاحظ أنّ …−
1kx 1bلأنّ  ≠   ، وأنّ ≠

2 2 1k k k k k k k k
kx a ba a ba a b a a a− − − −= = = =  

2لأنّ  1b } ة أي من عناصر اموعة. إذن رتب= }: 0kx k p= ≤ <X  وإذا  2تساوي .
0كان  k r p≤ <   فإن >

( ) ( ) ( )k k r r k r k r
k rx x a ba a ba a b ba− − − −= ⇔ = ⇔ =  

rإذن  kx x= العنصران إذا وفقط إذا كان k ra k انتمى، أي إذا وفقط إذا يتبادلان bو − ra − 
,1}إلى  }b {1}، ولكنa b〈 〉 ∩ 〈 〉 r، إذن = kx x=  1إذا وفقط إذا كانk ra − ، ولأنّ =

|هذا يُكافئ  نّ فإ pتساوي  aرتبة  ( )p k r−، ّ0ناقض كون ي مما k r p≤ < < .
  نستنتج من هذه المناقشة أنّ 

( )0 k rk r p x x≤ < < ⇒ ≠  
〉a لأن ���� 〉 ∩ = ∅X وcard( ) card( )a p〈 〉 = =X نّ استنتجنا أ\G a= 〈 〉X .

  .2التي رتبتها تساوي  Gهي مجموعة جميع عناصر  Xوأنّ 
.2. III� اً كان العنصرنعرّف، أيّ ل g  منG: 1 ، التطبيق: :g G G x gxgσ −→ ֏ .

1gتقابله العكسيّ هو  ، وأنّ تقابل gσ أنّ  من الواضح
σ  ، وأن−

1 2 1 2g g g gσ σ σ= �.  
)، ولنتأمّل Xمن  xوليكن ، Gمن  gليكن  )gy xσ= ّ1. إنx 1yإذن  ≠ ≠ ،
  وكذلك

2 1 1 2 1 1 1y gxg gxg gx g gg− − − −= = = =  
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)إذن  ) 2O y yومنه  = ∈ X ّلقد أثبتنا أن .( )gσ ⊂X X ّ1، ولأن( )
g
σ − ⊂X X 

)استنتجنا أيضاً أنّ  )gσ⊂X X  ومنه( )gσ =X X.  
.2. III	 نرمز إذن بالرمز لgs المعرّف على إلى التقابل X  :بالعلاقة( ) ( )g gs x xσ= وبالرمز ،

( ( ), )S X   التطبيق ولنتأمّل. Xإلى الزمرة المتناظرة على �
: ( ), gG S g sΨ → X ֏  

  . عندئذXمن  x، وGعنصرين من  2gو 1gليكن 

1 2

1 1
1 2 1 2 2 1

1
1 2 1 2 1 2

( ) ( )( ) ( ( )) ( )

( ) ( )( )

g gg g x s s x g g xg g

g g x g g g g x

− −

−

Ψ Ψ = =

= = Ψ

�  

  ومنه
2

1 2 1 2 1 2( , ) , ( ) ( ) ( )g g G g g g g∀ ∈ Ψ Ψ = Ψ�  

  تشاكلٌ زمري. Ψفالتطبيق 
kerعنصراً من  gان ومن جهة أخرى، إذا ك Ψ   كان( )g IΨ   أو =

,x gx xg∀ ∈ =X  

.2.ولكن نستنتج من ، 2يتبادل مع جميع العناصر التي رتبتها تساوي  gإذن  III�  نّ العنصر أ
1g. إذن 1الذي يتبادل مع جميع هذه العناصر هو  ker. ومنه = {1}Ψ  Ψ. والتطبيق =

  تشاكلٌ زمري متباينٌ.

. IV  لتكنG  6زمرة عدد عناصرها 2 3= . استناداً إلى دراستنا السابقة نرى أنّ هناك ×
  حالتين :


). وعندئذ 2عنصرٌ وحيد رتبته  Gيوجد في   )/6 ,G ≅ +ℤ ℤ. 


 Ψ اً متباين اً زمري . وعندئذ نجد تشاكلاً 2عنصران على الأقلّ رتبة كل منهما  Gيوجد في  
)وزمرة التباديل  Gبين  )3,S )card، لأنّ � ) 3=Xولكن . 

3card( ) card( ) 6G S= =  

)3غامرٌ في هذه الحالة، ومنه  Ψإذن  , )G S≅ �.  
)هما  6فهناك فقط نوعان من الزمر التي عدد عناصرها يساوي  )/6 ,+ℤ ℤ و( )3,S �.  ˙  
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J19. التمرين   

.I   لتكنa  من/pℤ ℤنرمز بالرمز . aT إلى التطبيق من /pℤ ℤ  إلى/pℤ ℤ ف رّ المع
)بالعلاقة  )aT x x a=  إلى مجموعة التطبيقات  T.  كما نرمز بالرمز+

{ }: /aT a p= ∈T ℤ ℤ  
  أثبت أنّ 

( )2( , ) / , a b a ba b p T T T +∀ ∈ =ℤ ℤ �  
)استنتج أنّ البنية و  ),T :وأنّ التطبيق  ،زمرة  � ( / , ) ( , ), ap a Tϕ + → Tℤ ℤ � ֏ 

  تشاكُلٌ زمريّ تقابلي.
.II  لتكن( ),G . نتأمّل اموعة nعدداً أولياً يقسم  p . وليكنnزمرة منتهية عدد عناصرها  ⋅

E  المكوّنة من التطبيقات: /f p G→ℤ ℤ تحُ التي الشرط قق  
( ) ( ) ( )0 1 1 1Gf f f p − =⋯  

 تبديلية. كما نتأمّل اموعة الجزئية Gلاحظ أنّ ترتيب عناصر الجداء مهمٌ إذ لا نفترض الزمرة   
0E  منE  المكوّنة من التطبيقات الثابتة المنتمية إلىE.  

0Eأثبت أنّ   1. ≠ ∅.  

1f . أثبت أنّ Eمن  f ليكن   2. T�  ينتمي إلىE ّواستنتج أن ، :  
/ , kk p f T E∀ ∈ ∈ℤ ℤ �  

} ، اموعةEمن  fنعرّف، في حالة   3. }/ :f kH k p f f T= ∈ =ℤ ℤ �.  
pℤ/زمرة جزئية من  fHأثبت أنّ   � ℤ.  
0أثبت أنّ :   � /ff E H p∈ ⇔ = ℤ ℤ.  
}استنتج أنّ :   � }0 0ff E H∉ ⇔ =.  

  :كما يلي   R العلاقة الثنائية E نعرّف على   4.
/ : kf g k p g f T⇔ ∃ ∈ =R ℤ ℤ �  

  علاقة تكافؤ. Rأثبت أنّ   �
: : ، ولنعرّفEمن  fليكن   � / [ ] ,f kp f k f TΨ → Rℤ ℤ ֏ � ،

] حيث ]f R هو صف تكافؤ f  وفق العلاقةR.  ّبينّ أنfΨ  ّغامر، وأنه
E\0عنصراً من  fيكون متبايناً إذا وفقط إذا كان  E.  



 196 الزمر

 :  كان  ،Eمن  fاستنتج أنهّ إذا كان   �

0

0

1 :
card([ ] )

: \

f E
f

p f E E

∈= 
 ∈

R  

  على النحو Eاستنتج أنه توجد تجزئة للمجموعة   �

0
1
[ ]

m

k
k

E E f
=

 = ∪   R
∪  

E\0عناصر من  mf و …و 2fو 1fمع  E.  
)استنتج أنّ:   	 )0card( ) card mod E E p= .  

  التطبيق نتأمّلل  5.
( ) ( ) ( )( )1: , 0 , 1 , , 2pE G f f f f p−Φ → −֏ …  

)cardيقسم  pتقابل، واستنتج أنّ  Φأثبت أنّ    )E.  
}اموعة يقسم عدد عناصر  pا سبق لتثبت أنّ فد مماست  6. }: 1p

Gx G x∈ = .
  .p تحوي زمرة جزئية عدد عناصرها G استنتج أنّ ثمُ 

 ، فإنp عدد عناصر كل منهما Gزمرتين جزئيتين من  2Hو 1Hأثبت أنهّ إذا كانت  7.
1 2H H=  أو{ } 1 21G H H= ). ثم استنتج أنّ ∩ )p Gλ عدد الزمر الجزئية ،

)، يحقق العلاقة : pالتي رتبة كل منها  G من ) 1 modp G pλ =.  
تكون زمرة دوّارة، أي تُشاكِل تقابليّاً الزمرة   15أثبت أنّ كل زمرة عدد عناصرها   8.

/15ℤ ℤ.  
  الحـل

.I  الخاصّة( )
2

( , ) / , a b a ba b p T T T +∀ ∈ =ℤ ℤ   ، تعبرّ عن المساواة الواضحة�

( )
3

( , , ) / , ( ) ( )a b x p a b x a b x∀ ∈ + + = + +ℤ ℤ  
}وعليه نرى أنّ اموعة  }: /aT a p= ∈T ℤ ℤ  مغلقة بالنسبة إلى تركيب التطبيقات. وإذا

ضاً إلى وهو ينتمي أي −aT هو Tمن  aT، وأنّ مقلوب العنصر Tينتمي إلى  Iلاحظنا أنّ 
T ّاستنتجنا أن ،( ),T   التطبيق زمرة. ونتحقّق مباشرة أنّ  �

: ( / , ) ( , ), ap a Tϕ + → Tℤ ℤ � ֏  
  تشاكل زمري تقابلي.
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.1. II   من الواضح أنّ التطبيق الثابت: ( / , ) , 1Gp G a+ →ℤ ℤ إذن  0Eينتمي إلى  ֏1
0E ≠ ∅.  

.2. II  ليكن f  منE.  (0)عندئذ (1) ( 1) 1Gf f f p −   ، ومن ثمَّ ⋯=
1

1

(0) (1) ((1) ( 1) (0) ( (0)) (0)

( (0)) 1 (

)

0) 1

1

G G

f f f pf f p f f f

f f

−

−

− =

=

−

=

⋯ ⋯  

  إذن

1 1 1(0) (1) ( 1) 1Gf T f T f T p − =� � ⋯ �  
1fمنه و  T E∈� .  

1وبملاحظة أنّ  1( )k kf T T f T +=� �   أنهّ  k، نستنتج مباشرة وبالتدريج على �
/ , kk p f T E∀ ∈ ∈ℤ ℤ �  

.3. II نعرّف، في حالةf  منEموعةا ، { }/ :f kH k p f f T= ∈ =ℤ ℤ �.  

.3. II�  ّ0من الواضح أن fH∈ وإذا كان ،k وr  منfH  ّاستنتجنا أن  

kf f T= rfو � f T= �  
rf ولكن ينتج من f T= rأنّ  � r rf T f T T− −=� � rfأو � f T−= . وينتج �

kf من f T= rأنّ  � k k rf f T T f T− −= =� � fk. إذن � r H− . وهكذا ∋
pℤ/زمرة جزئيّة من  fHتنا أنّ نكون قد أثب ℤ.  ّوعليه فإن/fH p= ℤ ℤ  {0}أوfH = 

  وليس هناك حالة أخرى.عددٌ أوّلي  pلأنّ 
.3. II� ،في الحقيقة  

( ) ( )
( )
( )
( )0

/ / ,

/ , (0) (0)

/ , ( ) (0)

f k

k

H p k p f f T

k p f f T

k p f k f

f E

= ⇒ ∀ ∈ =

⇒ ∀ ∈ =

⇒ ∀ ∈ =

⇒ ∈

ℤ ℤ ℤ ℤ �

ℤ ℤ �

ℤ ℤ
  

)أمّا الاقتضاء المعاكس  ) ( )0 /ff E H p∈ ⇒ = ℤ ℤ .ًفهو محقّق وضوحا  

.3. II�  ّ0 في الحقيقة، نستنتج مما أثبتناه سابقاً أن /ff E H p∉ ⇔ ≠ ℤ ℤ  ّولأن p  ٌعدد
fH/أوّلي نستنتج أنّ  p≠ ℤ ℤ  {0}يُكافئfH 0 ، ومنه= {0}ff E H∉ ⇔ =.  
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.4. II�  لنثبت أنّ العلاقةR .علاقة تكافؤ  

0fمن الواضح أنّ   f T= f,ذن ، إ� E f f∀ ∈ R. 


kgإذا كان و   f T= kfكان   � g T−=  ، إذن �
2( , ) ,f g E f g g f∀ ∈ ⇒R R. 


kgوإذا كان   f T= rhو � g T= r كان  � kh f T +=  إذن �

( ) ( )2( , , ) ,f g h E f g g h f h∀ ∈ ∧ ⇒R R R  
  علاقة تكافؤ. Rوهذا يثبت أنّ 

.4. II�  ليكنf  منEولنعرّف ، :  
: / [ ] ,f kp f k f TΨ → Rℤ ℤ ֏ �  


]من  gليكن   ]f R إذن ،f gR وعليه يوجد ،k  في/pℤ ℤ  قيحُقkg f T= � ،
)أي  )f k gΨ  .غامر fΨالتطبيق   . إذن=


 لنلاحظ أنّ  

( ) ( ))( ) (f f k

f

k f f T

k H

−Ψ = Ψ ⇔ =

⇔ − ∈
ℓ�

ℓ

ℓ  

.3.وعليه، استناداً إلى نتيجة  II 0، إذا كان( \ )f E E∈   {0}كانfH   وفي هذه الحالة  =
( )( ) ( )f fk kΨ = Ψ ⇒ =ℓ ℓ  

0fمتباينٌ في هذه الحالة. وإذا كان  fΨوالتطبيق  E∈   كانf  ثابتاً وما كانfΨ .ًمتباينا  
.4. II�  ليكنf  منE، : ولنناقش الحالتين التاليتين  

0fإذا كان  E∈  ّاستنتجنا أن[ ] { }f f=R ومنه ،card([ ] ) 1f =R. 


f\0إذا كان  E E∈ التطبيق عرّف fΨ موعتين تقابلاً بينا /pℤ ℤ و[ ]f R ومنه ،
card([ ] )f p=R. 

.4. II�  1لتكن 2{ , , , }mA A A…  مجموعة صفوف تكافؤ العلاقةR  0المحتواة في\E Eأي .  
{ }1 2 0, , , / : \mA A A A E A E E= ∈ ⊂R…  

0من الواضح أنّ اموعات 1 2, , , , mE A A A… خالية. منفصلة مثنى مثنى وغير  
0fإذا كان  ،Eمن  fليكن  E∉   0كان[ ]f E∩ = ∅R تكافؤ أيّ عنصر من لأنّ صف ،

0E  َّثم ]0يتكوّن من العنصر نفسه فقط. ومن  ] \f E E⊂R إذن يوجد ،k  منmℕ  يحُقّق
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[ ] kf A=R موعاتن ا0. ومنه تكو 1 2( , , , , )mE A A A…  تجزئة للمجموعةE فإذا اخترنا .
E\0 من mfو …و 2fو 1f، نكون قد وجدنا kfممثلاً  kAمن كل صف تكافؤ  Eقتحُق ،  

0
1
[ ]

m

k
k

E E f
=

  = ∪    
R∪  

.4. II	 0ذا نستنتج أنّ وهكcard( ) card( )E E mp=   ومنه +

0card( ) card( )modE E p=  
.5. II التطبيق نتأمّلل  

( )1: , (0), (1), , ( 2)pE G f f f f p−Φ → −֏ …  
  تقابلٌ، وأنّ تقابله العكسي يعُطى بالصيغة Φمن الواضح أنّ 

( )1
0 1 2: , , , ,p

p aG E a a a a f−
−Λ → = … ֏  

)وقد عرفّنا  )a kf k a=  0في حالة 1k p≤ < 1و −
0 1 2( 1) ( )a pf p a a a −

−− = ⋯ .
1إذن لا بدُّ أن  1card( ) card( ) (card( ))p pE G G− −= |. ولأنّ = card( )p G 

|استنتجنا أنّ  card( )p E.  
.6. II  ّالتطبيق إن  

0: { : 1 }, (0)p
GE x G x f fΓ → ∈ = ֏  

})0card تقابلٌ واضحٌ، إذن : 1 }) card( )p
Gx G x E∈ =   ، ولأنّ =

0card( ) card( )mod 0 modE E p p= =  
  استنتجنا أنّ 

card({ : 1 }) 0 modp
Gx G x p∈ = =  

}ينتمي إلى  1G ولأنّ  : 1 }p
Gx G x∈   استنتجنا أنّ  =

card({ : 1 }) 0p
Gx G x∈ = >  

  نّ السابقتين أ نتج من الخاصّتينيو 
card({ : 1 })p

Gx G x p∈ = ≥  
1Gxيحُقق  xفلا بدُّ أن يوجد عنصرٌ  1pو ≠

Gx 〉x، وعندئذ تكون =  Gزمرة جزئيّة من  〈
  .pعدد عناصرها 
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.7. II كانت   لـمّاG  زمرة منتهية، كان عدد الزمر الجزئيّة منG  تساوي التي رتبتهاp  ،ًمنتهيا
)يكن ول )p Gλ  ،سنرمز إليه اختصاراً الذي هذا العددκ 1. ولنفترض أنّ هذه الزمر الجزئيّة هيH 
1}\. نعرّف Hκو …و 2Hو }GH H=ℓ ℓ

ɶ  1في حالة κ≤ ≤ℓ:وعندئذ .  

 rr H H≠ ⇒ ∩ = ∅ℓ

ɶ ɶℓ ٌلأنهّ إذا وُجِدَ عنصر .x  فيrH H∩ℓ
ɶ ɶ   كانx  ًعنصرا

xلأنّ  p، ورتبته تقسم العدد 1Gمختلفاً عن  H〈 〉 ⊂ ℓ فلا بدُّ أن يكون ،
rH x H= 〈 〉 = ℓ ومنه ،r=ℓ. 


 card( ) 1H p= −ℓ
ɶ  وذلك أياًّ كانℓ  1يحُقّق κ≤ ≤ℓ. 


 نرى وضوحاً أنّ وأخيراً  
1

{ : 1 } {1 }p
G Gx G x H

κ

=
∈ = = ∪ ℓℓ

ɶ∪ ،إذن  
card({ : 1 }) 1 ( 1) 1 ( ) ( )p

G p px G x p G p Gκ λ λ∈ = = + − = − +  
})cardيقسم  pولأنّ  : 1 })p

Gx G x∈ )يقسم  p، نستنتج أنّ = ) 1p Gλ   أو −
( ) 1modp G pλ =  

.8. II لتكن G  5عندئذ ، 15عدد عناصرها زمرة( ) 1mod5Gλ ، فإذا كان =
5( ) 1Gλ )5كان   < ) 6Gλ   ، ونتج من ذلك أنّ ≤

5
5card({ : 1 }) 1 ( )(5 1) 1 6 4 25Gx G x Gλ∈ = = + − ≥ + × =  

)5وهذا خُلفٌ واضحٌ. إذن لا بدُّ أن يكون  ) 1Gλ  Gالزمرة الجزئيّة الوحيدة من  Hلتكن  .=
  نّ . نعلم استناداً إلى دراستنا السابقة أ5التي عدد عناصرها يساوي 

5{ : 1 }GH x G x= ∈ =.  
. 15عنصرٌ رتبته  G، لنفترض جدلاً أنهّ لايوجد في 15قاسم للعدد  Gإنّ رتبة أي عنصر من 

استنتجنا، بناءً على الفرض الجدلي أنّ رتبة  5أو  1مكوّنة من العناصر التي رتبتها  Hكانت   لـمّا
G\أي عنصرٍ من  H  وعليه فإنّ  3تساوي  

3{ : 1 } {1 } ( \ )G Gx G x G H∈ = = ∪  
  إذن 

3card({ : 1 }) 1 10 11Gx G x∈ = = + =  
3وهذا تناقضٌ لأنّ  ) أي 15رتبته  aعنصراً  G. إذن لا بد أن نجد في �11 ) 15O a = ،

Gرة وحيدة التوليد زم Gفالزمرة  a= 〈 15ℤ/، فهي تُشاكل تقابلياًّ 15عدد عناصرها  〈 ℤ.  ˙  
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J20. التمرين   

.I   لتكن( , )G )رتبته  Gفي  gض وجود عنصر زمرة تبديليّة. نفتر  + )O g  2أكبر تماماً من  .
)نعرّف على اموعة  )/2 G×Z Z  التالي: ∗قانون التشكيل الداخلي  

( , ) : 0
( , ) ( , )

( , ) : 1

x x
x x

x x

ε ε ε
ε ε

ε ε ε

′ ′ + + =′ ′∗ = 
 ′ ′+ − =

  

)يجعل من  ∗أثبت أنّ   1. )/2 G×Z Z  زمرة، نرمز إلى هذه الزمرة بالرمز( )d G.  

,1)احسب كلاً من   2. 0) (0, )g∗  0)و, ) (1, 0)g   ماذا تستنتج؟ ∗

موعتين   3. نّ ا ثبت أ }أ }0 G H× )و = ) { }/2 0 K× =Z Z  هما زمرتان
)جزئيّتان من  )d G.  

)أثبت أنّ  n منتهية وتساوي Gنفترض أنّ رتبة   4. )d G  تحوي على الأقلn   عنصراً رتبة
  .2كل منها 

.II   لتكن( , )G )Autولتكن  زمرة، ⋅ )G  ّعلىمجموعة التشاكلات التقابليّة الزُمرية G.  
)Aut)أثبت أنّ   1. ), )G   زمرة. �
)لتكن  2. , )H   : اً زمري ناك تشاكلاً ولنفترض أنّ ه ،زمرة ⊥

: Aut( ), hH G hϕ ϕ→ ֏  
Hثمُّ لنعرّف على    G×  كما يلي:   ∗قانون التشكيل الداخلي 

( , ) ( , ) ( , ( ))hh x h x h h x xϕ′ ′ ′ ′∗ = ⊥ ⋅   
) أثبت أنّ البنية , )H G× Hزمرة، نرمز إليها بالرمز ∗ Gϕ× . أوجد الشرط اللازم و

Hتكون لوالكافي  Gϕ× .غير تبديليّة  
  يجعل منها زمرة غير تبديليّة. ∗بقانون  2ℝاستفد مما سبق لتزود   3.

  الحـل

.1. I  لنعرّف في حالةε  2/منℤ ℤ  التشاكل التقابلي الزمري:G Gεϕ نضع بأنّ  →
0( )x xϕ )1و = )x xϕ = ε. نتيقّن بسهولة أنّ − ε ε εϕ ϕ ϕ′ . وعندئذ يمكن �=+′
)القانون التعبير عن    بالشكل ∗(

( )( , ) ( , ) , ( )x x x xεε ε ε ε ϕ′ ′ ′ ′∗ = + +  
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Â  في حالة( , )xε و( , )xε′ )و ′ , )xε′′ )من  ′′ )/2 G×ℤ ℤ  ّنلاحظ أن 

( ) ( )
( )
( )

( )( )
( ) ( )
( ) ( )

( , ) ( , ) ( , ) , ( ) ( , )

, ( ) ( )

, ( ) ( )

, ( )

, , ( )

, ( , ) ( , )

x x x x x x

x x x

x x x

x x x

x x x

x x x

ε

ε ε ε

ε ε ε

ε ε

ε

ε ε ε ε ε ϕ ε

ε ε ε ϕ ϕ

ε ε ε ϕ ϕ ϕ

ε ε ε ϕ ϕ

ε ε ε ϕ

ε ε ε

′+

′

′

′

′ ′ ′′ ′′ ′ ′ ′′ ′′∗ ∗ = + + ∗

′ ′′ ′ ′′= + + + +

′ ′′ ′ ′′= + + + +

′ ′′ ′ ′′= + + + +

′ ′′ ′ ′′= ∗ + +

′ ′ ′′ ′′= ∗ ∗

�  

)فالقانون      تجميعي. ∗(
Â  في حالة( , )xε  من( )/2 G×ℤ ℤ  ّنلاحظ أن 

( )
( )0

( , ) (0,0 ) 0, (0 ) ( , )

(0, 0 ) ( , ) 0 , 0 ( ) ( , )
G G

G G

x x x

x x x

εε ε ϕ ε

ε ε ϕ ε

∗ = + + =

∗ = + + =
  

,0)إذن    0 )G  عنصرٌ حيادي في( )/2 G×ℤ ℤ.  
Â  في حالةx  منG  ّنلاحظ أن 

( )
( )

0

1

(0, ) (0, ) 0 0, ( ) (0, 0 )

(1, ) (1, ) 1 1, ( ) (0, 0 )
G

G

x x x x

x x x x

ϕ

ϕ

∗ − = + + − =

∗ = + + =
  

)إذن لكل عنصرٍ    , )xε  من( )/2 G×ℤ ℤ  نظير في( )/2 G×ℤ ℤ.  
)بذا نكون قد أثبتنا أنّ  )( ) /2 ,d G G= × ∗ℤ ℤ .زمرة  

.2. I  في حالةx  منG  ّنلاحظ أن  
( )
( )

1

0

(1, 0) (0, ) 1 0, 0 ( ) (1, )

(0, ) (1,0) 0 1, (0) (1, )

x x x

x x x

ϕ

ϕ

∗ = + + = −

∗ = + + =
  

)حتى تكون  2عنصرٌ رتبته لا تساوي  G{0}\وهكذا نرى أنهّ يكفي أن يوجد في  )d G  غير
)وهذا محققٌ إذ افترضنا أنّ  تبديليّة. ) 2O g >.  
.3. I  ّن H{0} من كونتحققَ الإ G= )و × )/2 {0}K = ×ℤ ℤ جزئيّتينزمرت  من ين 
( )d G  ٌنتركه للقارئ. أمرٌ بسيط ومباشر  
.4. I  ليكنγ  منG ّ1), نلاحظ أن, ) (0, 0 )Gγ ,1)و ≠ ) (1, ) (0, 0 )Gγ γ∗ . إذن =

,1)تبة العنصر كانت ر   Gمن  γأياًّ كان  )γ إذن يوجد 2 ةساويم .n  عنصراً على الأقلّ رتبته
)في  2 )d G.  
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.1. II  ّقَ أنإنّ تحق(Aut( ), )G   زمرة أمرٌ بسيط ومباشرٌ نتركه للقارئ. �

.2. II   
Â  في حالة( , )h x و( , )h x′ )و ′ , )h x′′ Hمن  ′′ G×  ّنلاحظ أن 

( ) ( )
( )( )

( )
( )
( ) ( )

( )

( , ) ( , ) ( , ) , ( ) ( , )

( ) , ( ) ( )

, ( ) ( )

( ), ( ( ))

, , ( )

( , ) ( , ) ( , )

h

h h h

h h h

h h

h

h x h x h x h h x x h x

h h h x x x

h h h x x x

h h h x x x

h x h h x x

h x h x h x

ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ

′⊥

′

′

′

′ ′ ′′ ′′ ′ ′ ′′ ′′∗ ∗ = ⊥ ⋅ ∗

′ ′′ ′ ′′= ⊥ ⊥ ⋅ ⋅

′ ′′ ′ ′′= ⊥ ⊥ ⋅ ⋅

′ ′′ ′ ′′= ⊥ ⊥ ⋅ ⋅

′ ′′ ′ ′′= ∗ ⊥ ⋅

′ ′ ′′ ′′= ∗ ∗

�  

)فالقانون      تجميعي. ∗(
Â  في حالة( , )h x  منH G×  ّنلاحظ أن 

( )

( )
( , ) ( ,1 ) , (1 ) ( , )

( ,1 ) ( , ) ,1 ( ) ( , )
H

H G H h G

H G H G e

h x e h e x h x

e h x e h x h x

ϕ

ϕ

∗ = ⊥ ⋅ =

∗ = ⊥ ⋅ =
  

)إذن    ,1 )H Ge  عنصرٌ حيادي فيH G×.  
Â  في حالة( , )h x  منH G×  ّنلاحظ أن 

( )
( )

1 1

1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

( , ) ( , ( )) , ( ( )) ( ,1 )

( , ( )) ( , ) , ( ) ( ) ( ,1 )

h H Gh h

H Gh h h

h x h x h h x x e

h x h x h h x x e

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

− −

− − −

− − − −

− − − −

∗ = ⊥ ⋅ =

∗ = ⊥ ⋅ =
  

)إذن لكل عنصرٍ    , )h x  منH G×  نظير فيH G×.  
Hبذا نكون قد أثبتنا أنّ  Gϕ× بالنسبة إلى القانون  زمرة( )∗.  

  
Hمتى تكون الزمرة  Gϕ× في الحقيقة، لدينا ؟ تبديليّة  

( )
( )

( , ) ( , ) , ( )

( , ) ( , ) , ( )
h

h

h x h x h h x x

h x h x h h x x

ϕ

ϕ ′

′ ′ ′ ′∗ = ⊥ ⋅

′ ′ ′ ′∗ = ⊥ ⋅
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H فإذا افترضنا أنّ الزمرة Gϕ× استنتجنا أنّ  تبديليّة زمرة  
2 2( , ) , ( , ) ,

( ) ( )h h

h h H x x G h h h h

x x x xϕ ϕ ′

′ ′ ′ ′∀ ∈ ∀ ∈ ⊥ = ⊥

′ ′⋅ = ⋅
  


)أنّ ذلك ينتج من   , )H   .زمرة تبديليّة ⊥

1Gxوإذا اخترنا   ′  : في المساواة الثانية استنتجنا  =

, , ( )hh H x G x xϕ ′′∀ ∈ ∀ ∈ = 

h أو GIϕ ′ hفي حالة  = Im، أو Hمن  ′ { }GIϕ =.  

)2وبالعودة إلى المساواة الثانية نجد   , ) ,x x G x x x x′ ′ ′∀ ∈ ⋅ = )، فالزمرة ⋅ , )G ⋅ 

  زمرة تبديليّة أيضاً.

H كون  وهكذا نكون قد أثبتنا أنّ  Gϕ× يقتضي أنّ  ،زمرة تبديليّةG وH تبديليتّان وϕ  هو
)التشاكل الزمري التافه من  , )H )Aut)إلى  ⊥ ), )G التطبيق  Hمن  hالذي يقرن بكلّ  �

  .Gعلى  GIالمطابق 

)التشاكل الزمري التافه من  ϕتبديليتّين وكان Hو Gوبالعكس، إذا كانت الزمرتان  , )H إلى  ⊥
(Aut( ), )G . كانت الزمرة Gعلى  GIالتطبيق المطابق  Hمن  hرن بكلّ الذي يق �
H Gϕ×  هي زمرة الجداء الديكارتيH G×  فهي تبديليّة.لزمرتين تبديليتّين  

  
.3. II  في حالةh  منℝ  نعرّف التقابل: , ( ) h

h h x e xϕ ϕ→ =ℝ ℝ ونلاحظ ببساطة ،
  أنّ 

: Aut( ), hhϕ ϕ→ℝ ℝ ֏  
hتشاكلٌ زمري، لأنّ  h h hϕ ϕ ϕ′ ′+ = ϕ×ℝليس تافهاً استنتجنا أنّ  ϕ كان  لـمّا. و � ℝ 

)2زمرة غير تبديليّة. يكفي إذن أن نلاحظ أنّ  , )ϕ× = ∗ℝ ℝ ℝ مع  
( , ) ( , ) ( , )xx y x y x x y e y′ ′ ′ ′∗ = + +  

  ˙  المطلوب. وهو
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Jلنتأمّل التشاكل الزمري 21. التمرين :f G G ′→ .  
   العلاقة الاثنانيّة: Gنعرّف على الزمرة   1.

2( , ) , ( ) ( )x y G x y f x f y∀ ∈ ⇔ =R  
  علاقة تكافؤ. Rبينّ أنّ   �
لى نواة التشاكل  Hنرمز بالرمز   � ي fإ kerHأ f=أثبت أنّه مهما تكن . 

( ),x y  2منG : فلدينا  
( ) ( ) ( )1 1x y xy H x y H− −⇔ ∈ ⇔ ∈R  

]، ولنرمز بالرمز Gمن  aليكن   � ]a  َبالنسبة إلى العلاقة  هِ كافئُِ إلى صف تR .
]:  أثبت أنّ  ]a aH Ha= = .  

G/سنرمز فيما يلي بالرمز  � H وافقة للعلاقة للدلالة على مجموعة صفوف التكافؤ المR.  
G/عنصرين من  Bو Aليكن   2. H  موعتين التاليتين هما عنصران منأثبت أنّ ا ،

/G H :ًأيضا  
{ }: ,A B ab a A b B⋅ = ∈ } و  ∋ }1 1 :A a a A− −= ∈  

G/أثبت أننا بذلك نعرّف على   3. H  قانون تشكيل داخلي(   يجعل منها زمرة. ⋅(

G/عنصراً من  Aليكن   4. H موعةأثبت أنّ ا ،( )f A  واحدتتكوّن من عنصر 
Imينتمي إلى  f  نرمز إليه بالرمز( )f Aɶ : أي ،( ) ( ){ }f A f A= ɶ.  

)برهن أنّ التطبيق :   5. ): / Im ,f G H f A f A→ɶ ɶ֏ .تشاكلٌ زمري تقابلي  

  الحـل

  علاقة تكافؤ أمرٌ بسيطٌ ومباشر نترك تفاصيله للقارئ. Rإنّ تيقن أنّ   �1.

  ، عندئذGعنصرين من  yو xليكن   �1.

1

1

1

1

( ) ( )

( )( ( )) 1

( ) ( ) 1

( ) 1

ker

x y f x f y

f x f y

f x f y

f xy

xy f H

−

−

−

−

⇔ =

⇔ =

⇔ =

⇔ =

⇔ ∈ =

R
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  وكذلك

1

1

1

1

( ) ( )

( ( )) ( ) 1

( ) ( ) 1

( ) 1

ker

x y f x f y

f x f y

f x f y

f x y

x y f H

−

−

−

−

⇔ =

⇔ =

⇔ =

⇔ =

⇔ ∈ =

R

  

  . نلاحظ أوّلاً أنّ Gمن  aليكن   �1.
1[ ]y a y a ya H y Ha−∈ ⇔ ⇔ ∈ ⇔ ∈R  

]إذن  ]a Ha= ّونلاحظ ثانياً أن .  
1[ ]y a a y a y H y aH−∈ ⇔ ⇔ ∈ ⇔ ∈R  

]إذن  ]a aH= ّفنكون قد أثبتنا أن .  
[ ]a aH Ha= =  

G/من  Bو Aليكن  2. H0 عنصران . إذن يوجدa 0وb  فيG  قان0يحُق[ ]A a= 
]0و ]B b= ّ0 . لنثبت أن 0[ ]A B a b⋅ 1 و = 1

0[ ]A a− −=.  
Aمن  xليكن  � B⋅ إذن يوجد ،( , )a b  منA B×  قيحُقx ab= كان   لـمّا. و

1
0a a H−  استنتجنا أنّ  ∋

1
0 0 0[ ] [ ]a x Hb b b b H− ∈ = = =  

0نه وم 0x a b H∈  0أو 0[ ]x a b∈. 

0من  xليكن  وبالعكس، � 0[ ]a b عندئذ نجد .h  منH  ق0تحُق 0x a b h= ّولأن .
0a A∈ 0وb h B∈  ّاستنتجنا أنx A B∈ . فنكون بذلك قد أثبتنا أنّ ⋅

0 0[ ]A B a b⋅ =. 

 نلاحظ أنّ وأخيراً  �

1 1 1
0 0

1 1
0 0 0

( ) ( [ ]) ( )

( ) [ ]

x A x a x a

a x H x a H x a

− − −

− −

∈ ⇔ ∈ ⇔

⇔ ∈ ⇔ ∈ ⇔ ∈

R
  

1ومنه  1
0[ ]A a− −=.  
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  ، كانGمن  cو bو aحظ أنهّ أياً كان نلا 3.
( )

( )
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] ( )

( ) [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

a b c ab c ab c

a bc a bc a b c

 ⋅ ⋅ = ⋅ =  
 = = ⋅ = ⋅ ⋅ 

  

)فالبنية  / , )G H   تجميعيّة.  ⋅
  ، كانGمن  aوأياً كان 

[ ] [1 ] [ 1 ] [ ]G Ga a a⋅ = 1]و    = ] [ ] [1 a] [ ]G Ga a⋅ = =  
1]ومنه  ]G  عنصرٌ حيادي في( / , )G H ⋅.  

G/من  Aوأخيراً، إذا كان  H 1، كانA−  نظيرA  في( / , )G H ]. لأنهّ إذا كان ⋅ ]A a=  
  كان

1 1 1

1 1 1

[ ] [ ] [ ] [1 ]

[ ] [ ] [ ] [1 ]

G

G

A A a a aa

A A a a a a

− − −

− − −

⋅ = ⋅ = =

⋅ = ⋅ = =
   

)بذلك نكون قد أثبتنا أنّ  / , )G H   زمرة. ⋅

G/من  Aليكن   4. H يوجد ،a  منG  قيحُق[ ]A a=وعندئذ .  
( ) ( )( ) ( ) ( )x A x a f x f a∈ ⇒ ⇒ =R  

)ومنه  ) { ( )}f A f a=.  إذن( ) ( )f A f a=ɶ وa  هو أي عنصر منA.  

  نكون إذن قد عرفّنا التطبيق 5.
: / Im , ( )f G H f A f A→ɶ ɶ֏  

  وهو يحُقق
( ) ( ) ( )2( , ) , [ ] [ ] ( ) ( ) ( ) [ ]a b G f a f b f a f b f ab f ab∀ ∈ = = =ɶ ɶ ɶ  

  فهو إذن تشاكلٌ زمريّ. 

Imمن  yامرٌ، لأنهّ إذا كان غ fɶإنّ   f  ُدجِ و x  منG  يحُقّق( ) ([ ])y f x f x= = ɶ.  

]متباينٌ، لأنهّ إذا كان  fɶإنّ  ثمُّ   ]A a=  عنصراً منker fɶ   كان( ) 1Gf A =ɶ  َّومن ثم  

( ) 1 (1 )G Gf a f= =  
]ومنه  1GaRي أ ] [1 ]Ga ker. إذن لقد أثبتنا أنّ = {[1 ]}Gf =ɶوالتشاكل . fɶ 

  متباينٌ.
kerG/إذن يوجد تشاكلٌ زمري تقابلي بين  f وIm f.  ˙  
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J22. التمرين    

. I   لتكنB  مجموعة الأعداد العاديةّ التي تُكتب بالشكل
2n
k حيث ( ),k n ∈ ×ℤ ℕ :  

( ){ }: ,
2n
k

k n= ∈ ×B Z ℕ  

)زمرة جزئيّة من  Bأثبت أنّ   1. ),+ℚ.  

نّ   2. 1لنفترض أ 2, , , mx x x…  هي عناصر منB ولتكن ،H  هي الزمرة الجزئيّة من
B  موعةدها االتي تول{ }1 2, , , mX x x x= H، أي … X=.  
  أثبت أنّ   �

( ){ }1 1 2 2 1: , , m
m m mH x x xα α α α α= + + + ∈⋯ … ℤ  

عدد   � نّه يوجد  }يجعل  ℕفي Nأثبت أ }2 2 :N NH h h H= زمرة  ∋
  .Zجزئيّة من 

 يحُقّق، ℕ في rستنتج أنهّ يوجد ا  �
2N
r

H H، واستنتج أنّ = ≠ B.  

)هل يمكن توليد الزمرة   � ),+B ه من العناصر؟تبعدد من  

.II   لتكنG ∗= ×ℚ ℚ  ولنزوّدG  بقانون التشكيل الداخلي(   المعرّف كما يلي :  ⊙(
( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 2 1 1 2, , ,a b a b a a b a b= +⊙  

)أثبت أنّ   1. ),G   زمرة. ⊙

)لنتأمّل اموعة  2. ) ( ){ }32 , : , ,
2

m
n

k
k n m= ∈A ℤ.  

)زمرة جزئيّة من  Aأثبت أنّ   � ),G ⊙.  
)لنتأمّل العنصرين  � )1,1 α= و( )2, 0 β= من A احسب في الزمرة .

( ),G في  pxنذكّر هنا أنّ [. Zمن  pوذلك بدلالة  pβو pαكلاً من   ⊙
( ),G 0مرةّ إذا كانت  pمع نفسه  xهو ناتج تشكيل  ⊙ p< وهو ،

0في حالة  −pxيساوي نظير p>  0ويساوي الحيادي في حالة p=[.  
) لتكن  � ), ,k n m  3من

Zاحسب المقدار ، n k n mβ α β− +⊙ ⊙ ،
)هي الزمرة الجزئية من  Aواستنتج أنّ  ),G ؛ أي βو αالمولدة بالعنصرين  ⊙
{ },α β=A.  
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} لنتأمّل اموعة  3. }1= ×C B ،وB  موعة المعرّفة فيهي ا.I  ّأثبت أنC  زمرة
) بين الزمرتين اً تقابلي . وأثبت أنّ هناك تشاكلاً Aجزئيّة من  ),C )و ⊙ ),+B.  

  ؟بعدد منته من العناصر Cهل يمكن توليد الزمرة الجزئيّة   4.

  الحـل

.1.I  موعةن كون انترك تيق { }2 : ( , )nk k n−= ∈ ×B Z ℕ  زمرة جزئيّة من( , )+ℚ 
  سهولته.إلى تمريناً للقارئ نظراً 

.2. I  1لتكن 2, , , mx x x…  هي عناصر منBولنعرّف.  
{ }

{ }
1 2

1 1 2 2 1

, , ,

: ( , , )

m

m
m m m

H x x x

K x x xα α α α α

=

= + + + ∈

…

⋯ … ℤ
  

.2. I�  ّمن الواضح أنK  زمرة جزئيّة من( , )+B1 ، تضمّ العناصر 2, , , mx x x…،  إذن
H K⊂.  ُّموعة إنهّ من الواضح أنّ كلّ زمرة تحويثم1 ا{ , , }mx x…  أن تحوي جميع ُلا بد

)العناصر  )
mk k kxα ∈ℕ 1 حيث( , , )mα α… من mℤ هي إذن تحوي جميع العبارات من ف

1الشكل  1 2 2 m mx x xα α α+ + )1في حالة  ⋯+ , , ) m
mα α ∈… ℤ أي جميع عناصر ،

K .لا بدُّ أن يكون فK H⊂ ّبذا نكون قد أثبتنا أن .H K=.  

.2. I�  نعلم أنهّ في حالةp  منmℕ  يُكتب العددpx  2/بالشكل pn

pk حيث ( , )p pk n 
ℤ×من  ℕ فإذا عرفّنا .max{ : }p mN n p= ∈ ℕكان ،  

, 2 2 pN nN
m p pp x k

−
∀ ∈ = ∈ℕ ℤ  

  ولأنّ 
{ }1 1 2 2 1: ( , , ) m

m m mH x x xα α α α α= + + + ∈⋯ … ℤ  

  استنتجنا أنّ 

{ }1 1 2 2 12 : ( , , )N m
m m mH z z zα α α α α= + + + ∈⋯ … ℤ  

2إلى العدد  pzوقد رمزنا بالرمز  pN n

pk
  .ℤزمرة جزئيّة من  2NH. فنرى مباشرة أنّ ℤمن  −
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.2. I� 2كانت   لـمّاNH  زمرة جزئيّة منℤ عدد طبيعي استنتجنا أنهّ يوجد r  منℕ ، ُقّق يح
2NH r= ℤ ّوعليه فإن .  

:
2 2N N

rk r
H k

   = ∈ = 
   

ℤ  

ونرى أنّ العنصر 
1

1

2N+
  .H≠B. إذن Hلا ينتمي إلى  Bمن  

.2. I�  لقد أثبتنا إذن أنهّ لا يمكن توليد الزمرةB .بعدد منته من العناصر  
.1. II   لتكنG ∗= ×ℚ ℚ المعرّف كما يلي :  ⊙بقانون التشكيل الداخلي  ةزوّدم  

1 1 2 2 1 2 1 1 2( , ) ( , ) ( , )a b a b a a b a b= +⊙  

1نلاحظ أنهّ في حالة   1( , )a b 2و 2( , )a b 3و 3( , )a b  منG لدينا 

( )1 1 2 2 3 3 1 2 1 1 2 3 3

1 2 3 1 1 2 1 2 3

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , )

a b a b a b a a b a b a b

a a a b a b a a b

= +

= + +

⊙ ⊙ ⊙
  

  وكذلك
( )1 1 2 2 3 3 1 1 2 3 2 2 3

1 2 3 1 1 2 2 3

1 2 3 1 1 2 1 2 3

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ( ))

( , )

a b a b a b a b a a b a b

a a a b a b a b

a a a b a b a a b

= +

= + +

= + +

⊙ ⊙ ⊙

  

  إذن
( ) ( )1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )a b a b a b a b a b a b=⊙ ⊙ ⊙ ⊙  

)والبنية  , )G  تجميعيّة. ⊙


1ونلاحظ أنهّ في حالة   1( , )a b  منG لدينا 

1 1 1 1 1 1( , ) (1,0) (1,0) ( , ) ( , )a b a b a b= =⊙ ⊙  
,1)إذن  )عنصرٌ حيادي في  (0 , )G ⊙. 


1وأخيراً في حالة   1( , )a b  منG لدينا 

1 1
1 1 1 1

1 1 1 1

1 1
( , ) , , ( , ) (1,0)

b b
a b a b

a a a a

      − = − =        
⊙ ⊙  

1إذن لكل عنصرٍ  1( , )a b  منG  ٌ1نظير

1 1

1
,
b

a a

  −   
. والبنية ⊙بالنسبة إلى القانون  Gمن  

( , )G   زمرة. ⊙
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.2. II�  من الواضح أنّ الحيادي( )1,0 1G= ينتمي إلى  

{ }3(2 , 2 ) : ( , , )m nk k n m−= ∈A ℤ  
2)ونظير العنصر  , 2 )m nk 2)هو العنصر  Aمن  − , 2 )m n mk− − . Aوهو ينتمي إلى  −−

  وأخيراً نلاحظ أنّ 
( ) ( ) ( )2 , 2 2 , 2 2 , 2 2 2

2 2
2 ,

2

m n m n m m n m n

n m n
m m

n n

k k k k

k k

′ ′ ′ ′− − + − −

′ +
′+

′+

′ ′= +

 ′+  = ∈   
A

⊙

  

)زمرة جزئيّة من  Aإذن  , )G ⊙.  
.2. II� (1,1) لنتأمّل العنصرينα ,2)و = 0)β   : نبرهن بالتدريج أنّ  .Aمن =

, (1, ), (2 ,0)p p pp pα β∀ ∈ = =ℤ  
.2. II� لتكن ( , , )k n m  3من

Z، عندئذ  

( ) ( )

( )

1
,0 1, 2 , 0

2
1

, 2 , 0
2 2

2 ,
2

n k n m n m

n

n m

n n

m

n

k

k

k

β α β− + +

+

 =   
 =   
 =   

⊙ ⊙ ⊙ ⊙

⊙  

}ومنه نستنتج أنّ  , }α β⊂ 〈 〉Aالمعاكس  ، أمّا الاحتواء{ , }α β〈 〉 ⊂ A  ّفهو واضح لأن
α ∈ A وβ ∈ A إذن .{ , }α β= 〈 〉A.  

.3. II نضع  

{ }{1} (1, 2 ) : ( , )nk k n−= × = ∈ ×C B ℤ ℕ  
,1)، وهي غير خالية لأنّ الحيادي Aمجموعة جزئيّة من  Cمن الواضح أنّ  ينتمي إليها، ونظير   (0

,1)كل عنصر  2 )nk ,1)منها هو العنصر  − 2 )nk   إنّ  ثمُّ الذي ينتمي إليها،  −−
2 2

1, 1, 1,
2 2 2

n n

n n n n

k k k k′

′ ′+

    ′ ′+    = ∈              
C⊙  

  .Aزمرة جزئيّة من  Cوهذا يثبت أنّ 
:ومن الواضح أنّ  ( , ) ( , ), (1, )b bϕ + →B C ⊙   تشاكلٌ تقابلي زمري. ֏
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.4. II كان   لـمّا( , ) ( , )+ ≅B C )نا أنهّ لا يمكن توليد الزمرة وكناّ قد أثبت ⊙ , )+B  بعددٍ منته
)من العناصر استنتجنا أنهّ لا يمكن توليد الزمرة  , )C   بعدد منته من العناصر. ⊙

لعناصر، بل بعنصرين أي يمكن توليدها بعدد منته من ا Aإذن، توجد زمرة من النمط المنتهي  ����
  ˙  لا يمكن توليدها بعددٍ منته من العناصر. Cاثنين تحديداً، وتحوي زمرة جزئيّة 

J4نذكّر أنّ   23. التمرينA  موعة الزمرة المتناوبة هيعلى ا{ }4 1,2,3, 4=ℕ.  
  واذكر رتبة كل عنصر من هذه العناصر. 4Aاكتب قائمة بعناصر الزمرة   1.
  .6لا تحوي زمرة جزئيّة عدد عناصرها يساوي  4Aبرهن أنّ   2.

  ـلالح

  اثني عشر عنصراً، وفيما يلي قائمة ذه العناصر. 4Aتضم الزمرة المتناوبة  1.

( )( ) ( )( )
( )( )

1 3

1 1
1 3

2 4

1 1
2 4

1 3

2

( ) ( )

(1,2, 3) 3 (1,3, 4) 3

(1,3,2) 3 (1,4, 3) 3

(1,2, 4) 3 (2, 3, 4) 3

(1, 4,2) 3 (2, 4, 3) 3

1,2 3, 4 2 1,4 2,3 2

1,3 2, 4 2 1

x O x x O x

c c

c c

c c

c c

t t

t I

− −

− −

= =

= =

= =

= =

= =

=

  

 Vنلاحظ أنّ تقاطع زمرتين جزئيّتين من  .6عدد عناصرها  4Aزمرة جزئيّة من  Vلنفترض أنّ  2.
التي إلى عدد الزمر الجزئيّة  λالحيادي. فإذا رمزنا بالرمز  لا يحوي إلاّ  3مختلفتين ورتبتهما تساوي 

1كان   Vمن  3رتبتها  6λ+ 2 }ومنه  ≥ }0,1,2λ ∈.  
  ولكن

0λفي حالة   }\ رتب جميع عناصر تكون، = }V I  وهذا مستحيل لأنّ في  2تساوي

4A  2لا يوجد إلا ثلاثة عناصر رتبتها تساوي. 


2λفي حالة   مختلفتان، عدد عناصر كل2H  و 1Hزمرتان جزئيتّان  V، توجد في =
1. وعندئذ يكون 3منهما يساوي  2H H V⊂  ّه عندئذوهذا تناقضٌ لأن 

2
1 2card( ) 3 9H H = =.  


1λفي حالة   ، وعليه فإنّ 3عدد عناصرها  Hوحيدة  زمرة جزئيّة V، إذن توجد في =
V\رتُب العناصر الثلاثة من  H  1أي  2تساوي 2 3{ , , , }I t t t V⊂ ولكن نتيقّن ،
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1بسهولة وبالحساب المباشر أنّ  2 3{ , , , }I t t t  زمرة جزئيّة منV ّوهذا خُلفٌ لأن .
4 � 6. 

   ˙  .6زمرة جزئيّة عدد عناصرها  4Aفي  فلا يوجد

J2 بينّ أنه إذا كانت 24. التمرين n≤موعة  اقلات. فإنّ منا  

{ }(1, ) : {2, 3, , }j j n= ∈A …  
  .nSد الزمرة المتناظرة تولّ 

  الحـل

iلنلاحظ أنهّ في حالة  j≠  1)لدينا, )(1, )(1, ) ( , )i j i i j= موعةد عناصر اإذن تول .A 
nS . إذنnSناقلات تولد الزمرة المتناظرة  ـُجميع المناقلات، ونعلم أنّ الم = 〈 〉A.  ˙  

J2بينّ أنه إذا كانت 25. التمرين n≤فإنّ المناقلات .   

{ }( , 1) : {1, , 1}j j j n= + ∈ −B …  
  .nSتولّد الزمرة المتناظرة 

  الحـل

,1)إلى المناقلة  kτلنرمز بالرمز  )k  2في حالة k≤ ولنثبت بالتدريج على العدد .k  و 2بينn 
kτأنّ  ∈ 〈 〉B.  

Â  2في الحقيقة، لدينا استناداً إلى الفرض (1,2)τ = ∈ B. 
Â  ّلنفترض أنkτ ∈ 〈 〉B  2في حالة k n≤  . عندئذ نلاحظ أنّ >

1 ( , 1)k k kk kτ τ τ+ = +� �  
1kτإذن    + ∈ 〈 〉B.  

iوبملاحظة أنهّ في حالة  j≠  لدينا( , ) i j ii j τ τ τ= � ، نستنتج أنّ جميع المناقلات �
( , )i j الزمرة  لىتنتمي إ〈 〉Bـُ. ولكنّ الم  د كامل الزمرة ناقلات تولnS إذن ،nS = 〈 〉B.  ˙  

J2 بينّ أنه إذا كانت 26. التمرين n≤فإنّ الدورة . nc 1)بالصيغة  المعرّفة, 2, , )n… ،قلةوالمنا 
τ 1) المعطاة بالصيغة,   .nSتولّدان الزمرة المتناظرة  (2
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  الحـل

}لتكن  , }nc τ=C ولنرمز بالرمز ،kτ  إلى المناقلة( , 1)k k 1حالة في  + k n≤ < .
1nو 1بين  kولنثبت بالتدريج على العدد  kτأنّ  − ∈ 〈 〉C.  

Â  1في الحقيقة، لدينا (1,2)τ τ= = ∈ C. 
Â  ّلنفترض أنkτ ∈ 〈 〉C  1في حالة 1k n≤ <  . عندئذ نلاحظ أنّ −

1
1k n k nc cτ τ −

+ = � �  
1kτ ومن ثمَّ  + ∈ 〈 〉C.  

)}مجموعة المناقلات  إذن , 1) : 1 }k k k n= + ≤ <B  محتواة في〈 〉C ولكن كناّ قد أثبتنا ،
nSأنّ  في التمرين السابق = 〈 〉B إذن ،nS = 〈 〉C.وهي النتيجة المطلوبة .  ˙  

J لتكن  27.التمرين( ),G  G، أثبت أنه يوجد تشاكل تقابلي بين nزمرة منتهية عدد عناصرها  ⋅
  .nSوبين زمرة جزئية من الزمرة المتناظرة 

  الحـل

:إلى التطبيق  gσرمزنا بالرمز  Gعنصراً من  gإذا كان  ,g G G x gxσ → . من الواضح ֏
1gتقابلٌ، تقابله العكسي هو  gσ أنّ 

σ :. ليكن − n Gϕ →ℕ تقابلاً ما. ولنعرّف التطبيق  
1: ,n gG S g ϕ σ ϕ−Ψ → ֏ � �  

Â  التطبيقΨ  ّداً لأن1معرّف تعريفاً جي
gϕ σ ϕ− �  .Gمن  gأياًّ كان  nℕتبديلٌ على  �

Â  في حالةg وg  لدينا Gمن  ′
1 1 1

1

( ) ( )

( )

g g g g

gg

g g

gg

ϕ σ ϕ ϕ σ ϕ ϕ σ σ ϕ

ϕ σ ϕ

− − −
′ ′

−
′

′Ψ Ψ = =

′= = Ψ

� � � � � � � � �

� �
  

 تشاكلٌ زمري. Ψإذن 

Â  وإذا كانkerg ∈ Ψ كان ،( )g IΨ  أي  =
1, ( ( ( )))n gk k kϕ σ ϕ−∀ ∈ =ℕ  

1)1فإذا اخترنا  )Gk ϕ−=  ّ1استنتجنا أنGg ker. ومنه = {1 }GΨ لتشاكل . وا=
)والزمرة الجزئيّة  Gمتباينٌ، فهو يعرّف تشاكلاً تقابلياً زمرياًّ بين  Ψالزمري  )GΨ  منnS.  

  ˙  .Cayleyوهي النتيجة المرجوّة، التي تعُرف باسم مبرهنة 
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  الحلقات والحقول �

Jموعة  28.التمرينلتكن ا{ }2 : ( , )A a b a b= + ∈ ×ℤ ℤ مزودة بجمع وضرب ،
  الأعداد الحقيقية.

  حلقة تامّة. Aبينّ أنّ  1.

2aإذا كان  2. b x+ 2a عرفّنا Aمن  = b x− )و = )
2

x x
R x

+ = 
)و )

2 2
x x I x− )وأخيراً  = )x x N x= أثبت أن الأعداد .( )R x و( )I x 

)و )N x  أعداد صحيحة  أياً كانx  منA ّوأن ،  
2( , ) , , ( ) ( ) ( )x y A x y x y N x y N x N y∀ ∈ = =  

}أثبت أنّ  3. }( ) : ( ) { 1, 1}U A x A N x= ∈ ∈ − +.  

1لنضع  4. 2+ = ω  ّأثبت أن .  
{ }1, 1 , , ( )nn U A∀ ∈ − + ∀ ∈ ∈ℤε εω  

)الزمرة الجزئية من  Hن لتك 5. )U A و  −1العنصرينالمولّدة بω .أياً كان ، نعرّفx  من
( )U A، المقدار  

{ }( ) min ( ) ( ) :T x R ux I ux u H= + ∈  
  عنصراً يحُقّق Hمن  0uوليكن    

0 0( ) ( ) ( )T x R u x I u x= +  
.i  0وجود  عللu ّوبينّ أن ،( ) 1T x ≥.  

 .ii   ّن أ ض  0نفتر 2u x = +λ µ ف نعرّ  ،=β µ  و=α λ ثبت أ  .
0uبحساب  xω 0وu x

ω
  أنّ  

2+ ≤ − + −α β α β α β  
نّ     خرى أ حية أ }وأثبت من نا }2 22 1, 1− ∈ − +α β  نّ الشرط ، مستنتجاً أ

0β ≥2يقتضي  ≠ ≤β α β ناقض ما سبق.وي  
.iii   ّاستنتج أن{ }0 1, 1u x ∈ − x، ومن ثمَّ + H∈ . ًعينّ  وأخيرا( )U A.  
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  الحـل

2تيقن أنّ  إنّ  1. 2A  = = + ℤ ℤ ℤ أمرٌ بسيط نترك تفاصيله تمريناً  حلقة تامّة
)أي  Aر القَلوبة في من هذا التمرين تعيين العناصلغرض للقارئ. وا )U A.  

2xليكن  2. a b= )2، أي Aعنصراً من  + , )a b ∈ ℤعندئذ ،  
( )R x a= و( )I x b=  2و 2( ) 2N x a b= −  

)فالأعداد  )R x و( )I x و( )N x  تنتمي جميعاً إلىℤ.  
2xوإذا كان  a b= 2yو + a b′ ′=   كان  Aمن  عنصرين +

2, 2

2 ( ) 2

2 ( ) 2

x a b y a b

xy aa bb ba ab

x y aa bb ba ab

′ ′= − = −

′ ′ ′ ′= + + +

′ ′ ′ ′= + − +

  

xyه ومن x y= وأخيراً، في حالة .x وy  منA  ّنرى أن  
( ) ( ) ( )N x xyxy xyx y xxyy N x N y= = = =  

)عنصرٌ من  xلنفترض أنّ  3. )U A إذن يوجد ،y  فيA  1يحُقّقxy   ، ومن ثمَّ يكون =
( ) ( ) 1N x N y =  

)أي إنّ  )N x  موعةينتمي إلى ا( ) { 1, 1}U = − +ℤ.  
2xوبالعكس، إذا كان  a b= )يحُقّق  Aعنصراً من  + ) { 1, 1}N x ∈ −   فنا العنصرعرّ  ،+

( ) ( ) ( ) 2y N x x N x a N x b= = −  
)2فيكون  ) ( ( )) 1xy N x xx N x= = في هذه الحالة،  yقلوبٌ ومقلوبه  x. فالعنصر =

)وبذلك نكون قد أثبتنا أنّ  )x U A∈ومنه المساواة .  
{ }( ) : ( ) { 1, 1}U A x A N x= ∈ ∈ − +  

1نضع  4. 2 ω+ )فيكون . = ) 1 2 1N ω = − = )، إذن − )U Aω . ونرى ∋
1مباشرة أنّ  ( )U A− ). ولأنّ مجموعة العناصر القلوبة ∋ )U A  مزوّدة بقانون الضرب في الحلقة

A  ّزمرة، استنتجنا أن( )U A الجزئيّة  تحوي الزمرةH  موعة المولدة با{ 1, }ω−ومنه ،  
{ 1, 1}, , ( )nn U Aε εω∀ ∈ − + ∀ ∈ ∈ℤ  

)من  x ليكن 5. )U A،  المقدارولنعرّف  
{ }( ) min ( ) ( ) :T x R ux I ux u H= + ∈  
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. .5i  ّلأن{ }| ( )| | ( )| :R ux I ux u H+ خالية من  ∋ جزئيّة غير  ، قَبِلَت هذه ℕمجموعة 
   يحُقّق 0uعنصرٌ  Hاموعة أصغر عنصرٍ، إذن يوجد في 

0 0( ) | ( )| | ( )|T x R u x I u x= +  
)فإذا كان  ) 0T x 0كان   = 0( ) ( ) 0R u x I u x= 0أو  = 0u x وهذا خُلفٌ لأنّ  =

0 ( )U A∉ إذن .( ) 1T x ≥.  
. .5ii   0يكُتبu x  2بالشكلλ µ+ . لنعرّف إذنβ µ= وα λ=،   ّولنلاحظ أن  

0

0

(2 ) ( ) 2

(2 ) ( ) 2

u x

u x

ω µ λ λ µ

µ λ λ µ
ω

= + + +

= − + −
  

Â  0فإذا كانλµ 1استنتجنا من كون  ≤
0u Hω−  أنّ  ∋

0 0( ) 2
u u

T x R x I x µ λ λ µ
ω ω

      ≤ + = − + −        
  

  أو  
2α β α β α β+ ≤ − + −  

Â  0إذا كان وλµ 0uاستنتجنا من كون  > Hω  أنّ  ∋
( ) ( )0 0( ) 2T x R u x I u xω ω µ λ λ µ≤ + = + + +  

  أو  
2α β α β α β+ ≤ − + − 

  إذن تتحقق في جميع الأحوال المتراجحة 
    2α β α β α β+ ≤ − + −  (1)  

)عنصرين من  xو 0uكان   لـمّاو  )U A   0كان ( )u x U A∈  َّ0ومن ثم( ) { 1,1}N u x ∈ − 
   أي

    2 22 { 1,1}α β− ∈ −  (2)  
0βلنفترض جدلاً أنّ  1β، فيكون ≠ µلأنّ  ≤ ∈ ℤ أنّ  (2). وعندئذ نستنتج من  

2 2 2 2 2 2 2 21 2 1 2 1 3 4β β β β α β β β≤ + − = − ≤ ≤ + ≤ <  
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2وعليه  2 24β α β≤ 2βددان موجبان، استنتجنا أنّ ع βو α، ولأنّ > α β≤ < .
  وعندئذ يكون

2 2α β α β β α α β β− + − = − + − =  
αاستنتجنا أنّ  (1)فإذا عُدنا إلى  β β+ 0αوهذا يقتضي أنّ  ≥ ، لأنّ (2)مماّ يناقض  =

β  .عددٌ طبيعي  
. .5iii  0إذن لا بدُّ أن يكونβ 1α، من ثمَّ = 0. أي إنّ = { 1,1}u x ∈ وهذا يقتضي  −

1أن يكون  1
0 0{ , }x u u H− −∈ − ⊂.  

)كون قد أثبتنا صحة الاحتواء وهكذا ن )U A H⊂ من ثمَّ أنّ  برهنّا، و  

( ){ }( ) { 1, } 1 2 : { 1,1},
n

U A nω ε ε= 〈 − 〉 = + ∈ − ∈ ℤ  

  ˙  وهي النتيجة المرجوّة.

Jنقول عن حلقة تامّة 29. التمرين ( ), ,A + }من  Aϕ تطبيق إذا وُجِدَ  إقليديةإا  ⋅ }\ 0A  إلى
ℕ يحقق الشرطين التاليين :  

( ) ( )

{ } 2

0 | ( ) ( )

( , ) ( \ 0 ), ( , ) ,
( 0) ( ( ) ( ))

A A

A A

b a b a b

a qb r
a b A A q r A

r r b

≠ ∧ ⇒ ϕ ≤ ϕ

= +∀ ∈ × ∃ ∈ 
 =

•
∨ ϕ < ϕ



•



  

  حلقة إقليدية. ℤتحقق أنّ  1.

  الموافق. Aϕبدلالة التابع  Aناصر القلوبة في حلقة إقليدية أوجد خاصة مميّزة للع 2.

  بينّ أنّ كل حلقة إقليدية حلقةٌ رئيسية. 3.

}لتكن  4. }i : ( , )G x y x y= + ∈ ∈ ×ℂ ℤ ℤ ّبينّ أن .G ، مزودةً بالجمع
   حلقة إقليديةّ. ، هيوالضرب العقديين

2يمكن أن نضع :  مساعدة 2( )G x iy x yϕ + = +.  
  الحـل

  إذ يكفي أن نعرّف حلقة إقليدية. ℤ إنّ حلقة الأعداد الصحيحة 1.
: \{0} , ( ) | |a aϕ ϕ→ =

ℤ ℤ
ℤ ℕ  

ϕفنتيقّن مباشرة أنّ 
ℤ

  المطلوبة. ةيحُقق الخاص 
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)عنصراً من  uليكن  2. )U A عندئذ، مهما كان العنصر ،b  {0}\منA   كان|u b  َّومن ثم  
\{0}, ( ) ( )A Ab A u bϕ ϕ∀ ∈ ≤  

}فإذا عرفّنا  }min ( ) : \{0}A b b Aα ϕ=   استنتجنا استناداً إلى ما سبق أنّ  ∋
( ), ( )Au U A uϕ α∀ ∈ ≤  

) أنّ  ، من الواضحαولكن، استناداً إلى تعريف  ), ( )Au U A uϕ α∀ ∈   . إذن≤
( ), ( )Au U A uϕ α∀ ∈ =  

)، يحُقق A{0}\عنصراً من  bوبالعكس، ليكن  )A bϕ α= 1. نجُري قسمة إقليديةّ للعنصرA 
) فنجد bعلى  , )q r  2فيA قيحُق  

1A qb r= 0r حيث، + )أو  = ) ( )A Ar bϕ ϕ α< =  
)ولكنّ المتراجحة  )A rϕ α<  مستحيلة استناداً إلى تعريفα 0، إذن لا بُدّ أن يكونr = ،

1Aqbومن ثمَّ  )عنصرٌ قلَوب أي  b، وهذا يعني أنّ = )b U A∈.  
)1إذن لقد أثبتنا أنّ  ) ({ })AU A ϕ α−= والعدد ،α  معطى بالعلاقة  

{ }min ( ) : \{0}A b b Aα ϕ= ∈  
)كانت اموعة   لـمّا. Aمثالياًّ في  Iوليكن  .حلقة إقليديةّ Aلتكن  3. \{0})Aϕ I ة مجموع

minلنعرّف إذن ، كان فيها أصغر عنصر. ℕجزئيّة غير خالية من  ( \{0})Aβ ϕ= I وليكن .
b  {0}\عنصراً منI  يحُقّق( )A bϕ β=.  

Â كان   لـمّاb  عنصراً منI  ّاستنتجنا أنbA ⊂ I. 
Â  وبالعكس، ليكنx  عنصراً منI بإجراء قسمة إقليديةّ للعنصر ،x  علىb وجود  نستنتج

)عنصرٍ  , )q r  2فيA  قيحُقx bq r=  لأنّ  Iينتمي إلى  r ولكنّ العنصر ،+
r x bq= 0r، فإذا كان − )كان   ≠ ) ( )A Ar bϕ ϕ β< ، وهذا يناقض =

0r. إذن يجب أن يكون βعريف ت xأي  = bq bA= . فنكون قد أثبتنا أنّ ∋
bA⊂I. 

  حلقة رئيسيّة. Aمثالي رئيسي، فالحلقة  A. فكل مثالي في bA=Iأي 
  لتكن 4.

{ }[ i ] i : ( , )G x y x y= = + ∈ ∈ ×ℤ ℂ ℤ ℤ  
)من الواضح أنّ  , , )G +   . ℂمن الحقل  لأّا حلقة جزئيّة حلقة تبديليّة ⋅
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  لنعرّف التطبيق
2 2 2: \{0} , ( i ) | i |G GG x y x y x yϕ ϕ→ + = + = +ℕ  

  :أتيولنلاحظ ما ي
Â  إذا كانz  {0}\عنصراً منG وكان ،|v z  استنتجنا أنهّ يوجدw  فيG  ُقّق يح

z vw= 2، وعندئذ يكون 2 2| | | | | |z v w=  أي( ) | ( )G Gv zϕ ϕ ّولأن ،
( ) 0G zϕ )أنّ  استنتجنا من ذلك ≠ ) ( )G Gv zϕ ϕ≤. 

Â  ليكنa  منG وb  {0}\منG ولنتأمّل العدد العقدي .i
a

z x y
b

= = + .

 ولنعرّف
1
2

m x = +    1  و
2

n y = +    
xوأخيراً لنضع  x m′ = yو − y n′ = ويكون  xأقرب عددٍ صحيح إلى  m. فيكون −

n  أقرب عددٍ صحيح إلىy نعرّف إذن .iq m n= ، Gوهو عنصرٌ من  +
izو x y′ ′ ′= a. فيكون لدينا ℂمن  + bq r= rمع  + z b′= العدد .r  ينتمي إلى
G  لأنهّ يساويa qb− ُّإنّ  ، ثم  

2 2 2 2 2| | | | | | ( ) ( )

1 1
( )

4 4
1

( ) ( )
2

G

G

G G

r z b x y b

b

b b

ϕ

ϕ

ϕ ϕ

′ ′ ′= ≤ +

 ≤ +   

= <

  

0rفإذا كان  )كان   ≠ ) ( )G Gr bϕ ϕ<.  
]وهكذا نكون قد أثبتنا أنّ الحلقة  i ]G = ℤ  حلقة إقليديةّ. فهي حلقة رئيسيّة، وعناصرها القلوبة

  هي
( ) { }[ i ] 1, i, 1, iU = − −ℤ  

  ˙  المطلوب.إثبات  وبذا ننُجز
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Jلتكن  30. التمرينE  مجموعة غير خالية ومنتهية، ولتكن( )( ), ,P E= ∆ ∩A إذا كان .I 
)أسمينا  Aمثالياً في  )h I  َالعدد  

{ }( ) max card( ) :h B B= ∈I I  
  .Aمثالياً في  Iليكن   1.

 .i   0بينّ أنه يوجد عنصر وحيدB  منI 0 يحُقّق( ) card( )h B=I.  
.ii   ّ0أثبت أنB= ⋅I A  ّومن ثم{ }0:C C B= ∈ ⊂I A ما هو عدد ،

  ؟ A؟ وما هو عدد مثاليات الحلقة  حلقة رئيسية A؟  هل Iعناصر 
)تشاكِل تقابلياً الحلقة  Aبينّ أنّ  2. )( )/2 , ,p + ⋅ℤ ℤ مع card( )p E=.  

  الحـل

. .1i  استناداً إلى تعريف( )h I 0مجموعة  وجدتB  تنتمي إلىI  0تحُقّق( ) card( )h B=I .  
 ، نستنتج من كونIما من  اً عنصر  B ليكن �

0 0 0( )B B B B B B∪ = ∆ ∆ ∩  
0Bأنّ  B∪  ينتمي إلىI 0، وبناءً على تعريفB ّنستنتج أن ، 

0 0card( ) card( )B B B∪ ≤  
0ولكن  0B B B⊂ 0إذن لا بدُّ أن يكون  ∪ 0B B B∪ 0B، أي = B⊂.  

)1cardيحُقق  Iراً من عنص 1Bفإذا كان  � ) ( )B h= I  ّاستنتجنا مما سبق أن
1 0B B⊂ 1، فلا بدُّ أن يكون 0B B=  موعتين عدد العناصرلأنّ لهاتين ا( )h I  .نفسه
)0التي تحُقّق المساواة  Iمن  0Bفاموعة  ) card( )h B=I .وحيدة  

. .1ii  ّ0لقد أثبتنا أن,B B B∀ ∈ ⊂I ومن ثمَّ إذا كان .B  عنصراً ما منI كان ،

0B B B= 0Bومن ثمَّ  ∩ B∈ ⋅ A  0أيB⊂ ⋅I A 0، ومنهB= ⋅I A  ّلأن
  .Iإلى  0Bعاكس محُقّق وضوحاً نظراً إلى انتماء  ـُالاحتواء الم

0، كان 0Bمجموعة جزئيّة من  Cإذا كانت  � 0C B C B= ∩ ∈ ⋅ = IA .
0Bيحُقق  Iمن  Bوبالعكس، كلّ عنصر  B⊂ ّإذن لقد أثبتنا أن .  

{ }0 0 0: ( )B C C B P B= ⋅ = ∈ ⊂ =I A A  
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  وعليه، �
0card( ) ( )

0card( ) card( ( )) 2 2B hP B= = = I
I  

ليست رئيسيّة لأّا ليست  Aأنّ الحلقة  مثالي رئيسي، إلاّ  Aصحيح أنّ كلّ مثالي من  �
 حلقة تامّة.

0التطبيق  � 0B B A⋅֏  يعرّف تقابلاً منA  إلى مجموعة مثاليّات الحلقةA إذن عدد .
)cardيساوي  Aالمثاليّات في  )card( ) 2 2E p= =A. 

  كما يلي :  Bالتابع للمميز للمجموعة  Eمن  Bلنعرّف في حالة مجموعة جزئيّة  2.
1 :

: /2 , ( )
0 :B B

x B
A x

x B

 ∈→ = 
 ∉

ℤ ℤ1 1  

)cardكان   لـمّا )p E=  استنتجنا أنهّ يوجد تقابل: p Eϕ →ℕعندئذ نعرّف التطبيق .  
( ): ( /2 ) , ( ) (1), (2), , ( )p
B B BB pϕ ϕ ϕΦ → Φ =A ℤ ℤ � � … �1 1 1  

  بملاحظة أنّ و 
( , ) ( ), A B A B

A B A B

A B P E ∆

∩

∀ ∈ = +

= ⋅

1 1 1

1 1 1
  

 ˙  تشاكل حلقي تقابلي. Φنرى مباشرة أنّ 

Jالحلقة البوليانيّة 31. التمرين .  

)حلقة إنّ نقول  ), ,+ ⋅A  2: بوليانيّة إذا كانحلقة,x x x∀ ∈ =A.  
)كانت ،  مجموعة غير خالية Eبينّ أنه إذا كانت    1. )( ), ,P E ∆   حلقة بوليانيّة. ∩
,حلقة بوليانية. أثبت أنّ  Aلتكن  2. 0x x x∀ ∈ + =A ّواستنتج أن ،A .تبديليّة  
. أثبت أا ليست تامّة. 2حلقة بوليانية منتهية يزيد عدد عناصرها تماماً عن  Aلتكن   3.

)ب احسيمكنك  )x y x y+.  
  بالعلاقة Aالمعرفّة علىحلقة بوليانية  ≥بينّ أن العلاقة الثنائية   4.

( ) ( )x y x y x≤ ⇔ ⋅ =  

,هي علاقة ترتيب، و أنّ    0 1x x∀ ∈ ≤ ≤A.  
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 بالعلاقة : ∨قانون التشكيل الداخلي Aلى حلقة بوليانية نعرّف ع  5.
x y x y xy∨ = + +  

)تجميعيّ وتبديليّ ويقبل عنصراً حيادياً، وأن كلاً من  ∨بينّ أنّ القانون     )و  ∨( يقبل  ⋅(
  التوزيع على الآخر.

  حلقة بوليانية منتهية. Aلتكن   6.
 .i   ّبينّ أنّ أي مثاليI  فيA لقانون إلى ااً بالنسبة يكون مغلق( )∨.  

.ii   ليكنI  مثالياً فيA و لنعرّف ،
x

x x
∈

= ∨I
I

  . أثبت أنّ Iمن 
{ }:x y y x= = ∈ ≤I II A A  

  الذي يحقق ما سبق. Iهو العنصر الوحيد في  xIوأنّ 
.iii  ليكنI  مثالياً فيA يحُقّق { }0≠I   ّأثبت أن 

{ }{ }2 min card( ) : \ 0x x= ∈ IA  
)1card يحُقّق 1xعنصر  Iفي  واستنتج أنه يوجد ) 2x =A .  

.iv  ّن ض أ 2نفتر card( )≤ A ونعرّف ،{ }: card( ) 2E x x= ∈ =A A .
 بينّ أنّ 

2

,

( , ) , 0,

1.
x E

E

x y E x y xy

x
∈

≠ ∅

∀ ∈ ≠ ⇒ =

=∑

�

�

�

  

.v  نعرّف التطبيق :  
: ( ) ,

x Z

P E Z xϕ
∈

→ ∑A 0 مع الاصطلاح  ֏
x

x
∈∅

=∑  

)تشاكلٌ حَلَقي تقابلي بين  ϕأثبت أنّ    )( ), ,P E ∆ اذا عن عدد م .Aو ∩
  ؟A عناصر

  الحـل

)في الحقيقة إنّ الحلقة  1. ( ), , )P E ∆  ، لأنّ حلقة بوليانيّة ∩

( ),B P E B B B∀ ∈ ∩ =.  
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1)2. نستنتج من كون Aمن  x، وليكن حلقة بوليانيّة Aلتكن  2. ) 1x x+ = + 
2xو x=  ّأن  

21 1 1x x x x x x x+ = + + + = + + +  
0xومنه  x+ =.  
)ليكن  , )x y  2من

A 2. عندئذ نستنتج من( )x y x y+ = 2xو + x= 2وy y=  ّأن  
2 2 2( )x y x y x xy yx y x xy yx y+ = + = + + + = + + +  

0xyومنه  yx+   . إذن =

  
)فنكون قد أثبتنا أنّ  , ) ,x y xy yx∀ ∈ =A أي إنّ الحلقة ،A .تبديليّة  

ن اعنصر  A{0}\إذن يوجد في . 2 حلقة بوليانية منتهية يزيد عدد عناصرها تماماً عن Aلتكن  3.
  على سبيل المثال. عندئذ يكون لدينا yو xبالرمزين  مز إليهمان نر امختلف

2 2( ) 0xy x y x y xy xy yx+ = + = + =  
0xومع ذلك  0yو ≠ 0xو ≠ y+   ليست تامّة في هذه الحالة. Aفالحلقة  .≠

)بالعلاقة  ≥العلاقة الثنائية . ولنعرّف حلقة بوليانية Aلتكن  4. ) ( )x y xy x≤ ⇔ =.  
2xx. عندئذ Aمن  xليكن  � x x= x، ومنه = x≤انعكاسيّة. ≥. فالعلاقة 

x. ولنفترض أنّ Aمن  yو xليكن  � y≤ وy x≤ عندئذ . 

( ) ( )
( )

( ) ( )

x y xy x
x y

y x yx y

≤ ⇔ =  ⇒ =
≤ ⇔ = 

  

  تخالفيّة. ≥فالعلاقة   
x. ولنفترض أنّ Aمن  zو yو xليكن  � y≤ وy z≤. 

( ) ( )
( )

( ) ( )

( )

x y xy x
z z x x x

y z yz
x z

y

x

y

z

y yx
≤ ⇔ =  ⇒ = = =
≤ ⇔ = 
⇔ ≤

=  

)متعدّية. إذن  ≥فالعلاقة  ),≤A .علاقة ترتيب  
0، يكون Aمن  xوأخيراً، في حالة  0x 1xو = x= 0، إذن 1x≤ ≤.  

0 0xy xy xy yx yx xy yx yx yx yx= + = + + = + + = + =
����	���


��������

↓

↑
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  بالعلاقة : ∨قانون التشكيل الداخلي. ولنعرّف حلقة بوليانية Aلتكن  5.
x y x y xy∨ = + +.  

 . عندئذAمن  zو yو xليكن  �

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( )

x y z x y xy z

x y xy z x y xy z

x y z xy yz zx xyz

x y z yz x y z yz

x y z x y z

x y z

∨ ∨ = + + ∨

= + + + + + +

= + + + + + +

= + + + + + +

= + ∨ + ∨

= ∨ ∨

  

 قانون تجميعي. ∨وهذا يثبت أنّ 

  . عندئذAمن  yو xليكن  �
x y x y xy y x yx y x∨ = + + = + + = ∨  

 قانون تبديلي. ∨وهذا يثبت أنّ 

,ذلك، من الواضح أنّ وك � 0 0 0x x x x x∀ ∈ ∨ = + + =A . 
 .∨عنصر حيادي بالنسبة إلى القانون  0إذن 
 . عندئذAمن  zو yو xليكن  �

( )( ) ( )( )

2 2 2 2

x y x z x y xy x z xz

x xz x z xy yz xyz x y xyz x yz

x xz

∨ ∨ = + + + +

= + + + + + + + +

= + xz+ xy+ yz xyz xy+ + + xyz+ xyz+

( )

x yz xy

x yz

= + +

= ∨

  

  و
2( ) ( )

( )

( )

xy xz xy xz x yz

xy xz xyz

x y z yz

x y z

∨ = + +

= + +

= + +

= ∨

  

)إذن كل من  )و ∨(   .يقبل التوزيع على الآخر ⋅(
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  .منتهية حلقة بوليانية Aلتكن  6.
. .6i ليكن I  ًفي مثالياAنصرين ، ولنتأمّل عx وy  منI من عندئذ ينتمي كل .x y+ 

x، ومن ثمَّ ينتمي العنصر Iإلى  xyو y xy+  . أي Iيضاً إلى أ +
2( , ) ,x y x y∀ ∈ ∨ ∈I I.  

. .6ii اً لنتأمّل إذن مثالي I في A،  ولنعرّف
x

x x
∈

= ∨
I

I

  .I من 

xأنّ  6i.نستنتج من النتيجة  � ∈
I
I  ّوعليه فإن x ⊂

I
IA. 

، عرفّنا Iعنصراً من  yوبالعكس، إذا كان  �
\{ }x y

z x
∈

= ∨
I

x. فيكون  y z= ∨
I

 ،

 ومن ثمَّ 

2 2

( ) ( )x y y y z y y z yz

y yz y z y yz yz y

⋅ = ∨ = + +

= + + = + + =

I  

yإذن  x∈
I
A ّفنكون قد أثبتنا أن ،x⊂

I
I A .  

=x ومنه
I

I A.  
yيحُقق  Aعنصراً من  yوإذا كان  � x≤

I
y ، كان x y x= ∈

I I
A. 

y وبالعكس، إذا كان � x z=
I

)2، كانAمن  zو  )x y x z x z y= = =
I I I

 
y أي x≤

I
. 

  إذن لقد أثبتنا أنّ 

{ : }x A y xy= = ∈ ≤
I I

I A 

x=Iيحُقق  Iفي  xɶلنفترض أنهّ يوجد عنصر  � Aɶ  نستنتج من المساواة
x x=
I
A Aɶ ّ1، بعد ملاحظة أن ∈ A،  أنهّ يوجد عنصرانa وa ن يحُققا Aفي  ′
x xa=
I

ɶو ،x x≤
I

ɶ. 
xنستنتج من  xa=

I
ɶ  ّأن  

2( )xx x a xa x= = =
I I
ɶ ɶ ɶ  

xومن ثمَّ  x≤
I

ɶ ومنه .x x=
I

ɶ فالعنصر .x
I

  الذي يحُقّق Iفي هو العنصر الوحيد  

{ }:x y y x= = ∈ ≤
I I

I A A 
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. .6iii ليكن I  مثالياً فيA {0} يحُقّق≠I.  مهما يكنx {0}\منI يكن ،
{0, }x x⊂ A  َّومن ثمcard( ) 2x ≥Aالآتية . إذن مجموعة الأعداد الطبيعيّة  

{card( ) : \{0}}x x ∈ IA  
)min{card، فإذا عرفّنا 2محدودة من الأدنى بالعدد   ) : \{0}}x xα = ∈ IA   كان
2α ≥.  

)0cardيحُقق  I{0}\عنصراً من  0xليكن  )xα = A ّن 0 ، ولنفترض أ 0{0, }x x≠A .
0 ينتمي إلى 1xإذن يوجد عنصرٌ  0\{0, }x xA.  

0كان   لـمّا 0{ : }x y y x= ∈ ≤A A  ّ1استنتجنا أن 0x x≤  َّ1 ومن ثم 0x x⊂A A .
0xولأنّ  ∈ I   0كانx ⊂ IA  1إذن \{0}x ∈ I وبناءً على تعريف ،α ّنستنتج أن ،
1card )(xα ≤ A 0، أو 1card( ) card( )x x≤A A ّ1، فإذا تذكّرنا أن 0x x⊂A A 

1استنتجنا أنّ  0x x=A A 1. ولكنّ هذا يقتضي أن يكون 0x x= 1اقض كون مما ينx  ينتمي
0إلى  0\{0, }x xA 0. إذن يجب أن يكون 0{0, }x x=A  َّ2ومن ثمα ، فيوجد عنصرٌ =
0x  منI  ق0يحُقcard( ) 2x =A.  

. .6iv  ّلنفترض أن card( ) 2≥A موعة نبّاً تجللحالة التافهة. ولنعرّف ا  
: card( ){ 2}xE x ∈= =A A   

في  x، إذن، استناداً إلى نتيجة السؤال السابق، يوجد Aنفسها مثالي غير تافه في Aإنّ  �
A  يحُقّقcard( ) 2x =A  ّوهذا يثُبت أنE ≠ ∅. 

0xكان   Eعنصراً من  xإذا كان  �  وضوحاً. ≠

x، ولنفترض أنّ Eعنصرين من  yو xليكن  � y≠  نعندئذ يكو 

{0, } {0, } {0}xy x y x y∈ ∩ = ∩ =A A 

0xyأي    =. 
ليكن  �

x E
z x

∈
1z، ولنفترض أنّ ∑= 1. عندئذ يكون ≠ 0z + ، فنعرّف في ≠

A 1)غير التافه  المثالي )z= +I A .كان   لـمّاI  استنتجنا بناءً  {0}مثالياًّ مختلفاً عن
)cardيحُقق  tعنصرٌ  Iأنهّ يوجد في  6iii. على نتيجة السؤال ) 2t =A َّومن ثم ،

t E∈. 
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1)ولكن  )z= +I A  1إذنt z≤ 1)أو  + )t t z t tz= + = أي  +
0tz ، فإذا وضعنا =

\{ }x E t
z x

∈
′ )كان لدينا   ∑= ) 0t t z ′+ ا يكُافئ وهذ =

2 0t tz ′+ 0tأو  = بعد الاستفادة من الخاصّة التي أثبتناها سابقاً لنستنتج أنّ  =
0tz ′ 0t . ولكنّ النتيجة= )card المساواةناقض تُ  = ) 2t =A وهذا التناقض ،
1zبرهن على خطأ الافتراض ي 1z، إذن يجب أن يكون ≠ 1أو ،=

x E

x
∈

=∑.  

. .6v  ّلنفترض أن card( 2) ≥A موعة نّباً تجللحالة التافهة. ولنعرّف ا E   كما في السؤال
  :التطبيقالسابق، و 

: ( ) ,
x Z

P E Z xϕ
∈

→ ∑A ֏    

0 مع الاصطلاح
x

x
∈∅

=∑.  

)من  2Zو 1Zأياًّ كان  � )P E  كان 

1 2 1 2 2 1

1 2 1 2 1 2 2 1

1 2

1 2
\ \

\ \

1 2

( )

( ) ( )

x Z Z x Z Z x Z Z

x Z Z x Z Z x Z Z x Z Z

x Z x Z

Z Z x x x

x x x x

x x Z Z

ϕ

ϕ ϕ

∈ ∆ ∈ ∈

∈ ∈ ∩ ∈ ∩ ∈

∈ ∈

∆ = = +

= + + +

= + = +

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑

  

  و  

( )

( ) ( )

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2
,

2

, ,

( ) ( )
x Z y Z x y Z Z

x y Z Z x y Z Z
x y x y

Z Z x y xy

x xy

ϕ ϕ
∈ ∈ ∈ ×

∈ × ∈ ×
= ≠

  = =       

= +

∑ ∑ ∑

∑ ∑

1 2

1 2( )
x Z Z

x Z Zϕ
∈ ∩

= = ∩∑

  

 .�إذ استفدنا من الخاصّة   
 وكذلك فإنّ  �

( )(1 ) ( ) 1P E
x E

E xϕ ϕ
∈

= = =∑  

 .�وذلك بناءً على الخاصّة 
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  تشاكلٌ حلقي. ϕوهكذا نكون قد أثبتنا أنّ   
)، أي kerϕعنصراً من  Zليكن  � ) 0Zϕ Z. فإذا افترضنا جدلاً أنّ = ≠ وجدنا  ∅

). وينتج من كون Zينتمي إلى  0xعنصراً  ) 0Zϕ أنّ  =
{ }0

0
\x Z z

z x
∈

=  ، وعليه∑

{ } { }0 0

2
0 0 0 0

\ \

( ) 0
x Z z x Z z

z z z x z x
∈ ∈

= = ⋅ = =∑ ∑
�

  

ker. إذن يجب أن يكون Eعنصراً من  0zوهذا يناقض كون  { }ϕ = ، والتشاكل ∅
ϕ .ٌمتباين 

} ، ولنعرّف اموعةAعنصراً من  yليكن  � : 0}Y x E xy= ∈ . في الحقيقة، ≠
xyلدينا  Eمن  xفي حالة  x∈ A  0}أي, }xy x∈ َّومن ثم ، 

{ : } { : }Y x E xy x x E x y E y= ∈ = = ∈ ≤ = ∩ A  

  ومن ثمَّ   

\

( )
x Y x Y

x Y x E Y

x E x E

Y x xy

xy xy

xy x y y

ϕ
∈ ∈

∈ ∈

∈ ∈

= =

= +

  = = =   

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

  

)تشاكلٌ حَلَقي تقابلي بين  ϕغامرٌ. إذن  ϕوالتطبيق    )( ), ,P E ∆   .Aو ∩
)cardوعليه فإنّ    )A 2ساوي يp  إذا رمزنا بالرمزp  إلىcard( )E.  ˙  

Jموعة  32. التمرينلنزوّد ا( ) ( )/5 /5= ×K ℤ ℤ ℤ ℤ بالقانونين  
2

,
a a aa bb a a a a

b b ab a b b b b b

           ′ ′ ′ ′ ′+ +
           ∗ = + =           ′ ′ ′ ′ ′+ +                      

  

)بينّ أنّ  ), ,+ ⋅K 2؟ هل للمعادلة  حقل تبديلي، ما عدد عناصره 2x حلول في  =
/5ℤ ℤ  2؟ وهل للمعادلة (2, 0)x   ؟Kحلول في  =
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  الحـل

)من الواضح أنّ  � , )+K 0)ليّة حياديها زمرة تبدي, 0). 
)لنثبت أنّ  � , )⋅K  ًّتجميعيّة وتبديليّة وتقبل عنصراً حياديا. 

Â  في حالة( , )a b و( , )a b′ )و ′ , )a b′′  نضع، Kمن  ′′

1

a a a
M

b b b

       ′ ′′      = ∗ ∗      ′ ′′           
2و    

a a a
M

b b b

       ′ ′′       = ∗ ∗       ′ ′′            
  

 فيكون

   
1

2

2 2 2

2

aa bb a
M

ab ba b

aa a bb a ab b ba b

aa b bb b ab a ba a

   ′ ′ ′′+
   = ∗   ′ ′ ′′+      
 ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′+ + +
 =  ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′+ + +  

  

  و

  
2

2

2 2 2

2

a a a b b
M

b a b b a

aa a ab b ba b bb a

aa b ab a ba a bb b

   ′ ′′ ′ ′′+
   = ∗   ′ ′′ ′ ′′+      
 ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′+ + +
 =  ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′+ + +  

  

1إذن    2M M=  والقانون(   تجميعي. ⋅(
Â  في حالة( , )a b و( , )a b′  ، نلاحظ مباشرة أنّ Kمن  ′

a a a a

b b b b

       ′ ′
       ∗ = ∗       ′ ′              

  

)فالقانون     تبديلي. ⋅(

Â  في حالة( , )a b  منK ّنلاحظ مباشرة أن ، 

1

0

a a

b b

     
     ∗ =     
          

  

)فالقانون    ,1)يقبل العنصر  ⋅(  عنصراً حيادياًّ. (0

)لنثبت أنّ  � )توزيعي على  ⋅( ). في حالة +( , )a b و( , )a b′ )و ′ , )a b′′ ، Kمن  ′′
 نلاحظ أنّ 
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2 2

2 2

a a a a a a

b b b b b b

aa aa bb bb

ab ab ba ba

aa bb aa bb

ab ba ab ba

a

b

           ′ ′′ ′ ′′+         ∗ + = ∗         ′ ′′ ′ ′′+                   
 ′ ′′ ′ ′′+ + +
 =  ′ ′′ ′ ′′+ + +  
   ′ ′ ′′ ′′+ +
   = ∗   ′ ′ ′′ ′′+ +      


=
a a a

b b b

      ′ ′′
       ∗ + ∗       ′ ′′              

  

)وهكذا نكون قد أثبتنا أنّ  , , )+ ⋅K .حلقة تبديليّة  
* بقي أنّ نثبتَ أنّ كل عنصرٍ من  \{0}=K K  َليكن لوبٌ. ق( , )a b  عنصراً من*

K ولنثبت .
2أنّ  22 0a b− ≠.  

2، إذا افترضنا أنّ في الحقيقة 22 0a b−   :أتيلاحظنا ما ي =
0bفي حالة  � 2يكون  = 0a 5ℤ/في الحقل  = ℤ 0، وهذا يقتضيa ناقض يو ، =

) انتماء العنصر , )a b إلى*
K أي ،( , ) (0, 0)a b ≠. 

0bوفي حالة  � 5ℤ/ قلَوب في bاستنتجنا أنّ  ≠ ℤ ، 2ومن ثمَّ نتج من 22 0a b− = 
1xأنّ العنصر  b a−=  5/منℤ ℤ  ق2يحُق 2 0x − 2أو  = 2x يناقض وهذا  =

 الخاصّة التالية :
2/5 , {0,1, 4}x x∀ ∈ ∈ℤ ℤ  

  إذن لقد أثبتنا أنّ  �
* 2 2( , ) , 2 0a b a b∀ ∈ − ≠K  

)لنعرّف إذن في حالة  , )a b  من*
K العنصر  

2 2 1

2 2 1

( 2 )

( 2 )

a a b a

b a b b

−

−

  ′ −   =   ′ − −     

−  

)عندئذ نتيقّن مباشرة أنّ  , ) ( , ) (1, 0)a b a b′ ′∗ ) ، والعنصر= , )a b  قلوب في الحلقة
( , , )+ ⋅K  ومقلوبه هو( , )a b′ ) الحقل . وهكذا نكون قد أثبتنا أنّ ′ , , )+ ⋅K  حقلٌ تبديلي عدد

  .25عناصره 
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2ولقد رأينا أنّ المعادلة  2x 5ℤ/ في لا تقبل حلاًّ  = ℤ ّولكن نلاحظ مباشرة أن .  
0 0 2

1 1 0

     
     ∗ =     
          

0و     0 2

4 4 0

     
     ∗ =     
          

  

2فللمعادلة  (2,0)x )ن في الحقل حلاّ  = , , )+ ⋅K 5/، الذي يحوي الحقلℤ ℤ .ًّحقلاً جزئيا  ̇  
  

Jلتكن  33. التمرينA حلقة تبديلية غير { } هي A. نفترض أنّ المثاليات الوحيدة في 0{ }0 
  ل.حق A. أثبت أنّ Aو

  الحـل

فلا بدُ أن  {0}مثالياً مختلفاً عن  aA. عندئذ يكون المثالي الرئيسي A{0}\عنصراً من  aليكن 
aA. أي Aيساوي  A=  1ومنهA aA∈  أي يوجدa 1Aaaيحُقق  Aفي  ′ ′ وهذا ما  =

 Aقلوبٌ وهذا يبرهن أنّ  A{0}\قَلوب. لقد أثبتنا إذن أنّ كل عنصرٍ من  aيثُبت أنّ العنصر 
  ˙  حقل.

  

  

QWE 
AgD  
ZXC  
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   حلقة الأعداد الصحيحة �

Jلتكن  34. التمرينa وb وc  ّأعداداً صحيحة. أثبت أن  

( ) ( ) ( )gcd , 1 gcd , gcd ,a b a bc a c= ⇒ =  

  الحـل

)gcdلنضع  , )d a c= وgcd( , )d a bc′ استنتجنا أنهّ قاسم  cو aيقسم  dكان . لما  =
d|إذن  bcو aمشترك  d ′.  

)gcdوبالعكس، نستنتج من كون  , ) 1a b d، إذن bيكون أوّلياًّ مع  aأنّ كل قاسم للعدد  = ′ 
. وعليه يكون Gauss، وذلك بناءً على توطئة cدّ أن يقسم فلا بُ  bوهو أوّلي مع  bcيقسم 
d d|، أي cو aقاسماً مشتركاً للعددين  ′ d′ثبتنا أنّ . بذا نكون قد أ|d d d|و ′ d′  أي

d d dو dلأنّ  =′   ˙  موجبان. ′

Jليكن  35. التمرينa وb عددين صحيحين. ولنضع  
( )gcd ,d a b=    و  ( )lcm ,m a b=  

)احسب المقدار  )gcd ,a b m+.  
144aإذا علمتَ أنّ  bو aعين  .تطبيق   b+ )و = )lcm , 420a b =.  

  الحـل

aإذا عرفّنا  aبالعلاقتين : ′bو ′ da bو =′ db′= كان العددان ،a أوليّين فيما  ′bو ′
a من ، وينتج من ذلك أنّ كلاًّ بينهما aأوّلي مع  ′bو ′ b′ a، وهذا بدوره يقتضي أنّ +′ b′ ′ 

aأوّلي مع  b′   أي +′

  ( )gcd , 1a b a b′ ′ ′ ′+ =  ( )∗  

)ومن ثمَّ يكون لدينا  )gcd ,da db da b d′ ′ ′ ′+   ، أو=
( )gcd ,a b m d+ =  

)lcmلأنّ  , )da b a b m′ ′ =   . فنكون قد أثبتنا الخاصّة التالية :=
( )gcd , lcm( , ) gcd( , )a b a b a b+ =  
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)يمكن إثبات . ملاحظة 1xaبملاحظة أنّ  ∗( yb′ ′+   يقتضي =
2 2 2( )( ) ( ) 1x a y b a b x y a b′ ′ ′ ′ ′ ′+ + − − =  

sإذا كان . تطبيق a b= )lcmو + , )m a b=   كانgcd( , )d s m=،  وكان  
{ }gcd( , ) , 1,1ab dm s m mε ε= = ∈ −  

  جذري إحدى المعادلتين   bو aوعليه يكون 
2 gcd( , ) 0X sX s m m− + 2أو     = gcd( , ) 0X sX s m m− − =  

2وفي الحالة الخاصّة المدروسة تقبل  144 12 420 0X X− + × ، الجذرين =
{ } { }, 60,84a b 2. في حين لا تقبل المعادلة الثانية  = 144 12 420 0X X− − × = 

  صحيحة. جذوراً 
3sلا حظ أنهّ في حالة  18mو = لا نجد حلولاً للمعادلة الأولى، ونجد الحلول جذوراً  =

  ˙  .حلّ التمرينوبذا يتم  للمعادلة الثانية.

Jليكن  36. التمرينd وm  عددين من∗
ℕلشرط اللازم والكافي على ا . ماd وm  حتىّ نجد

): يحُقّقان bو aعددين طبيعيّين  )gcd ,d a b= و( )lcm ,m a b= ؟  
600m حلّ المسألة في حالة .تطبيق 50dو = =.  

  الحـل

d|من الواضح أنّ الشرط  � m .ٌشرطٌ لازم 

d|وبالعكس، لنفترض أنّ  � m عندئذ نعرّف .a d= وb m=  ًق وضوحافيتحق
 الشرطان:

gcd( , )d a b= وlcm( , )m a b=  
)gcdيحُقّقان bو aلنجد عددين طبيعيين mو dشرط اللازم والكافي علىالإذن  , )d a b= 

)lcmو , )m a b=  هو|d m.  
mفي الحقيقة، لنفترض أنّ  dm )، وليكن =′ , )a b  ًّللمسألة، عندئذ يكون العددان حلا a ′ 

a: المعرفّين بالعلاقتين ′bو da bو =′ db′= أوليّين فيما بينهما، ويكون ،a b m′ ′ ′=.  
)gcdوبالعكس، إذا كان  , ) 1a b′ ′ aو = b m′ ′ aوعرفّنا .=′ da bو =′ db′= كان ،  

gcd( , )d a b=  و  lcm( , )m a b=  
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  إذن تعُطى الحلول بالعلاقة
{ } { }{ }, , : , gcd( , ) 1a b da db a b m a b′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∈ = =  

600mوفي الحالة الخاصّة  50dو = 12mلدينا  = ′   ، ومن ثمَّ =

{ } { } { }{ }{ , } : , gcd( , ) 1 1,12 , 3, 4a b a b m a b′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= = =  
  فمجموعة الحلول هي

{ } { } { }{ }, 50,600 , 150,200a b ∈  
  ˙  وهو المطلوب.

  

Jأوجد جميع الثنائيّات  37. التمرين( , )x y  2من
ℤ : التي تحُقّق  

lcm( , ) 11gcd( , ) 203x y x y+ =  

  الحـل

)لنفترض أنّ  , )x y  للمعادلة المعطاة، نعرّف حلgcd( , )d x y= عندئذ يمكن أن.
|نكتب |x dx |و =′ |y dy xوالعددان  =′ yو ′ أوّليّان فيما بينهما. فتأخذ المعادلة المعطاة  ′

)الصيغة  11) 203d x y′ ′ + 203يقسم  d. وعليه فالعدد = 7 29= ، ولأنّ ×

11 11x y′ ′ + 203نستنتج أنّ  ≤

11
d 1d، فلا بدُّ أن يكون ≥ 7dأو  = = .  

7dفي حالة  � 18xيكون لدينا  = y′ ′ }ومن ثمَّ  = }{ , } {1,18},{2,9}x y′ ′ ∈ ،
}وهذا يعُطي الحلول  , }x y بالعلاقة : المعرفّة 

{ } { }| |, | | {7,126},{14,63}x y ∈.  
1dوفي حالة  � 192xلدينا  = y′ ′ }ومن ثمَّ  = }{ , } {1,192},{3,64}x y′ ′ ∈ ،

}وهذا يعُطي الحلول  , }x y  : المعرفّة بالعلاقة 

{ } { }| |, | | {1,192},{3,64}x y ∈.  
)lcmإذن  , ) 11gcd( , ) 203x y x y+   كان  إذاإذا وفقط  =

{ } { } { } { } { }{ }| |, | | 1,192 , 3,64 , 7,126 , 14,63x y ∈  
 ˙  جة المطلوبة.يوهي النت
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Jأوجد جميع الثنائيّات 38. التمرين ( ),x y  2من
ℤ : التي تحُقّق  

( )

2 2 85113

lcm , 1764

x y

x y

 + =

 =

  

  الحـل

)لنفترض أنّ  , )x y ولنضع  ،حلٌ للجملة المعطاةgcd( , )d x y= نعرّف عندئذ العددين .x ′ 
yو |تين بالعلاق ′ |x dx |و =′ |y dy xفيكون ، =′ yو ′ أوّلياّن فيما بينهما. وعلى هذا  ′

  كافئة ـُتُكتب الجملة بالصيغة الم
2 2 2 2 2

2 2 2

( ) 3 7 193

2 3 7

d x y

dx y

 ′ ′+ =
 ′ ′ =

  

193نلاحظ أوّلاً أنّ العدد الأولي  � d�  2قاسماً للعدد  (193)2وإلاّ كان 2 2( )d x y′ ′+ 
,2gcd(193وهذا خُلفٌ. إذن  ) 1d وينتج من المساواة الأولى أنّ  =

2 2193 | ( )x y′ ′+. 
)gcdكان   لـمّا � , ) 1x y′ ′ )2gcdكان   = , ) 1x y′ ′ )2gcdو = , ) 1y x′ ′  ومن ثمَّ  =

2 2gcd( , ) 1x y x′ ′ ′+ 2  و   = 2gcd( , ) 1y x y′ ′ ′+ =  
2وهذا يقتضي أنّ    2gcd( , ) 1x y y x′ ′ ′ ′+ =. 
k. عندئذ إذا افترضنا أنّ {3,7}عنصراً من  kليكن  � d�  ،استنتجنا من المعادلة الثانية

k|أوّلي، أنّ  kلأنّ  x y′ 2. وهذا يقتضي أنّ ′ 2( )k x y′  لأنّ  �+′
2 2gcd( , ) 1x y y x′ ′ ′ ′+ =  
2يقسم  kولكن بالعودة إلى المعادلة الأولى نجد أنّ  2 2( )d x y′ وهو أوّلي مع  +′

2 2x y′ k|2، إذن +′ d فهو يقسم ،d  ّ3وهذا خُلفٌ واضحٌ. نستنتج إذن أن | d 
7و | d ٌفيوجد عدد .δ  21يحُقّقd δ=. 
2إلى المعادلة الأولى نستنتج أنّ  وبالعودة � 2 2( ) 193x yδ ′ ′+ ولأنّ  =

2 2193 | ( )x y′ 1δنجد بالضرورة أنّ  +′ )إذن (، = 21d = 
2و 2 193x y′ ′+ =. 
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 ة : الجملة الصيغة التالي وتأخذ

2 2

2

193

2 3 7 84

x y

x y

 ′ ′+ =
 ′ ′ = × × =

  

xفإذا جمعنا إلى الأولى ضعفي الثانية، وتذكّرنا أنّ    yو ′ جنا أنّ هذه الجملة تموجبان، استن ′
  تُكافئ

19

84

x y

x y

 ′ ′+ =
′ ′ =

  

}أي    , } {7,12}x y′ ′ =. 
 نّ وأخيراً نستنتج أ �

{ }{ , } {147,252},{ 147,252},{147, 252},{ 147, 252}x y ∈ − − − −  
  ˙  كون جميع هذه القيم حلولاً فهو تحقق مباشر نتركه للقارئ.  تَـيـَقنأمّا 

Jأوجد جميع الثنائيّات  39. التمرين( ),x y  2من
ℤ  ُقّق :التي تح  

( ) ( )

( )

lcm , 210 gcd ,

gcd ,

x y x y

y x x y

=
 − =

  

  الحـل

)لنفترض أنّ  , )x y  0)حلٌ للجملة المعطاة مختلفٌ عن, )gcd. ولنضع (0 , )d x y= نعرّف .
xعندئذ العددين  yو ′ |قات :بالعلا ′ |x dx |و =′ |y dy x، فيكون =′ yو ′ أوّليّان فيما  ′

  كافئة ـُبينهما. وعلى هذا تُكتب الجملة بالصيغة الم
210

1

x y

y xα β

 ′ ′ =
′ ′ − =

  

)sgnوقد عرفّنا  )yα )sgnو = )xβ   . وهنا نناقش الحالات المختلفة التالية :=
0αβإذا افترضنا أنّ  � yكان   > x α′ ′+ بناءً على المعادلة الثانية، وهذا تناقضٌ لأنّ  =

x yو ′ ∗ ينتميان إلى ′
ℕ 0. فلا بدُّ أن يكونαβ > . 

1αفي حالة   � β=  مُكافئةـتُكتب الجملة بالصيغة ال =
2 210

1

x x

y x

 ′ ′+ =

 ′ ′= +
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)وهذا يقتضي    , ) (14,15)x y′ ′ }. أي = }( , ) (14 ,15 ) :x y k k k ∗∈ ∈ ℕ. 
1αة وفي حال  � β= =  مُكافئةـتُكتب الجملة بالصيغة ال −

2 210

1

y y

x y

 ′ ′+ =

 ′ ′= +

  

)وهذا يقتضي  , ) (15,14)x y′ ′ }. أي = }( , ) ( 15 , 14 ) :x y k k k ∗∈ − − ∈ ℕ. 
  وهكذا نكون قد أثبتنا أنّ كل حل للمسألة ينتمي إلى اموعة

{ } { } { }( 15 , 14 ) : (0, 0) (14 ,15 ) :k k k k k k∗ ∗= − − ∈ ∪ ∪ ∈S ℕ ℕ  

  ˙  .لإثباتهو حل للجملة المدروسة. فيتم ا Sقّن بسهولة مباشرة أنّ كل عنصرٍ من ونتي

Jأثبت صحة التكافؤ 40. التمرين  
3gcd( , 2 1) 1 2 5n n n n+ + = ⇔ − ∉ ℤ  

  الحـل

gcd(2بملاحظة أنّ  1, ) gcd(2 1,2 )n m n m+ =   يمكننا أن نكتب +
( ) ( )

( )
( ) ( )
( )
( ) ( )
( ) ( )
( )

3 3

3 2

2 2

2

gcd ,2 1 gcd 2 2 ,2 1

gcd 2 2 ,2 1

gcd 2 ,2 1 gcd 2 4 ,2 1

gcd 2 4 ,2 1

gcd 5 ,2 1 gcd 5 2 ,2 1

gcd 2,2 1 gcd 2,2 1 2

gcd 2,5

(2 1)

(2 1)

(2 1)

( 2)

n n n n n n

n n n n

n n n n n n

n

n

n n n

n n n n

n n n

n

n

nn

n

+ + = + +

= + − +

= − + + = − + +

= − + + +

= + = − +

= − + = − +

+

−

= −

+

+

−

  

  إذن 
3gcd( ,2 1) gcd( 2,5)n n n n+ + = −  

  عددٌ أوّلي استنتجنا أنّ  5ولأنّ العدد 
3gcd( ,2 1) 1 5 ( 2) 2mod5n n n n n+ + = ⇔ − ⇔ ≠�  

  ˙  وهي النتيجة المرجوّة.
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Jأثبت أنّ  41. التمرين  
2 2, gcd(15 8 6,30 21 13) 1n n n n n∀ ∈ + + + + =ℤ  

  الحـل

  د من الخاصّة المهمّة التالية :سنستفي
3( , , ) , gcd( , ) gcd( , )a b a b a b bλ λ∀ ∈ = −ℤ  

2،  ولنضع ℤمن  nليكن  2gcd(15 8 6,30 21 13)d n n n n= + + +   ، عندئذ+
( )
( )
( )
( ) ( )
( ) ( )

2 2

2

2

2

gcd 15 8 6,30 21 13 ( )

gcd 15 8 6,5 1

gcd 15 8 6 ( ),5 1

gcd 5 6,5 1 gcd 5 6 ( ),5 1

gcd 5,5 1 gcd 5,5 1

15 8 6

5 1

5 1

5 gcd(5,1

3

)

2

1

n n

n

d n n n n

n n n

n n n

n n n n

n n

n

n

n

= + + + + −

=

+ +

+

+

+ + +

= + + − +

= + + = + − +

= + = + − = =

  

  ˙  وهي النتيجة المرجوّة.

Jعرّف العددين الطبيعيين ن 42. التمرينna وnbأياً كان ، n  منℕ بالعلاقة  
( )2 1 2

n
n na b+ = +  

)gcd أثبت أنّ  , ) 1n na b =.  
  الحـل

  في الحقيقة، نعلم أنّ 

( ) ( )

( ) ( )
0

2 2
2 2 1

0 2 0 2 1
2 2 1

0 2 0 2 1

1 2 2

2 2 2

2 2 2

n
n k

k
n

k
k k

k k
n n

k n k n

k k k k
n n

k n k n

C

C C

C C

=

+

≤ ≤ ≤ + ≤
+

≤ ≤ ≤ + ≤

+ =

= +

= +

∑

∑ ∑

∑ ∑

  

  إذن
2

0 2

2k k
n n

k n

a C
≤ ≤

= 2و     ∑ 1

0 2 1

2k k
n n

k n

b C +

≤ + ≤

= ∑  

2نستنتج إذن أنهّ لدينا أيضاً  (1 2)nn na b− = −.  
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  وعليه

( )2 22 (1 2)(1 2) ( 1)
n

n
n na b− = − + = −  

)ومن ثمَّ يوجد عددان  1)n nx a= )2و − 1)n ny b= − 1nيحُققان  − nxa yb+ = ،
  ˙أوّليان فيما بينهما. وهي النتيجة المطلوبة. nbو na، أنّ Bézout وهذا يثبتُ، استناداً إلى مبرهنة

Jلتكن 43. التمرين( , , )a b c  3من∗
ℕ  2معa   العددين نعرّف .≤

gcd( , )b c d=   و   ( )lcm ,b c m=  
نّ  أ ثبت  gcdأ ( 1, 1) 1b c da a a− − = ثمُ − نّ ،  أ ثبت  أ  ( 1)( 1)b ca a− − 

)يقسم  1)( 1)d ma a− −.  

  الحـل

bيمكننا دون الإخلال بعموميّة الحلّ أن نفترض أنّ  c≥ 1وa ). نعرّف المتتالية < )n nR ∈ℕ  
0R: كما يلي b= 1وR c= 0، وإذا كانnR 1كان  = 0nR + ، أمّا في حالة =

0nR 1nR، فنعرّف ≠ 1nRبأنهّ باقي قسمة  +   . فإذا عرفّناnRعلى  −

{ }1min : 0kN k R += ∈ =ℕ  

Ndكان  R= .  
1لنفترض أنّ  k N≤ 1، عندئذ يكون لدينا ≥ 1k k k kR Q R R− +=   ومن ثمَّ  +

1 11

1 1

1

1 1 1

( 1) 1

( 1) 1

k k k kk k k

k kk k

kk

Q R R RR Q R

R RQ R

RR
k

a a a a

a a a

a S a

+ +−

+ +

+

+− = − = −

= − + −

= − + −

  

  وقد عرفّنا 

1 1

1

0

1

1

kk k

k k k

k

QQ R
R R pR

k R
p

a
S a a a

a

+ +

−

=

 −  = =  − 
∑  

  وهو عدد طبيعي.
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1نستنتج مما سبق أنهّ في حالة  k N≤   لدينا ، ≥
11gcd( 1, 1) gcd( 1, 1)kk k k

RR R Ra a a a +− − − = − −  
) فالمقادير )1

1 1
gcd( 1, 1)k kR R

k N
a a−

≤ ≤ +
−   متساوية. نستنتج إذن أنّ  −

0 1

1

gcd( 1, 1) gcd( 1, 1)

gcd( 1, 1) 1NN

R Rb c

RR d

a a a a

a a a+

− − = − −

= − − = −
  

b|كان   لـمّاومن جهة أخرى،  m و|c m  ّاستنتجنا أن  
( 1) | ( 1)b ma a− )و        − 1) | ( 1)c ma a− −  

  إذن
lcm( 1, 1) | ( 1)c b ma a a− − −  

)gcdوعليه يقسم  1, 1)lcm( 1, 1)c b c ba a a a− − − )العددَ  − 1)( 1)d ma a− − .
)gcdفإذا تذكّرنا أنّ  1, 1)lcm( 1, 1) ( 1)( 1)c b c b c ba a a a a a− − − − = − − 

  استنتجنا أنّ 
( 1)( 1) | ( 1)( 1)c b d ma a a a− − − −  

  ˙  وهو المطلوب.

Jأثبت أنه، أياً كان 44. التمرين n  منℕ ُمنكلاًّ   7، يقسم العدد   
222 2
n

2 و   − 122 4
n+

2و   − 22 24 2 1
n n

+ +  

  الحـل

222لنضع  � 2
n

na =   ، فنلاحظ أنّ −
2 24 2 2 4 4

1

4 3 2

3 2

2 2 (2 ) 2 ( 2) 2

8 24 32 14

14 : 8 24 32

n n

n n

n n n n

n n n n n n

a a

a a a a

Q a Q a a a

×
+ = − = − = + −

= + + + +

= + = + + +�

  

7القضيّة  nPلتكن  | na ّ0، نلاحظ أنP  صحيحة وضوحاً. ونستنتج من المساواة
1 14n n na Q a+ = 1nأنّ  + n+⇒P P إذن لقد أثبتنا بالتدريج على .n  ّأنnP  صحيحة

  .ℕمن  nأياًّ كانت 
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  أي
22, 7 | (2 2)
n

n∀ ∈ −ℕ  
2لنضع أيضاً  � 122 4

n

nb
+

=  ، فنلاحظ أنّ −
2 22 2 2 2

2

2 4 (2 ) 4

( 2) 4 ( 4)

n n

n

n n n

b

a a a

×= − = −

= + − = +
  

7كان   لـمّاو  | na  ّ7استنتجنا من المساواة السابقة أن | nb أي ،
2 12, 7 | (2 4)
n

n
+

∀ ∈ −ℕ.  

2لنضع أخيراً  � 22 24 2 1
n n

nc = +  ، فنلاحظ أنّ +
2 1 22 22 2 1

4 2 1

7

n n

n

n n

n n

c

b a

b a

+

= + +

= + + + +

= + +

  

7كان   لـمّاو  | na7و | nb ّ7، استنتجنا من المساواة السابقة أن | ncأي ،  
  2 22 2, 7 | (4 2 1)

n n

n∀ ∈ + +ℕ  ˙  

Jاً كانه، أيّ أثبت أنّ  45. التمرين n  منℕ ُ2المقدارَ  121، لا يقسم العدد 3 5n n+ +.  

  الحـل

211يحُقق  ℤفي  nلنفترض أنهّ يوجد  | ( 3 5)n n+   . عندئذ هذا يُكافئ+
2 3 5 0mod11n n+ + =  

3 ولأنّ  8mod11= 5و − 16mod11= استنتجنا أنّ المعادلة السابقة تُكافئ  
2 8 16 0mod11n n− + =  

2ولكن  28 16 ( 4)n n n− + =   ، فهي إذن تُكافئ−
2( 4) 0mod11n − =  

11ℤ/ولأنّ  ℤ  ّ4حقل استنتجنا أن 0mod11n − 4mod11nأو  =    نجدوهكذا  .=
211 | ( 3 5) , 4 11n n k n k+ + ⇔ ∃ ∈ = +ℤ  
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2يقسم  121لنفترض أنّ  3 5n n+ 2يقسم  11، عندئذ + 3 5n n+ في  k، فيوجد +
ℤ  4يحُقّق المساواة 11n k=   ، ولكن في هذه الحالة لدينا +

2 23 5 16 88 121 12 33 5

33 121 ( 1)

n n k k k

k k

+ + = + + + + +

= + +
  

  وهذا خُلفٌ. إذن  33العددَ  121إذن لا بدُّ أن يقسم العددُ 
2, 121 ( 3 5)n n n∀ ∈ + +�ℤ  

  ˙  وهو المطلوب إثباته.

J58العددان  ليكن 46. التمرين 483a 60 و = 809b = .  
)gcd احسب 1. , )d a b= .  
) ينّ عددينع 2. , )s t  2من

ℕ  قانيحُق s b t a d− =.  

  الحـل

  نطبّق خوارزميّة إقليدس المعممة، ونبينّ النتائج في الجدول التالي :

0 60 809 1 0

1 58 483 1 0 1

2 2 326 25 1 1

3 333 6 25 26

4 328 1 151 157

5 5 65 176 183

6 3 1 11591 12 052

1 23 358 24 2

7 2 1 11767 12235

8 87

k k k kk R Q S T

−

−

−

−

−

−

−

−

  

  وعليه فإنّ 
gcd(60809,58483) 1=  

23358sوإذا وضعنا  24287tو = 1sbكان   = ta−   ˙  . وهي النتيجة المرجوّة.=
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Jأوجد أصغر عدد طبيعي  47. التمرينn  من∗
ℕ بحيث يوجد ،( , , )a b c  3في∗

ℕ  ُق تحق
22nلشروط  ا a= 33وn b= 55وn c=.  

  الحـل

2بالاستفادة من المبرهة الأساسيّة في الحساب، نكتب  3 5 p

p
n p

να β γ
∗∈

= ∏ P
 حيث عرفّنا 

{ }\ 2,3,5∗ =P P.  
Â  يُكافئ وجودa  من∗

ℕ 22يحُقّقn a=  ّ1أنmod2α 0mod2βو = = 
0mod2γو 0mod2pνو =  .P∗من  p عندما =
Â  يُكافئ وجودb  من∗

ℕ 33يحُقّقn b=  ّ0أنmod3α 1mod3βو = = 
0mod3γو 0mod3pνو =   .P∗من  pفي حالة  =
Â  يُكافئ وجودc  من∗

ℕ 55يحُقّقn b=  ّ0أنmod5α 0mod5βو = = 
1mod5γو 0mod5pνو =   .P∗من  pفي حالة  =

  إذن تتحقق الشروط الثلاثة إذا وفقط إذا كان
1mod2 0mod3 0mod5

0mod2 1mod3 0mod5

0mod2 0mod3 1mod5

, 0mod30pp

α α α

β β β

γ γ γ

ν∗

= = =

= = =

= = =

∀ ∈ =P

  

15أي إنّ  15مضاعف فردي للعدد  αتعني أنّ  αالشروط على  30α α′= +.  
10أي  3بالقياس  1يساوي  10مضاعف للعدد  βتعني أنّ  βالشروط على  30β β ′= +.  
6 أي 5بالقياس  1يساوي  6مضاعف للعدد  γتعني أنّ  γالشروط على  30γ γ ′= +.  

15يحُقق الشرط المطلوب إذا وفقط إذا كان  nوهكذا نستنتج أنّ  10 6 302 3 5n K= وK  ٌعدد
∗من 

ℕ  إذن أصغر عدد 30أوّلي مع .n  من∗
ℕ ق المطلوب هويحُق  

15 10 62 3 5 30 233 088 000 000n = =  

  ˙  وهي النتيجة المطلوبة.
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Jلتكن  48. التمرينa وb وc  .2ولنتأمّل في أعداداً صحيحة
ℤ  المعادلة  

  ax by c+ =  E  
  أعطِ شرطاً لازماً وكافياً كي تقبل هذه المعادلة حلولاً.  1.

)ليكن   2. )gcd ,d a b=ن ، وليك( )0 0,x y ق0 زوجاً يحُق 0ax by d+ . أوجد =
  .0yو 0xو dو cو bو aبدلالة  Eجميع حلول المعادلة 

2حل في   3.
ℤ : المعادلة  

252 396 648x y− =  

  الحـل

)gcdفي الحقيقة، ليكن  1. , )d a b=  عندئذ  
2( , ) , ( )

|

x y c ax by c a b

c d

d c

∃ ∈ = + ⇔ ∈ +

⇔ ∈

⇔

ℤ ℤ ℤ

ℤ  

axفالشرط اللازم والكافي كي تقبل المعادلة  by c+  مُضاعفاً للعدد cحلولاً هو أن يكون =
gcd( , )a b .  

d|لنفترض أنّ  2. c ولنرمز بالرمز ،S  إلى مجموعة الثنائياّت( , )x y قالمعادلة التي تحُق 
ax by c+ ). سنفترض أنّ = , ) (0, 0)a b 0cوإلاّ كان  ≠ S=2و = ℤ نعرّف .

aعندئذ الأعداد  aبالعلاقات  ′cو ′bو ′ da bو =′ db′= وc dc′= وعندئذ يكون ،
0لدينا  0 1a x b y′ ′+ )إذا كان  .= , )x y ∈ S   كانa x b y c′ ′ ′+   ونتج من ذلك أنّ  =

0 0( )a x b y c a x b y′ ′ ′ ′ ′+ = +  
  وهذا يُكافئ

0 0( ) ( )a x c x b c y y′ ′ ′ ′− = −  
aإذن  )0يقسم  ′ )b c y y′ ′ a، فلا بدُّ أن يقسم ′bوهو أوّلي مع  − )0 المقدار ′ )c y y′ − .

0cيحُقق  ℤفي  kوعليه يوجد  y y ka′ ′− 0yأو  = c y ka′ ′= . وهذا يقتضي أن −
0xيكون أيضاً  c x kb′ ′=   نّ إ. أي +

0 0( , ) , ,
cx kb cy ka

x y k
d d

  + −   ∈ ∈      
ℤ  
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. إذن نلخص النتيجة Eوبالعكس، نتيقن مباشرة أنّ كل عنصر من اموعة السابقة يحُقق المعادلة 
  :يأتيالسابقة كما 

)إلى مجموعة الثنائيّات  Sأعداداً صحيحة. ولنرمز بالرمز  cو bو aلتكن  , )x y  قالتي تحُق
ax by c+   . عندئذ :=

)gcdفي حالة  � , )a b c�  يكون= ∅S. 
)في حالة  � , , ) (0,0, 0)a b c S=2يكون  = ℤ. 
)في حالة  � , ) (0, 0)a b )gcdو ≠ , ) |a b c يكون 

0 0, :
cx kb cy ka

k
d d

  + −   = ∈      
S ℤ  

0 حيث   0( , )x y  ق0زوج يحُق 0ax by d+ =.  
252لحل المعادلة  3. 396 648x y− 2في  =

ℤ36العدد  ، نلاحظ بالقسمة على  ّا تُكافئأ 
7 المعادلة 11 18x y− )، وهذه الأخيرة تقبل الحلّ الخاصّ = , ) (1, 1)x y = ، إذن تُكافئ −
)7عادلةَ المدروسة الم المعادلةُ  1) 11( 1)x y− =   يحُقّق ℤفي  kيوجد ف، +

1 7y k= − 1  و  + 11x k= +  
   مجموعة الحلول هيو 

   { }(1 11 , 1 7 ) :k k k= + − + ∈S ℤ.  ˙  

 

Jحلّ في مجموعة الأعداد الصحيحة  كلاً من المعادلات التالية : 49. التمرين  
95 71 46

20 53 3

12 15 20 7

x y

x y

x y z

+ =

− =

+ + =

�

�

�

  

  الحـل

3في الحقيقة، نلاحظ أنّ  � 95 4 71 1× − ×   وعلى هذا يكون   =
( ) ( )

( )
95 71 46 95 71 46(3 95 4 71)

95( 46 3) 71( 4 46) 0

x y x y

x y

+ = ⇔ + = × − ×

⇔ − × + + × =
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gcd(95,71)ولأنّ    يحُقّق ℤفي  kتج من المعادلة الأخيرة أنهّ يوجد نستن =1
46 3 71 138 142 71( 2) 4 71

4 46 95 190 184 95( 2) 6 95

x k k n

y k k n

= × − = − − − = − −

= − × + = − + − = +
  

  إذن 
( ) { }( )95 71 46 ( , ) ( 4 71 ,6 95 ) :x y x y k k k+ = ⇔ ∈ − + − ∈ ℤ  

8نلاحظ أنّ  � 20 3 53 1× − ×   وعلى هذا يكون   =
( ) ( )

( )
20 53 3 20 53 3(8 20 3 53)

20( 24) 53( 9)

x y x y

x y

− = ⇔ − = × − ×

⇔ − = −
  

gcd(20,53)ولأنّ    يحُقّق ℤفي  kنستنتج من المعادلة الأخيرة أنهّ يوجد  =1
24 53

9 20

x k

y k

= +

= +
  

  إذن 
( ) { }( )20 53 3 ( , ) (24 53 ,9 20 ) :x y x y k k k− = ⇔ ∈ + + ∈ ℤ  

12نلاحظ أنّ  � 15 20 7+ −   وعلى هذا يكون   =
( ) ( )12 15 20 7 12( 1) 15( 1) 20( 1) 0x y z x y z+ + = ⇔ − + − + + =  

  كان  لـمّاو 
gcd(12,15) gcd(12,20)و =3 gcd(15,20)و =4 5=  

1xيقسم  5استنتجنا من المعادلة الأخيرة أنّ   1yيقسم  4و − 1zيقسم  3و − + ،
   تحُقّق ℤمن  wو vو uفيوجد 

1 5x u= 1و     + 4y v= 1و     + 3z w= − +  
  ليست مستقلّة لأنّ العلاقة   wو vو uوالأعداد 

12( 1) 15( 1) 20( 1) 0x y z− + − + + =  
  تُكافئ

0u v w+ + =.  
  وعليه يكون 

{ }2( , , ) (1 5 ,1 4 , 1 3 3 ) : ( , )x y z u v u v u v∈ + + − − − ∈ ℤ  
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  وبالعكس، نتحقّق مباشرة أنّ كل عنصر من اموعة 

{ }2(1 5 ,1 4 , 1 3 3 ) : ( , )u v u v u v= + + − − − ∈S ℤ  

12حل للمعادلة  15 20 7x y z+ +   ˙  ، فهي إذن مجموعة الحلول المطلوبة.=

Jليكن  50. التمرينa وb .عددين طبيعيين موجبين تماماً وأوليين فيما بينهما  
  مبرهنة بيزو لتثبت الخاصّة التالية: فد مناست  1.

{ }, !( , ) 0,1, , 1 ,n n n nn x y b x a y b n∀ ∈ ∃ ∈ − × + =ℤ … ℤ  
}لتكن اموعة   2. }2: ( , )xa yb x y= + ∈E ℕ أثبت صحةَ التكافؤ  

0nn y∈ ⇔ ≥E  
  أثبت كذلك صحةَ التكافؤ   3.

( )\ ( )n ab a b n∈ ⇔ − − − ∈E Eℤ   
]أثبت أنّ    4. [( 1)( 1),a b− − +∞ ∩ ⊂ Eℕ.  
] ن التطبيقأثبت أ  5. ] [ ]: 0, 0, \ab a b ab a bϕ − − ∩ → − −E E  المعرّف

): بالعلاقة )n ab a b nϕ = − −   تقابلٌ. −
,0]واستنتج عدد عناصر اموعة    ]ab a b− − ∩ E.  

  الحـل

)gcdكان   لـمّا 1. , ) 1a b )استنتجنا أنه يوجد  = , )α β  2في
ℤ  1يحُقّقa bα β+ = .  

na، عندئذ يكون ℤمن  nليكن  n b nα β+ ب خارج على الترتي nxو nq، ليكن =
n، أي bعلى  nα وباقي القسمة الإقليديةّ للعدد nn q b xα = تنتمي إلى  nx حيث، +

{0,1, , 1}b   . وعندئذ يكون لدينا…−
( )n nx a n q a b nβ+ + =  

nأو  nx a y b n+ nبعد أن عرفّنا  = ny n q aβ= +.  

nلنفترض جدلاً أنّ  nx a y b n′ ′+ } حيث = }0,1, , 1nx b′ ∈   . عندئذ يكون لدينا…−
( ) ( )n n n nx x a y y b′ ′− = −  
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)داء الجيقسم  bإذن  )n nx x a′−  وهو أوّلي معa فهو يقسم ،( )n nx x ولكن، استناداً إلى  −′
nxو nxتعريف  nنرى أنّ  ′ nx x b′− n، إذن يجب أن يكون > nx x أن  . وهذا يقتضي=′
nيكون  ny y   . وهكذا نكون قد أثبتنا ما يلي :=′

{ }, !( , ) 0,1, , 1 ,n n n nn x y b x a y b n∀ ∈ ∃ ∈ − × + =ℤ … ℤ  

}لتكن اموعة  2. }2: ( , )xa yb x y= + ∈E ℕ.  
Â  0من الواضح أنّ الشرطny nيقتضي  ≤ ∈ E. 
Â  ليكنn منE إذن يوجد .( , )x y  2من

ℕ  يحُقّقn xa yb=  . عندئذ يكون+

( ) ( )n nx x a y y b− = −  
)يقسم جداء الضرب  bإذن  )nx x a−  وهو أوّلي معa فهو يقسم ،( )nx x−  فيوجدk 
nxيحُقّق  ℤمن  x kb= ny. وهذا يقتضي أن يكون + y ka= −.  

0nxمن كون نستنتج  x kb= + nkbأنّ  ≤ x b≥ − > 1kأي  − >  k، ولأنّ −
0kعددٌ صحيح استنتجنا أنّ  0ny. ونستنتج من كون ≤ y ka= − أنّ  ≤

0ny ka≥ ≥.  
  وهكذا نكون قد أثبتنا أنّ 

0nn y∈ ⇔ ≥E  
n̂العدد  ℤمن  nنعرّف في حالة  3. ab a b n= − − . وعندئذ نستنتج من −

n nn x a y b=   أنّ   +
ˆ

( 1 ) ( 1 )
n n

n n

n ab a b x a y b

b x a y b

= − − − −

= − − + − −
  

1ولأنّ  {0,1, , 1}nb x b− − ∈   استنتجنا أنّ  …−
ˆ 1n nx b x= − ˆو    − 1n ny y= − −  

)وذلك الأنّ الزوج  , )n nx y  معينّ بأسلوب وحيد انطلاقاً منnي . وإذا استفدنا من التكافؤ الذ
  أمكننا أن نكتب 2.أثبتناه في 

( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ\ 0 0n nn y y n∈ ⇔ < ⇔ ≥ ⇔ ∈E Eℤ  
  وهو التكافؤ المطلوب. 
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  وينتج منه بأخذ نفي الطرفين أنّ 
( ) ( )ˆn n∈ ⇔ ∉E E  

)عدداً طبيعيّاً يحُقق  nليكن  4. 1)( )a b q n− −  عندئذ يكون  ≥

ˆ 1n ab a b n= − − − ≤ −  
n̂إذن  ∉ E  ّوهذا يقتضي أنn ∈ E ّإذن لقد أثبتنا أن .  

( 1)( 1),a b − − +∞ ∩ ⊂  Eℕ  
  من الواضح أنّ  5.

ˆ: ,n n ab a b nϕ → = − − −ℤ ℤ ֏  
  .ابلٌ تق

)ولقد أثبتنا أنّ  ) \ϕ =E Eℤ  ُّإنهّ من الواضح أنّ  ثم 

( )[0, ] [0, ]ab a b ab a bϕ − − = − −  
  إذن

( ) ( )[0, ] [0, ] \ [0, ]\ab a b ab a b ab a bϕ − − ∩ = − − ∩ = − −E E Eℤ  

  وعلى هذا يكون التطبيق
ˆ[0, ] [0, ]\ ,ab a b ab a b n n− − ∩ → − −E E ֏  

  تقابلاً. إذن
( ) ( )

( )
( )

2 card [0, ] card [0, ]

card [0, ]\

card [0, ]

1 ( 1)( 1)

ab a b ab a b

ab a b

ab a b

ab a b a b

− − ∩ = − − ∩

+ − −

= − −

= − − + = − −

E E

E  

  ومنه

( )
( 1)( 1)

card [0, ]
2

a b
ab a b

− −
− − ∩ =E  

  أو

{ }( )2 ( 1)( 1)
card ( 1)( 1) : ( , ) ,

2

a b
n a b x y n ax by

− −
< − − ∃ ∈ = + =ℕ  

  ˙  وهو المطلوب.
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Jأُسّ العدد  51. التمرين إلى جداء أعداد أوّليّة. وبكم صفراً تنتهي الكتابة  !1000في تفريق  2عين
  العشريةّ لهذه العدد.

  الحـل

  ، اموعةα، وعدد طبيعي p، وعدد أوّلي 2أكبر أو يساوي   nلة عدد طبيعي لنعرّف في حا

{ }( , , ) : | : 1n n

n
A n p k p k p

p

α α

α
α

   = ∈ = ∈ ≤ ≤ 
   

ℕ ℓ ℕ ℓ  

cardفيكون  ( , , )A n p np αα − =   
npد أي الجزء الصحيح للعد  α−كما يكون .  

{ }1( , , ) : ( | ) ( )

( , , )\ ( , , 1)
nB n p k p k p k

A n p A n p

α αα

α α

+= ∈ ∧

= +

�ℕ  

  إذن

1
card ( , , )

n n
B n p

p pα α
α

+

   
   = −
   
   

.  

)اموعات  )( , , )B n p
α

α ∗∈ℕ
وتصبح خالية بدءاً  nℕمنفصلة مثنى مثنى، واجتماعها يساوي  

  من حد معينّ، إذن

( )
1 ( , , )

!
k B n p

n k
α α≥ ∈

= ∏ ∏  

)في التفريق إلى جداء أعداد أوّلية لأي عنصر من  pهو قوّة العدد  pαولكن  , , )B n p α إذن .
)يعُطى بالصيغة ،إلى جداء أعداد أوّليّة n!العدد  بافتراض أنّ تفريق )

,

! p n

p n p

n p
ν

≤ ∈

= ∏
P

نجد  

  أنّ 

1

1
1 1

1 1 1

( ) card ( , , )

( 1)

p n B n p

n n

p p

n n n

p p p

α

α α
α α

α α α
α α α

ν α α

α α

α α

≥

+
≥ ≥

≥ ≥ ≥

=

   
   = −
   
   
     
     = − − =
     
     

∑

∑ ∑

∑ ∑ ∑
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  ، نستنتج أنّ أخيراً و 
( )

,

! p n

p n p

n p
ν

≤ ∈

= ∏
P

   حيث    
1

( )p

n
n

pαα

ν
≥

 
 =
 
 

∑  

  يساوي !1000في التفريق إلى جداء أعداد أوّلية للعدد  2فمثلاً، أسّ العدد 

( )
9

2
1

1000
1000

2
500 250 125 62 31 15 7 3 1

994

k
k

ν
=

 
 =
  

= + + + + + + + +

=

∑
  

  يساوي !1000في التفريق إلى جداء أعداد أوّلية للعدد  5وأسّ العدد 

( )5

1000 1000 1000 1000
1000 249

5 25 125 625
ν

       
       = + + + =
              

  

كبر قوّة للعدد  نّ أ ينتهي بتسعة  !1000، والعدد 24910تساوي  !1000تقسم  10وعليه فإ
  ˙  وأربعين ومئتي صفر.

Jأثبت أنهّ أياًّ كان  52. التمرينℓ  من∗
ℕ  فيوجد فيℕ  مجال طولهℓ .لا يحوي أعداداً أوّليّة  

  الحـل

  هذا أمرٌ بسيطٌ، إذ يكفي أن نلاحظ أنّ جميع الأعداد في اموعة
{ }( 1)! : 2 1I k k= + + ≤ ≤ +

ℓ
ℓ ℓ  

  ˙  ليست أوّليّة.

Jأوجد العدد  53. التمرينn  3من الشكل 5p q  َأنّ جداء ضرب قواسمه الموجبة يساوي  إذا علمت
10545.  

  الحـل

3في الحقيقة، إنّ مجموعة القواسم الموجبة للعدد  5p qn   هي =
{ }3 5 : 0 ,0k k p q= ≤ ≤ ≤ ≤D ℓ

ℓ  
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  هذه القواسم يساوي ضرب وجداء

( )

( )( ) ( )( )1 1 1 1( 1)

2 2 2

0 0 0
0

( 1)

0

3 5 3 5

3 5 3 5
p p q q q pq q

p q
k k

k p k
q

p
k q

k

+ + + ++

≤ ≤ = =
≤ ≤

+

=

  ∆ = =    

= =

∏ ∏ ∏

∏

ℓ ℓ

ℓ

ℓ  

42فإذا افترضنا أنّ  84 4245 3 5∆ =   استنتجنا أنّ  =
( )( ) ( )( )1 1 1 1

2 2 84 423 5 3 5
p p q q q p+ + + +

=  
  ومنه 

( 1)( 1) 84q q p+ + )  و   = 1)( 1) 168p q p+ + =  
  وعليه

2p q=     و( 1)(2 1) 84q q q+ + =.  
  ئ المعادلةُ ولكن تُكاف

( 1)(2 1) 84q q q+ + =  
  الآتية المعادلةَ 

2( 3)(2 9 28) 0q q q− + + =  
3qإذن  6pومن ثمَّ  =   العدد المطلوب هوو  ،=

   6 33 5 91125n = =.  ˙  

Jليكن  54. التمرينp .ًعدداً أوّليّا  
|أثبت أنّ   1. k

pp C  0في حالة k p< <.  

)ليكن   2. ),a b  2من
ℤ  ّأثبت أن( )( )| p p pp a b a b+ − −.  

)كان    ℤمن  mكانت   أثبت أنهّ، أياًّ   3. )| pp m m−.  

   كان  ℤمن  mكانت   استنتج أنهّ أياًّ   4.

( )1| 1pp m p m −⇒ −�  ( )Fermat  
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  الحـل

0في حالة  1. k p< k. يُكتب >
pC بالصيغة  

( 1) ( 1)

!
k
p

p p p k
C

k

− − +
=

⋯  

kمقام هذا الكسر ويقسم بسطه، فهو يقسم أوّلي مع  pوالعدد 
pC أي ،| k

pp C.  
)ليكن  2. , )a b  2من

ℤ  عندئذ يكون  
1

1

( )
p

p p p k k p k
p

k

a b a b C a b

−
−

=

+ − − = ∑  

1يقسم جميع الأعداد  pولأنّ  2 1, , , p
p p pC C C −

  العدد يقسم pاستنتجنا أنّ  …
( )p p pa b a b+ − −.  

2pفي حالة  3. 2لدينا  = ( 1)m m m m− =   .2ى يقبل وضوحاً القسمة علو وه −
2pلنفترض فيما يأتي أنّ    عدداً فردياًّ ومن ثمَّ  p. فيكون <

, ( ) ( ) ( )p pm m m m m∀ ∈ − − − = − −ℤ  
mإذن يكفي أن نثبتَ المطلوب في حالة  ∈ ℕ .  

|القضيّة  mPلتكن  ( )pp m m−  في حالةm  منℕ 0. إنّ صحّةP  واضحة. لنفترض
|. فيكون لدينا mPصحّة  ( )pp m m− واستناداً إلى ما سبق  

( )| ( 1) 1p p pp m m+ − −  
  إذن 

( )| ( 1) 1 ( )p p p pp m m m m+ − − + −  
  أو

( )| ( 1) ( 1)pp m m+ − +  
  .mصحيحة. فنكون قد أثبتنا الخاصّة المطلوبة بالتدريج على  1m+Pفالقضيّة 

pيحُقّق  ℤمن  mليكن  4. m� .كان العدد   لـمّاp  ًّاستنتجنا أنّ  أوّلياgcd( , ) 1p m = ،
|1وعندئذ نستنتج استناداً إلى توطئة غاوس أنّ  ( 1)pp m m − |1يقتضي  − ( 1)pp m − −.  
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   أو
1, ( ) ( 1mod )pm p m m p−∀ ∈ ⇒ =�ℤ  

  ˙  الصغرى. Fermatوتعُرف هذه الخاصّة باسم، مبرهنة 

Jليكن  55. التمرينn  أثبت أنّ 2عدداً طبيعيّاً أكبر أو يساوي .  
2 1)n (عددٌ أوّليّ  − (n   )عددٌ أوّليّ  ⇐

  هل العكس صحيح ؟  
  الحـل

2، وهو موجود لأنّ nعدداً أوّلياًّ ما يقسم  pفي الحقيقة، ليكن  n≤ عندئذ يوجد .m  في
∗
ℕ  يحُقّقn pm=  من ثمَّ و  

1

0

2 1 2 1 (2 1) 2
m

n mp p kp

k

−

=

− = − = − ∑  

2فإذا افترضنا أنّ  1n 2من كون عددٌ أوّلي استنتجنا من المساواة السابقة، و  − 1p قاسماً أكبر  −
2للعدد الأوّلي  1تماماً من  1n 2، أنّ − 1 2 1n p− = nنّ إأي  − p=  ّومن ثمَّ أنn 
112العكس غير صحيح لأنّ بالطبع،  عددٌ أوّلي. 1 23 89− = ×.  ˙  

Jليكن  56. التمرينm  عدداً من∗
ℕ ّأثبت أن .  

2 1)m (عددٌ أوّليّ  + )يحُقّق  ℕفي  nيوجد  ⇐) 2nm =  
  هل العكس صحيح برأيك ؟  

  الحـل

}maxفي الحقيقة، ليكن  : 2 | }kn k m= ∈ ℕ  2عندئذ يكونnm q= وq  عددٌ فردي
∗من 

ℕوعندها .  
1

2 2 2 1

0

2 1 2 1 (2 1) 2 ( 1)
n n n

q
m q k q k

k

−
− −

=

+ = + = + ⋅ −∑  

2فإذا افترضنا أنّ  1m 22عددٌ أوّلي استنتجنا من المساواة السابقة، ومن كون  + 1
n

قاسماً أكبر  +
2للعدد الأوّلي  1تماماً من  1m 22أنّ ، + 1 2 1

nm + = 2nmنّ إأي  + =.  
522العكس غير صحيح لأنّ  1 641 6700417+ = ×.  ˙  
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Jنعرّف في حالة  57. التمرينn  منℕ  22العدد 1
n

nF = +.  
mأثبت في حالة   1. n>  ّأن( )| 2n mF F −.  
mأثبت في حالة   2. n≠  ّأن( )gcd , 1n mF F =.  
  ه يوجد عددٌ لا ائي من الأعداد الأوّليّة.استنتج من ذلك أنّ  3.
  .641يقبل القسمة على  5Fأثبت أنّ  4.

  الحـل

)لنذكّر أنّ  1. 1) | ( 1)ka a− 122. فإذا وضعنا −
n

a
+

12mو = nk − بافتراض  =−
m n>  ّاستنتجنا أن  

1 1 12 2 2(2 1) | ((2 ) 1)
n n m n+ + − −

− −  
  ولكن

12 2 2 22 1 (2 1)(2 1) (2 1)
n n n n

nF
+

− = + − = −  
|12أي  (2 1)

n

nF
+

22يقسم  nF، إذن − 1
m

|أو  − ( 2)n mF F −.  

nلنفترض أنّ  2. m≠  ّيمكننا دون الإخلال بعموميّة الحل أن نفترض أنm n> ليكن .d 
فردي. نستنتج من نتيجة  mFفردياًّ لأنّ  d. عندئذ يكون mFو nFقاسماً مشتركاً للعددين 

2mFو mF من يقسم كلاًّ  dالسؤال الأوّل أنّ  عدداً  d. وعليه يكون 2فهو إذن يقسم  −
}فهو إذن عنصرٌ من  2فردياًّ يقسم  )gcd. ومنه −{1,1 , ) 1n mF F =.  

  أي nFبأنهّ أصغر عددٍ أوّلي يقسم  npالعدد الأوّلي  nFمن  nلنعرّف في حالة  3.
{ }min : |n np p p F= ∈ P  

:عندئذ يكون التطبيق  , ( ) nn p→ =I P Iℕ .ًمتباينا  
)لأنهّ إذا كان  ) ( )n m=I I  ّاستنتجنا أن( ) ( )p n m= =I I  قاسمٌ مشترك للعددين

nF وmF  ّوهذا يقتضي بناءً على ما سبق أنn m= . في حالة إذn m≠  يكون
gcd( , ) 1n mF F =.  
  غير منتهية. Pمتبايناً أنّ مجموعة الأعداد الأولية  Iوينتج من كون التطبيق 
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7نلاحظ أنّ  4. 4 4641 1 5 2 5 2= + × =   ومنه +
75 2 1mod641× = 4و    − 45 2 mod641= −  

  وعليه يكون لدينا
4 28 7 4 45 2 (5 2 ) ( 1) mod641 1mod641× = × = − =  

4وبالاستفادة من العلاقة  45 2 mod641=   نستنتج أنّ  −
4 28 4 285 2 2 2 1mod641× = − × =  

322 أي 1 0mod641+   ˙  وهي النتيجة المرجوّة.، =

  

Jليكن  58. التمرينn  عدداً من∗
ℕ 1. وليكن 2

1 2
r

rn p p pα α α= إلى جداء  nتحليل  ⋯
  عوامل أوّليّة.

)احسب   1. )d n  عدد القواسم الموجبة للعددn.  

)احسب   2. )nS  مجموع القواسم الموجبة للعددn.  

  أثبت أنّ   3.
 2( , ) , gcd( , ) 1 ( ) ( ) ( )n m n m nm n m∗∀ ∈ = ⇒ =S S Sℕ  

  الحـل

  هي  nوجبة للعدد في الحقيقة، إنّ مجموعة القواسم الم 1.

{ }1 2
1 2( ) : , 0r

r r k kn p p p k
β β β β α= ∀ ∈ ≤ ≤D ⋯ ℕ  

  ومن ثمَّ 

1

( ) card( ( )) (1 )
r

k
k

d n n α
=

= = +∏D  

  بالعلاقة nيعُطى مجموع قواسم  2.
1 2

1 2
( ) 0

1

1 10

( )

1

1

r

k k

kk

k

k

r
d n

r r
k

k
k k k

n d p p p

p
p

p

β β β

β α

αα
β

β

∈ ≤ ≤

+

= ==

= =

  − = =  − 

∑ ∑

∑∏ ∏

D

S ⋯

  

  ˙  يجة واضحة استناداً إلى العلاقة السابقة.هذه النت 3.
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Jنتأمّل متتالية أعداد  59. التمرينFibonacci. ( )n nF ∈ℕ : المعرفّة تدريجيّاً كما يلي  

0 1 2 10, 1, , n n nF F n F F F+ += = ∀ ∈ = +ℕ  
,1أثبت أنهّ   1.  gcd( , ) 1n nn F F +∀ ∈ =ℕ.  
)أثبت أنهّ في حالة   2.  ),n p  2من∗

ℕ  لدينا  
1 1 1n p n p n pF F F F F+ − − −= +  

∗من  qو ℕمن  nأثبت أنهّ في حالة   3. 
ℕ وr  منℕ  لدينا  

( ) ( )( )1gcd , gcd ,qn r n q n r nF F F F+ − +=  
)ومن ثمَّ أنّ    ) ( )gcd , gcd ,qn r n n rF F F F+ =.  

∗من mو  nحالة  أثبت أنهّ في  4. 
ℕ  لدينا( ) ( )gcd ,gcd ,n m n mF F F=.  

  الحـل

  أنّ  ℕمن  nفي الحقيقة، نلاحظ في حالة  1.
2 1 1 2 1 1gcd( , ) gcd( , ) gcd( , )n n n n n n nF F F F F F F+ + + + + += − =  

)فالمتتالية  )1gcd( , )n n n
F F+ ∈ℕ

1ثابتة، ولأنّ   0gcd( , ) 1F F   نستنتج أنّ  =

1, gcd( , ) 1n nn F F +∀ ∈ =ℕ  
  كما يلي :  nPلنعرّف القضيّة  2.

1 1 1: ,n n p n p n pp F F F F F∗
+ − − −∀ ∈ = +P ℕ  

Â 1يّة القضP  2صحيحة وضوحاً، وكذلك تكون القضيّةP بناءً على تعريف متتالية ،
 فيبوناتشي.

Â  ّ1لنثبت أن 2n n n+ +∧ ⇒P P P  وذلك أياً كانn  من∗
ℕ اض . في الحقيقة بافتر

∗من  pنستنتج أنهّ، في حالة  1n+Pو nPصحّة 
ℕ يكون ، 

1 1 1

1 1

n p n p n p

n p n p n p

F F F F F

F F F F F

+ − − −

+ − +

= +

= +
  

  وبالجمع طرفاً إلى طرف نجد  
1 1 1 2n p n p n pF F F F F+ + + − += +  
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  ومنه

( 2) 1 ( 2) 1 1 2, n p n p n pp F F F F F∗
+ + − + − − +∀ ∈ = +ℕ  

  صحيحة أيضاً. 2n+Pفالقضيّة   
∗من  nأياًّ كانت قيمة  nPوهكذا نكون قد أثبتنا صحّة القضيّة 

ℕ.مما يثبت المطلوب .  
∗من  nة في حال 3.

ℕ وq  من∗
ℕ وr  منℕ  لدينا  

( 1) ( 1) 1 ( 1) 1nq r n n q r n q r n n q r nF F F F F F+ + − + − + − − + += = +  
  إذن

( 1) 1

( 1) 1

gcd( , ) gcd( , )

gcd( , )
nq r n nq r n q r n n

n q r n n

F F F F F F

F F F

+ + − + +

− + −

= −

=
  

)1gcdفدنا من كون فإذا است , ) 1n nF F −   استنتجنا أنّ  =
( 1)gcd( , ) gcd( , )qn r n q n r nF F F F+ − +=  

0nوهي وضوحاً صحيحة في حالة  =.  
,تفيدنا الخاصّة السابقة في إثبات أنّ  gcd( , ) gcd( , )qn r n r nq F F F F+∀ ∈ =ℕ  وذلك

  .qبالتدريج على العدد 
∗من mو nلتكن  5.

ℕ ولنضع ،gcd( , )d n m= خوارزميّة إقليدس لحساب القاسم تنص .
)0المشترك الأعظم، أنهّ إذا عرفّنا المتتالية  )k kR 0Rبوضع  ≤ n= 1وR m= 1، ثمُّ عرفّناkR + 

1kRبأنهّ باقي قسمة  0kRفي حالة  kRعلى  − 0kRفي حالة  0، وبأنهّ يساوي ≠ = .  
  وإذا عرفّنا أيضاً 

{ }1min : 0kN k R += ∈ =ℕ  
Ndكان  R= لنرمز بالرمز .kQ  1إلى خارج قسمةkR 0في حالة  kRعلى  − k N< ≤ .

1عندئذ يكون لدينا، في حالة  k N≤   ما يلي  ≥

1 1

1 1

gcd( , ) gcd( , )

gcd( , ) gcd( , )
k k k k k k

k k k k

R R Q R R R

R R R R

F F F F

F F F F
− +

+ +

+=

= =
  

)أي إنّ المتتالية  )
1 1 1

gcd( , )
k kR R k N

F F
− ≤ ≤ +

  ومن ثمَّ ، ثابتة 

0 1 0gcd( , ) gcd( , )
NR R RF F F F=  

)gcdوهذا يُكافئ  , )n m dF F F= ّة.، وهي النتيجة المرجو  ˙  
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Jاحسب  60. التمرينmoda b في الحالات التالية  

( )8 10 12 2001 355 355 88(1945) 5 (1999) (2001) 7 7 17

7 11 11 26 10 100 1001

a

b
  

  الحـل

Â  1945في حالةc 1mod7cنلاحظ أنّ  = ≡  ، إذن−

8 8 8(1945) ( 1) 1mod7a c≡ ≡ ≡ − ≡  
Â  إذا كانp  عدداً أوّلياً، كانت رتبة زمرة العناصر القلوبة في الحقل/pℤ ℤ  1تساويp − ،

1تحقق الاقتضاء :  ℤمن  xإذن أياًّ كان  1modpp x x p−⇒ ذا نص مبرهنة ، وه�≡
Fermat ّ11. إذن بملاحظة أن 105نستنتج أنّ  �5 1mod11≡. 

Â  1999في حالةc 3mod11cنلاحظ أنّ  = ≡  Fermat. وإذا استفدنا من مبرهنة −
10تي أشرنا إليها سابقاً استنتجنا أنّ ال 1mod11c  ، إذن≡

12 10 2 2(1999) ( 3) 9mod11a c c≡ = ≡ − ≡  

Â  2001في حالةc 1mod26cنلاحظ أنّ  = ≡  . إذن−

2001 2001 2001(2001) ( 1) 1mod26a c≡ ≡ ≡ − ≡ −  

Â  3557لحساب mod10  ّ27نبدأ بملاحظة أن 49 1mod10= ≡  . إذن−

355 2 177 1777 7 (7 ) 7 ( 1) 7 3mod10= × ≡ × − ≡ − ≡  

Â  3557لحساب mod100  ّ4نبدأ بملاحظة أن 27 (50 1) 1mod100= −  . إذن≡

355 3 4 88 37 7 (7 ) 7 43mod100= × ≡ ≡  

Â (17)88 لحساب mod1001  ّ88نلاحظ أوّلاً أن 64 16 8= + +. 

( )

( )

( )

( )

2

4

8

16

17 289mod1001

17 289 289 438mod1001

17 438 438 348mod1001

17 348 348 17mod1001

≡

≡ × ≡

≡ × ≡ −

≡ × ≡ −
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 وأخيراً 

( )

( )

32

64

17 17 17 289mod1001

17 289 289 438mod1001

≡ × ≡

≡ × ≡
  

  إذن

  ( ) ( ) ( ) ( )
88 64 16 8

17 17 17 17

438 17 348 620mod1001

= × ×

≡ × × ≡
  

  ˙    وهي النتيجة المطلوبة.

  

Jعينّ قيم 61. التمرين x حلولٌ  ،في حال وجودها، التي هي ،من مجموعة الأعداد الصحيحة
  : في كل من الحالات التالية، المعطاة أو لجمل المعادلات، تللمعادلا

91 84 mod143 91 84 mod147

2 mod12 3 2 mod5

3 mod13 5 2 mod12

5 mod7 17 8 mod19

x x

x x

x x

x x

= =

  = =    = = 
   = =   

� �

� �
  

  الحـل

91ليس للمعادلة  � 84 mod143x حلاً لهذه المعادلة وجدنا عدداً  xحلول. إذ لو كان  =
)يحُقق  kصحيحاً  )84 91 143 13 7 11x k k= + = 13، وكان من ثمَّ + | وهذا  84

  خُلفٌ.
91لحل المعادلة � 84mod147x 13. نلاحظ أّا تُكافئ = 12mod21x ، وهذه =

8بدورها تُكافئ  9mod21x 28،ولأنّ = 1mod21≡ نرى أنّ المعادلة المعطاة تُكافئ ،
72 9mod21x ≡ 91. إذن مجموعة حلول المعادلة ≡ 84mod147x هي  =

{ }9 21 :k k+ ∈ ℤ.  
)gcdلنذكر أنهّ إذا كان  � , ) 1a b 1aيحُققان  βو αأمكننا إيجاد عددين  = bα β+ = 

  وعندئذ تعطى حلول جملة المعادلتين :
mod

mod

x m a

x n b

 =
 =
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) بالعلاقة )modx n a m b abα β=   لنتأمّل إذن الجملة .+
2 mod12

: 3 mod13

5 mod7

x

x

x

 = =
 =

E  

13كان   لـمّا 12 1−   استنتجنا أنّ  =

( )
2mod12

2 13 3 12 mod156 10mod156
3mod13

x
x

x

 = ⇔ = × − × = −
 =

  

  تُكافئ Eفالجملة 
5 mod7

10 mod156

x

x

 = −
 = −

  

67ولأنّ  7 3 156 1× − ×   استنتجنا أنّ  =
( )67 7 10 3 156 5 mod1092 614mod1092x = − × × − × × =  

}هي  E وعة حلول المعادلةإذن مجم }614 1092 :k k+ ∈ ℤ.  
  لنتأمّل الجملة �

3 2 mod5

: 5 2 mod12

17 8 mod19

x

x

x

 = =
 =

E  

2بملاحظة أنّ  3 1mod5× 5و ≡ 5 1mod12× 9و ≡ 17 1mod19× نستنتج  ≡
  تُكافئ E أنّ 

1 mod5

: 2 mod12

4 mod19

x

x

x

 = −′ = −
 = −

E  

5كان   لـمّا 5 2 12 1× − ×   استنتجنا أنّ  =

( )
1 mod 5

50 24 mod60 34mod60
2 mod 12

x
x

x

 = − ⇔ = − + =
 = −

  

  تُكافئ الجملة E′والجملة 
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34 mod 60

4 mod 19

x

x

 =
 = −

  

19ولأنّ  19 6 60 1× − ×   استنتجنا أنّ  =
( )34 361 4 360 mod1140 34mod1140x = × + × =  

}هي  Eإذن مجموعة حلول المعادلة }34 1140 :k k+ ∈ ℤ.  ˙  

Jفي حالة  62. التمرينn من∗
ℕو ،a  منℤ  نكتب( )nr a  دلالة على باقي قسمةa  على

n ّف. ونعر  
{ } ( ){ }0, , 1 : gcd , 1nD k n k n= ∈ − =…  

)و )( ) card nn Dϕ =.  
) احسب كلاً من  1.  )pαϕ  في حالةp أوّلي وα  منℕ .  
: ، وأوّليّان فيما بينهما. أثبت أنّ التطبيق 2عددان طبيعيّان أكبر من  mو nلنفترض أنّ   2. 

( ) ( )( ): , ,nm n m n mD D D k r k r kΛ → × لخاصّة التي هي ا تقابلٌ. ما ֏
  ؟Eulerالمعروف باسم تابع  ϕتستنتجها بشأن التابع 

∗من  nنهّ مهما تكن استنتج أ  3. 
ℕ يكن  

( )

, |

1
1

p p n

n n
p∈

 ϕ = −   ∏
P

.  

  الحـل

.1 Â    0في حالةα 1يكون  = {0}D (0)ومن ثمَّ  = 1ϕ =.  
Â 1ة وفي حالα ,1,2}لدينا  = , 1}pD p= )ومن ثمَّ  …− ) 1p pϕ = −.  
Â وبوجه عام، لدينا  

1\{ : 1 }
p p

D kp k pα α
α−= ≤ ≤ℕ  

  إذن  
1 1

( ) 1p p p p
p

α α α αϕ −
 = − = −   

.  

  ، وأوّلياّن فيما بينهما. ولنتأمّل التطبيق 2عددان طبيعيّان أكبر من  mو nلنفترض أنّ  2.

( ): , ( ), ( )nm n m n mD D D k r k r kΛ → × ֏  
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Â داً، لأنهّ إذا كانلنلاحظ أنّ هذا التطبيق معرّف تعريفاً جيk  منnmD  استنتجنا من كون
gcd( , ) 1k nm )gcdأنّ  = , ) 1k n )gcdو = , ) 1k m . ومن ثمَّ  =

gcd( ( ), ) 1nr k n )gcdو = ( ), ) 1mr k m ). فالعنصر = )( ), ( )n mr k r k  ينتمي
nفعلاً إلى  mD D×.  

Â  ّلنفترض أن( ) ( )k k ′Λ = Λ حيث k وk k. عندئذ يكون nmDمن  ′ k مضاعفاً  −′
|ين العددين أوّليّان فيما بينهما استنتجنا أنّ ولأنّ هذ mو nلكل من  ( )nm k k ′−. 

kولكن  k nm′− kإذن لا بدُّ أن يكون  > k  متباينٌ.  Λ، والتطبيق =′

Â  ليكن( , )a b  منn mD D× .كان  لـمّاgcd( , ) 1n m ) وجدنا = , )u v  2في
ℤ قيحُق 

1un vm+ =  
)وعندئذ نضع    )nmk r unb vma= + .  
kتحُقّق  ℤفي  λ إذن نجد   unb vma nmλ= + من جهة أولى  kيحُقق العددُ  .+
 المساواة

(1 ) ( )k b vm vma nm b m n va vbλ λ= − + + = + + −  
)ومنه    )mr k b=ق من جهة ثانيةويحُق .  

(1 ) ( )k unb un a nm a n m ub uaλ λ= + − + = + + −  
)ومنه  )nr k a= ًإنّ  . وأخيراgcd( , ) 1k nm عدداً أوّليّاً يقسم كلاً  pلأنهّ إذا كان  =
  . mأو  nأحدَ العددين  p، قسم nmو kمن 
ن  	 p|فإذا كا n  ّن |استنتجنا أ gcd( , )p k n  َّثم |ومن  gcd( ( ), )np r k n  أو

| 1p  ّلأن( )gcd ( ), gcd( , ) 1nr k n a n=  وهذا خُلفٌ. =

p|وإذا كان  	 m  ّن |استنتجنا أ gcd( , )p k m  َّثم |ومن  gcd( ( ), )mp r k m 
|أو  1p  ّلأنgcd( ( ), ) gcd( , ) 1mr k m b m=  وهذا خُلفٌ أيضاً. =

)يحُقق  nmDينتمي إلى  kإذن وجدنا  ) ( , )k a bΛ تطبيق غامرٌ. فهو  Λوالتطبيق  ،=
  إذن تقابلٌ.

)gcdنستنتج من ذلك أنهّ في حالة  , ) 1n m   لدينا =
card( ) card( )card( )nm n mD D D=  
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  أي
2( , ) , gcd( , ) 1 ( ) ( ) ( )n m n m nm n mϕ ϕ ϕ∗∀ ∈ = ⇒ =ℕ  

∗ عدداً من nليكن  3.
ℕ وليكن2أو يساوي  أكبر .  

1 2
1 2

r
rn p p p

α α α= ⋯  
  أنّ  rسبق وبالتدريج على العدد  إلى جداء عوامل أوّليّة. عندئذ نستنتج استناداً إلى ما nتحليل 

1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

1 2
1 2

1 2

| ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1
1 1 1

1 1 1
1 1 1

1
1

r r

r

r r

r
r

r

p n p

n p p p p p p

p p p
p p p

n
p p p

n
p

α α α αα α

α α α

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

∈

= = =

           = − − −               
          = − − −              

 = −   
∏
P

⋯ ⋯ ⋯

⋯

⋯
  

  ˙  وهي النتيجة المرجوّة.

Jتابع  63. التمرينEuler نعرّف . رؤية أخرى( ) card( ( / ))n U nϕ = ℤ ℤأياً كان ، n  من
∗
ℕ .  

)و ϕ(1)احسب   1. )pϕ و( )pϕ α  في حالةp عدد أولي وα  من∗
ℕ.  

)gcdأثبت أنّ    2. , ) 1 ( ) ( ) ( )n m nm n m= ⇒ ϕ = ϕ ϕ.  

}استنتج أنه   3. } ( ) ( )
, |

1\ 0,1 , 1
p p n

n n n p
∈

∀ ∈ ϕ = ⋅ −∏
P

ℕ.  

2ليكن   4. n≤ وليكن ،k  منℤ  يحُقّقgcd( , ) 1n k   . أثبت أنّ =
( ) 1modnk nϕ =  

  . Eulerمبرهنة النتيجة  تسمّى هذه   
)أثبت أنّ  5. )

|d n

n d= ϕ∑.  

) لتكن .تطبيق 6. ),G   ق ق تحُ زمرة منتهية  ⋅
{ }( ), card : 1dd x G x d∗∀ ∈ ∈ = ≤ℕ  

  زمرة دوّارة. Gأثبت أنّ 
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  الحـل

  لنذكر أوّلاً أنّ 
( ) { }

{ }
{ }

/ / : ( )

/ : /

[ ] / : gcd( , ) 1n

U n x n O x n

x n x n

x n x n

= ∈ =

= ∈ 〈 〉 =

= ∈ =

ℤ ℤ ℤ ℤ

ℤ ℤ ℤ ℤ

ℤ ℤ

  

(1)من الواضح أنّ 1. 1ϕ   عدداً أوّلياً كان p، وإذا كان =
( ) ( )/ / \{0}U p p=ℤ ℤ ℤ ℤ  

)إذن  ) 1p pϕ = ∗من  αحالة  . وفي−
ℕلدينا ،  

{ }
{ }
{ }1

( / )\ ( / ) [ ] : 0 ,gcd( , ) 1

[ ] : 0 , |

[ ] : 0

p U p x x p x p

x x p p x

px x p

α α α α

α

α−

= ≤ < >

= ≤ <

= ≤ <

ℤ ℤ ℤ ℤ

  

)1 إذن )p p pα α αϕ −−   ومنه =

1 1, , ( ) ( 1)p p p p p pα α α αα ϕ∗ − −∀ ∈ ∀ ∈ = − = −Pℕ  
)لنفترض أنّ  2. , )n m  2من∗

ℕ  قتحُقgcd( , ) 1n m . عندئذ نعلم أنّ هناك تشاكل =
  تقابلي حَلَقي بين الحلقتين

/nmℤ ℤ   و   ( / ) ( / )n m×ℤ ℤ ℤ ℤ.  

  تشاكل تقابلي زمري بين الزمرتينينتج من ذلك أن هناك 

( / )U nmℤ ℤ   و   ( / ) ( / )U n U m×ℤ ℤ ℤ ℤ  
  ونستنتج من ذلك أنّ 

( ) ( ) ( )nm n mϕ ϕ ϕ=  

∗من  nليكن  3.
ℕ عندئذ يُكتب .n  بالشكل  

, |

p

p p n

n p
α

∈

= ∏
P
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  أمكننا أن نكتب 2.فإذا استفدنا من 

, |

( ) ( )p

p p n

n p
α

ϕ ϕ
∈

= ∏
P

  

  يمكننا أن نكتب 1.وبناءً على 

, |

, | , |

, |

1
( ) 1

1
1

1
1

p

p

p p n

p p n p p n

p p n

n p
p

p
p

n
p

α

α

ϕ
∈

∈ ∈

∈

 = −   

 = −   

 = ⋅ −   

∏

∏ ∏

∏

P

P P

P

  

  فنكون قد أثبتنا أنّ 

, |

1
, ( ) 1

p p n

n n n
p

ϕ∗

∈

 ∀ ∈ = ⋅ −   
∏
P

ℕ  

2ليكن  4. n≤ وليكن ،k  منℤ يحُقّقgcd( , ) 1n k ]عندئذ ينتمي صف تكافؤ . = ]k 
لى  nبالقياس  )إ / )U nℤ ℤ ّن )، ونستنتج من ذلك أ )( )card /

[ ] [1]
U n

k =
ℤ ℤ وهذا يُكافئ ،

( ) 1modnk nϕ   . Euler مبرهنةالنتيجة تسمّى هذه . =

( )2, , gcd( , ) 1 1modnn k k n k nϕ∀ ≥ ∀ ∈ = ⇒ =ℤ  

  وبوجه خاص
1, , 1modpp k p k k p−∀ ∈ ∀ ∈ ⇒ =P �ℤ  

  . Fermat مبرهنةوهذه الحالة الخاصّة تسمّى 

عندئذ نعلم أنهّ توجد  .nقاسماً للعدد  d. وليكن 2عدداً طبيعيّاً أكبر أو يساوي  nليكن  5.
nℤ/زمرة جزئيّة وحيدة من  ℤ  عدد عناصرهاd  ولتكنdH.  ُّإنّ  ثمdH  زمرة دوّارة فهي إذن

dℤ/تشاكل تقابلياًّ الزمرة  ℤموعةعرّف . لنا  
{ }/ : ( )dX x n O x d= ∈ =ℤ ℤ  
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هو  x، إذن dHفهي إذن  dكان عدد عناصر الزمرة التي يولدها   dXعنصراً من  xإذا كان 
عنصراً  xكان   dHيولد  dHعنصراً من  xن . وبالعكس إذا كاdHالتي تولد  dHأحد عناصر 

nℤ/من  ℤ  رتبتهd  أيdx X∈نّ . فنكون قد أثبتنا أ  
{ }:d d dX x H x H= ∈ 〈 〉 =  

  ومنه
{ }( )

( )( )
card( ) card / : /

card / ( )
dX x d x d

U d dϕ

= ∈ 〈 〉 =

= =

ℤ ℤ ℤ ℤ

ℤ ℤ
  

)ولكنّ اموعات  )
|d d n

X  ن تجزئة للمجموعةتكو/nℤ ℤ إذن  

| |

card( / ) card( ) ( )d
d n d n

n n X dϕ= = =∑ ∑ℤ ℤ  

) لتكن 6. , )G   ق ق تحُ منتهية  زمرة ⋅
, card({ : 1})dd x G x d∗∀ ∈ ∈ = ≤ℕ  

)cardنضع  )n G=ونعرّف ،  
{ }: ( )dX x G O x d= ∈ =  

)، كما نعرّف nللعدد  dفي حالة قاسمٍ  ) card( )dd Xψ =.  
dXإذا كان  ≠ )cardأي . dرتبته تساوي  Gفي  a، يوجد ∅ )a d〈 〉   ، ومنه=

, 1dy a y∀ ∈ 〈 〉 =  
}ومنه الاحتواء  : 1}da x G x〈 〉 ⊂ ∈   ، ولكن بالاستفادة من الفرْض نجد =

card( ) card({ : 1})dd a x G x d= 〈 〉 ≤ ∈ = ≤  
  إذن

{ : 1}da x G x〈 〉 = ∈ =  
dXوعليه يكون  a⊂ 〈 〉aفي الزمرة الدوّارة  d، ولكن عدد العناصر التي رتبتها تساوي 〈 يساوي  〈

( )dϕ  إذن( ) ( )d dψ ϕ=  ّفي هذه الحالة. لقد أثبتنا إذن أن  
( )| , ( ) ( ) ( )dd n X d dψ ϕ∀ ≠ ∅ ⇒ =  

  وهذا يبرهن أنهّ بوجه عام لدينا
| , ( ) ( )d n d dψ ϕ∀ ≤  
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)ولكن اموعات  )
|d d n

X  منفصلة مثنى مثنى واجتماعها يساويG  إذن
|

( )
d n

n dψ= ∑ .

  منهو 

( )
|

0 ( ) ( )
d n

d dϕ ψ= −∑  

  وجميع حدود اموع موجبة، إذن لا بدُّ أن يكون
| , ( ) ( )d n d dψ ϕ∀ =  

  وبوجه خاص
( ) ( ) 0n nψ ϕ= >  

  دوّارة.زمرة  G، والزمرة nعنصرٌ رتبته  Gفيوجد في 

  ˙   منته تكون دوّارة.زمرة العناصر القلوبة في أي حقل  نّ أمن هذا التمرين  ستنتجن .ملاحظة

J22:  ذكّر بأعداد فِرمان 64. التمرين 1
n

nF = عدداً أوّليّاً  pوليكن  .ℕمن  n ، أياً كان+
∗في  λ. أثبت أنهّ يوجد nFيقسم 

ℕ  11يحُقّق 2np λ += +.  
 الحـل

1pنجُري قسمة إقليديةّ للعدد  باقي القسمة.  rخارج القسمة وليكن  λ، ليكن +12nعلى  −
10فيكون  2nr +≤ < .  

|كان   لـمّا np F  ّ22استنتجنا أن 1mod
n

p= 122ومن ثمَّ  − 1mod
n

p
+

كان   لـمّا. و =
p فردياً استنتجنا انطلاقاً من مبرهنة  دداً أوّليّاً عFermat  ّن 12الصغرى أ 1modp p− = .

11ولكن نستنتج من المساواة  2np rλ +− =   أنّ  +
11 22 (2 ) 2 2 mod

np r r pλ+− = =  
2ومن ثمَّ يكون لدينا  1modr p=.  

0rأنّ  لنفترض 2قاسماً مشتركاً للعددين  p يكون ، عندئذ< 1r 122و − 1
n+

، فهو قاسم −
  للعدد 

1 12 gcd(2 , )gcd(2 1,2 1) 2 1
n nr r+ +

− − = −  
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1gcd(2كان   لـمّاو  , ) 2n kr+ 0 حيث = k n≤ 12nr، لأنّ ≥   ، استنتجنا أنّ >+
22 1mod
k

p= 0 حيث k n≤ ≤  
2وهذا يقتضي أنّ  2 22 (2 ) 1mod

n k n k

p
−

= ، ولكن نعلم من جهة أخرى أنّ =
22 1mod
n

p= |إذن  − 2p  2أوp وهذا خُلفٌ واضح. إذن لا بدُّ أن يكون  =
0r   وهذا يبرهن أنّ  ،=

11 2np λ += +  
  ˙  وهي النتيجة المرجوّة.

للعدد  641أوّلياّن ولإيجاد القاسم  4Fو 3Fستفادة من هذه النتيجة لإثبات أنّ يمكن الا .ملاحظة
5F.  فمثلاً إذا كانp  5عدداً أولياً يقسمF  وجب أن يكونp من الشكل  

61 2 1 64pλ λ λ= + = +  
 ثمّ  ،449،577، 257، 193فنجرب على التوالي  ،فنبدأ بتجريب الأولية من بين هذه الأعداد

  فنعثر على القاسم المنشود. .641

  

  

UIO  
JkL  
M<>  
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  كثيرات الحدود على حقل تبديليّ 

  
  عموميات   1.

   وصف البنية والمفاهيم الأساسيّة 1-1.

)إلى اموعة  X الرمزحلقة تبديلية ولنرمز ب Aلتكن  )A ℕ  أي مجموعة المتتاليات
( )n na ∈ℕ  التي حدودها منA  نهّ إذا كانت إمنتهياً. أي  الصفريةّوالتي يكون عدد حدودها غير
( )n na ∈ℕ  متتالية حدودها منA  كان  

( ) { }( )

0 0

card : 0

, 0

n nn

n

a n a

n n n a

∈ ∈ ⇔ ∈ ≠ < +∞

⇔ ∃ ∈ ∀ > =

Xℕ ℕ

ℕ
  

  القوانين التالية: Xنعرّف على هذه اموعة 

) إذا كان � )n na a ∈= ℕ و ( )n nb b ∈= ℕ  عنصرين منX  كان  
( )n n na b a b ∈+ = + ∈ Xℕ   

)إذا كان  � )n na a ∈= ℕ  عنصراً منX ، وλ  عنصراً منA  كان   
( )n na aλ λ ∈⋅ = ∈ Xℕ  

)إذا كان  � )n na a ∈= ℕ و ( )n nb b ∈= ℕ  عنصرين منX  كان  

0

n

k n k

k n

a b a b −
= ∈

 × = ∈  ∑ X

ℕ

  

) نتحقق بسهولة أنه إذا كانت حدود المتتاليةإذ  )n na ∈ℕ  0معدومة بدءاً من الدليلn،  وكانت
)حدود المتتالية  )n nb ∈ℕ  0معدومة بدءاً من الدليلmحدود المتتالية  ، كانتa b+  بدءاً معدومة 

0 من الدليل 0max( , )n m ،حدود المتتالية وكانت a b×  0اً منبدءمعدومة 0n m+ وهذا .
  ما يبينّ صحة تعريف القوانين السابقة.

 الفصل الرابع

  www.hiast.edu.sy  المعهد العالي للعلوم التطبيقية والتكنولوجيا
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  :الخواص التالية صحّةحلقة تبديليّة، فإننا نتحقق بسهولة  Aثمُّ، لأنّ 
)البنية   � ), ,+ ×X حلقة تبديلية، واحدها العنصر( )1,0,0,= أي المتتالية التي  1…

  وبقية حدودها أصفار. Aأوّل حد فيها هو حيادي الضرب في 
  كان  Aمن  µو λو ،Xمن  bو aاً كان أيّ   �

� 1A a a⋅ =  
� ( ) a a aλ µ λ µ+ ⋅ = ⋅ + ⋅  
� ( )a b a bλ λ λ+ = ⋅ + ⋅  
� ( ) ( )a aλ µ λ µ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅  

):  كان  Aمن  λو ،Xمن  bو aاً كان أيّ   � ) ( )a b a bλ λ× = ×.  
)نّ البنية إنقول إذن ف ),, ,+ × ⋅X  جبر تبديلي على الحلقةA.  

)إلى المتتالية  kδ الرمزلنرمز ب ),k n n
δ

∈ℕ
  : يأتيالمعرفّة كما ، Xمن  

,

1 :

0 :k n

n k

n k
δ

==  ≠
,0)�،  أو   0, , 1 ,0, )k

k

δ = … …  

 0δ. نلاحظ أنّ 1 فهو يساوي kعدا الحد الذي دليله  أي المتتالية التي جميع حدودها أصفار ما
الذي يساوي  1δ. أمّا العنصر 1 ولقد رمزنا إليه سابقاً بالرمز ×هو العنصر الحيادي بالنسبة إلى 

( )0,1,   .Xفنرمز إليه عادة بالرمز  …,0
1لنثبت أنّ  1n nδ δ δ +× 1. في الحقيقة إذا وضعنا = ( )n p paδ δ ∈× = ℕ  كان   

, 1, , 1
0

1 : 1

0 : 1

p

p n k p k n p
k

p n
a

p n
δ δ δ− −

=

= += = =  ≠ +
∑  

  كان،  ℕ∗من  nينجم عن ذلك بالتدريج أنهّ، أياً كان 
n

n
n

X X X X δ= × × × =⋯���������������  

)وإذا كان  )n na a ∈= ℕ  عنصراً منX ، ّفإنa  ُبالصيغة :وحيد  أسلوبكتب بي  
0

0 1

n
n n n

n n

a a a a Xδ
≥ ≥

= ⋅ = + ⋅∑ ∑  

0naالسابق منتهٍ لأنّ نلاحظ أنّ اموع    بدءاً  من حد معينّ. =
]نرمز عادة بالرمز  ]A X  إلى البنية( ),, ,+ × ⋅Xجبر كثيرات الحدود التي ثوابتها من  . ونسميها

A بمتحوّل واحد X .  



 عموميّات 273

وسنرمز  Kحقل تبديلي وسنرمز إليه بالرمز  Aمن الآن فصاعداً سنفترض أنّ  .تنبيه مهم  �
] الرمزب ]XK .إلى جبر كثيرات الحدود الموافق  

  لنلخّص ما توصّلنا إليه:
)إنّ  البنية الجبرية  	 )[ ], , ,X +× ⋅K  جبر على الحقلK تكون البنية، وبوجه خاص 

( )[ ], ,X + ×K و ،حلقة تبديلية( )[ ], ,X + ⋅K  فضاء شعاعي علىK.  
)نصر إلى الع Xوإذا رمزنا بالرمز  	 )0,1, , 0,… )من  … )

K
ℕ  ّواصطلحنا أن

( )0 1,0, ,0,X = = … )0فإنّ الجماعة 1… )n
nX تكون أساساً للفضاء الشعاعي  ≤

( )[ ], ,X + ⋅K  على الحقلK أي إنّ كلّ عنصر .P  من[ ]XK  ُكتب وبشكل وحيد ي
  :الآتيوجه على ال

0

k
k

k

P a X
≥

= ∑  

0ka يكون اموع منتهياً لأنّ و  )0معينّ. ونسمّي الأساس  من حدّ  اً بدء = )n
nX ≥ 

] فضاء الشعاعيلالأساس القانوني ل ]XK  علىK.  

 فإننّا نحصل على الجبر Xعوضاً عن  T الرمزب X: إذا رمزنا إلى المتحوّل  ملاحظات 2-1.
[ ]TK  عوضاً عن[ ]XK  لقد جرت العادة، أنّ نكتب .PQ  دلالة علىP Q× 

Pλدلالة على  Pλو )في حالة  ⋅ , , )P Q λ  2من( [ ])X ×K K . وذلك لعدم
التباس بين القانونين فأحدهما داخليّ والآخر خارجيّ. هذا ونطابق بين الحقل  وقوعإمكان 
K،  والحقل الجزئي{ }[ ] [ ]1 1 :X Xλ λ⋅ = ∈K KK K  من[ ]XK.  

ليكن  .تعريف 3-1.
0

k
k

k

P a X
≥

= ]عنصراً من  ∑ ]XK 0. إذا كانP   قلنا إنّ  =

( )deg P = )و  ∞− )val P = +∞  
0Pأمّا إذا كان    : فإننّا نعرّف ≠

( ) { }deg max : 0kP k a= ∈ ≠ℕ   
)  و ) { }val min : 0kP k a= ∈ ≠ℕ  

)ونسمّي )deg P درجة كثير الحدود P . يبقى هذا التعريف في حالة كونK  حلقة
  تبديلية.
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إذا كان  .تعريف 4-1.
0

k
k

k

P a X
≥

= ]عنصراً من  ∑ ]XK   0وكانP ≠  أسمينا الحد  

d
da X  في حالةdeg( )d P= الحدّ الأعلى درجة في P أو الحد المُسَيْطِر في 

P،  1وإذا كانda   نظامي. أو واحديّ  كثير حدود  Pقلنا إنّ  =

]من  Qو Pليكن كثيرا الحدود  .مبرهنة 5-1. ]XK هذه الحالة. في :  
Â ( ) ( ) ( )( )deg max deg , degP Q P Q+ في الحالة التي المساواة  تقعو  .≥

) يكون فيها ) ( )deg degP Q≠.  
Â ( ) ( ) ( )( )val min val , valP Q P Q+ في الحالة التي يكون المساواة  تقعو  .≤

) فيها ) ( )val valP Q≠.  
Â ( ) ( ) ( )deg deg degP Q P Q× = +.  
Â ( ) ( ) ( )val val valP Q P Q× = +.  

  الإثبات 

إنّ الخاصتين الأولى والثانية بسيطتان، والخاصة الرابعة مماثلة في إثباا للخاصة الثالثة. لنثبت   
 ّ0ا صحيحة إذا كان إذن الخاصة الثالثة. من الواضح أP 0Qأو  = . لنفترض إذن أننا =

  أي إنّ لحالات، لسنا في مثل هذه ا

0

n
k

k
k

P a X
=

= 0na مع ∑ و     ≠
0

m
k

k
k

Q b X
=

= 0mbمع   ∑ ≠.  

ويكون 
0

k
k

k

P Q c X
≥

× = p مع ∑ t s

t s p

c a b
+ =

= ∑.  


nإذا كان   m p+ tو  > s p+ tفلا بدّ أن يكون  = n>  أوs m> 
0ومن ثمّ  ta=  0أو sb=  ّ0مما يقتضي أن pc=.  


nإذا كان   m p+ tو  = s p+ tفلا بدّ أن يكون  = n≥ أوs m≥ ،
)ن ثمَّ مو  , ) ( , )n m t s≠   ً0يقتضي أيضا t sa b= إذن أنهّ يجب أن . نستنتج

n يكون m n mc a b+   ومنه ،حقل تبديليّ فهو حلقة تامّة K، ولكنّ =
0 )na≠  0و (0n m mc b+≠ ⇐ ≠  

)إذن  ) ( ) ( )deg deg degP Q P Q× = +.  �  
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]واضح من الإثبات السابق، أنّ المبرهنة السابقة تبقى صحيحة في  .ملاحظة 6-1. ]A X ت إذا كان
A  ْالحلقة  حلقة تامّة وتصبح خاطئة إذا حَوَتA .قواسم للصفر  

لحلقة  .نتيجة 7-1. نّ ا )إ )[ ], ,X + ×K مّة. والعناصر القَلوبة فيها هي }حلقة تا }\ 0K  أي
{ }( [ ]) \ 0U X =K K.  

  الإثبات

0PQفي الحقيقة، إنّ الشرط  )deg يكافئ = )PQ =   أو ∞−
( ) ( )deg degP Q+ = −∞  

(إمّا أن يكون ف، 1-5.وذلك بمقتضى المبرهنة  deg( )P = )أي ∞− 0P أو أن يكون  =
) deg( )Q = )أي ∞− 0Q =.  
}من الواضح أنّ  }( [ ]) \ 0U X ⊃K Kكثير الحدود   ، ومن ناحية أخرى يكونP  من

[ ]XK  َكثير حدود   قلَوباً إذا  وُجِدQ  في[ ]XK 1 يحُقّقPQ   وهذا يقتضي أنّ  =
( ) ( )deg deg 0P Q+ =  

degومن ثمَ  ( ) 0P }أو  = }\ 0P ∈ K.  �  

ليكن كثيرا الحدود .تعريف 8-1.
0

n
k

k
k

P a X
=

= و ∑
0

m
k

k
k

Q b X
=

= ]من  ∑ ]XK نسمّي . 

Pكثير الحدود  Qو  Pناتج تركيب كثيري الحدود Q	أو ،( )P Qالعلاقة، المعرّف ب  

0

n
k

k
k

P Q a Q
=

= ∑	  

نتحقق بسهولة  أنّ قانون تركيب كثيرات الحدود تجميعيّ، ولكن ليس تبديلياً، فمثلاً 
(1 ) 1 2X+ 1في حين نجد أنّ  	= (1 ) 1X+ . و نلاحظ من ناحية أخرى أنّ 	=

( )P R Q P Q R Q+ = +	 	 المثال التالي أنّ تركيب كثيرات الحدود لا ، في حين يبينُّ 	
  ، إذيقبل التوزيع على الجمع من اليسار

1 (1 ) 1X+ 1  و   	= 1 1 2X+ =	 	.  
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: ليكن كثير الحدود  تعريف 9-1.
0

n
k

k
k

P a X
=

= ]من  ∑ ]XKمّي التطبيق . نس  




0

: ,
n

k
k

k

P x a x
=

→ ∑K K ֏  

  . ونتحقق بسهولة أنّ:P التابع الحدودي الموافق لكثير الحدود
( ) � 
 
 � 
 


 
 � 
 


2( , ) [ ] , , , ,

, .

P Q X P Q P Q P Q P Q

P P P Q P Q

λ

λ λ

∀ ∈ ∀ ∈ + = + × = ⋅

= =

K K

	 	
  

)ولقد جرت العادة أن نكتب  )P a  عوضاً عن
( )P a  أياً كانa  منK.  
موافق لكثير حدود غير الصفر أن يكون تابعاً  اً ملاحظة أنه يمكن لتابعٍ حدودي من المهم جد

2Pصفرياً. فمثلاً إذا تأمّلنا كثير الحدود  X X= 2 على الحقل + /2=F ℤ ℤ  أنّ وجدنا 
0P 
 لأنه من الدرجة الثانية، في حين يكون ≠

2, ( ) 0x P x∀ ∈ =F.  

] قابلية القسمة في  2. ]XK  

  لنذكّر في هذه الحالة الخاصّة بالتعاريف العامة. .تعريف1-2.
]من عنصرين  Qو Pإذا كان � ]XK 0و Q≠ .إنّ  قلناQ يقسم P  كتبناو Q P 

]في  Rإذا وفقط إذا وُجِدَ  ]XK  يحُقّقP RQ=.  
Pوإذا كان  � Q وQ Pوجدنا ، λ  في{ }\ 0∗ =K K يحُقّق P Qλ= ،وعندها 

 .شريكان Qو Pنقول إنّ كثيريَ الحدود 

]من  Bو Aليكن كثيرا الحدود . مبرهنة 2-2. ]XK ،0 مع B≠ . توجد ثنائية عندئذ
( ),Q R  وحيدة من[ ] [ ]X X×K K تحُقّق  

A QB R= deg   و   + degR B<  

  الإثبات 
1إذا كان. لنثبت أوّلاً الوحدانية � 1A QB R Q B R= + =   كان  +

( )1 1R R Q Q B− = −  

10الشرط و  Q Q≠ )يقتضي  − )( )1deg degQ Q B B−  ومنه  ≤

( ) ( )1 1deg deg max deg , deg degB R R R R B≤ − ≤ <  
1Q. إذن خُلفٌ وهذا  Q=  َّ1و من ثمR R=.  
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  .لنأتِ إلى إثبات الوجود �

degنفترض أنّ  0d B= ونضع  ≤
0

d k
kk

B b X
=

0 مع، ∑= pb≠.  سنثبت النتيجة
  .Aالمطلوبة بالتدريج على درجة 


0Aإذا كان   degA، أو كانت = d< وفت الثنائيّة ( ) ( ), 0,Q R A= الغرض.ب  

صحة الخاصة المطلوبة عند قسمة . ولنفترض أننا أثبتنا d عدداً أكبر أو يساوي n كن إذنيل 

 من كثيرات الحدود أي A، 1 لىالتي لا تزيد درجتها عn   .Bعلى  ،−
ليكن 

0

n k
kk

A a X
=

]من  ∑= ]XK ،يحُقّق degA n=ولنعرّف .  

1
n n d

d

a
A A X B

b
−= − ⋅  

1degإنّ  1A n≤ ) زوجاً  نجد ،ض التدريجفرْ  ، واستناداً إلى− )1 1,Q R يحُقّق  
1 1 1A Q B R= 1degو  + degR B<  

   عندئذ يكون

1 1
n n d

d

a
A X Q B R

b
− = + +  

  

) فتفي الثنائيّة ) 1 1, ,n n d

d

a
Q R X Q R

b
− = +   

  �  لإثبات.ويتم ا بالغرض المطلوب، 

وقد  Bعلى كثير الحدود  Aكثير الحدود ة لنبينّ فيما يلي عملية القسمة الإقليدي .مثال 3-2.
  عرفّنا

4 3 22 5 2 1A X X X X= + − + 22و    + 3 1B X X= − +  

 4 3 2 2

4 3 2

3 2 2

3 2

2

2

2 5 2 1 2 3 1

2 3

8 2 2 1 4 5

8 12 4

10 2 1

10 15 5

13 4

X X X X X X

X X X

X X X X X

X X X

X X

Q

A B

R

X X

X

+ − + + − +

− + −

− + + + +

−

←

→

→ ←

+ −

− +

− + −

−  
  فنكتب إذن

( ) ( ) 2( 4 5) 13 4A X B X X X X= + + + −  
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)إنّ الحلقة  .مبرهنة 4-2. )[ ], ,X + ×K .ّرئيسي حلقة رئيسية. أي إنّ كلّ مثالي فيها مثالي  

  الإثبات 
]مثالياً في  I ليكن ]XK ّعن مختلف. يمكن أن نفترض أنه { ما  كليس هنافي هذه الحالة  ، إذْ 0{

}يجب إثباته، ولنعرّف  }{ }deg : \ 0P P= ∈N I ّإن .N  مجموعة جزئية غير خالية في
ℕ  0فتقبل إذن عنصراً أصغرياً.  ونجدP  في{ }\ 0I  يحُقّق  

{ }{ }0deg min deg : \ 0P P P= ∈ I  
}بالطبع لدينا الاحتواء   }0 0: [X] [X]PQ Q P⊃ ∈ =I K K.  

)نجد ، Iعنصراً من  Pوبالعكس، إذا كان  ),Q R في( )2[ ]XK يحُقّق  
0P QP R= 0degو   + degR P<  

0Rولكن  P QP= 0Rفإذا كان ، Iينتمي إلى  − . إذن 0Pتعريف  ناقض ذلك ≠
0 R= 0 ومنه [ ]P P X∈ K .0 نكون قد أثبتنا أنّ ف [ ]P X = IK والمثالي ،I  مثالي
  �  رئيسي. 

]0إذا كان  .ملاحظة 5-2. ] [ ]P X P X=K K  كان P 0وP أي يوجد ينشريك λ  في
∗
K 0 يحُقّقP Pλ=.  

ه عام وقدّمنا العديد من التعاريف. جلقد درسنا سابقاً قابلية القسمة في حلقة رئيسية بو 
]سنعود للتذكير ا في  الحالة الخاصة الموافقة للحلقة الرئيسية  ]XK.  

1لتكن كثيرات الحدود  .تعريف 6-2. 2, , , nA A A… نم [ ]XK ّنقول إن .P مضاعف 
1لكثيرات الحدود  ،أو أصغر ،مشترك بسيط 2, , , nA A A… : إذا كان  

1

[ ] [ ]
n

i

i

P X A X⋅
=

=K K∩  

)ئذ ونكتب حين )1 2Lcm , , , nP A A A∈ ….  
1لكثيرات الحدود  قاسم مشترك أعظم Qونقول إنّ  2, , , nA A A… : إذا كان  

1 2[ ] [ ] [ ] [ ]nQ X A X A X A X= + + +K K K K⋯  
)وكذلك نكتب عندئذ  )1 2Gcd , , , nQ A A A∈ ….  
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)كانت عناصر كلٍ من اموعتين   لـمّا )1 2Lcm , , , nA A A… و( )1 2Gcd , , , nA A A… 
 كثيرات الحدودفإننا نصطلح أن نسمّي المضاعف المشترك الأصغر ل 2-5.)انظر الملاحظة(متناسبة 

1 2, , , nA A A… موعةالعنصر الواحدي أوالنظامي في ا ( )1 2Lcm , , , nA A A…  ونرمز إليه
)بالرمز  )1 2lcm , , , nA A A… كثيرات ل. وكذلك نصطلح أن نسمّي القاسم المشترك الأعظم
1 الحدود 2, , , nA A A…  موعة  الوحيد العنصر الواحدي أو النظاميذلكفي ا

( )1 2Gcd , , , nA A A…  ونرمز إليه بالرمز( )1 2gcd , , , nA A A….  

1لتكن كثيرات الحدود  .مبرهنة 7-2. 2, , , nA A A…  من[ ]XK .عندئذ   
( ) ( )( )1 2 1 2lcm , , , lcm , lcm , ,n nA A A A A A=… …  
( ) ( )( )1 2 1 2gcd , , , gcd , gcd , ,n nA A A A A A=… …  

1نقول إنّ  .تعريف 8-2. 2, , , nA A A…  إذا وفقط إذا كان  أوّليّة فيما بينها كثيرات حدود  
( )1 2gcd , , , 1nA A A =…  

  لاحظ أنّ هذا يكافئ قولنا

1 2[ ] [ ] [ ] [ ]nX A X A X A X= + + +K K K K⋯  
1كثيرات حدود   وجودوهذا بدوره يكافئ  2, , , nP P P…  من[ ]XK تحُقّق المساواة  

 
1

1
n

i i

i

AP
=

=∑  

  .Bézoutيسمى هذا التكافؤ مبرهنة 
  مبرهنة 9-2.
]من  Cو Bو Aكثيرات الحدود كن  تل 	 ]XKكان  . إذا|A BC  وكانA وC 

Aكانأوليّين فيما بينهما   B.  
1و Aإذا كانت  	 2, , , nB B B…   كثيرات حدود من[ ]XK  كان وiB وA  أوّليين فيما

 كان  ،nℕمن  iأياً كان بينهما 
1

gcd( , ) 1
n

i
i

A B
=
∏ =. 

1و Aلتكن  	 2, , , nB B B…  من  كثيرات حدود[ ]XK   ّكثيرات الحدود . نفترض أن
1 2, , , nB B B…  ّأوّليّة فيما بينها مثنى مثنى، وأن|iB A  أياً كانi  منnℕ،  عندئذ

يكون 
1

n

i
i

B A
=

  ∏   
.  
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  الإثبات 
 يحُققان مساواة بيزو 2Pو  1Pأوليّين فيما بينهما، وجدنا كثيريَ حدود  Cو Aإذا كان  	

1 2 1CP AP+ 1ومنه   ،= 2BCP BAP B+ A|و لأن  = BC  نجدA B.  

2n. لنثبت صحتها في حالة nيجري إثبات الخاصة بالتدريج على  	 =. 

( )

( )

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

, [ ], 1

, [ ], 1

P Q X P A Q B

P Q X P A Q B

∃ ∈ + =

∃ ∈ + =

K

K
 

1د نج طرفاً بطرف، ضرب العلاقتينبو  2 1AP B B Q+  وقد عرفّنا =

1 2 2 2 1 1 1 2P P B Q P B Q P P A= + 1   و   + 2Q Q Q=  
1و Aأي إنّ  2B B  لى إأولياّن فيما بينهما. ونترك للقارئ مهمة التعميمn.  
2n حالة سنثبت الخاصة الأخيرة أيضاً في 	 ، تاركين مهمة التعميم بالتدريج تمريناً للقارئ. =
1Bإنّ  A  1إذن 1A B P= 2، واستناداً إلى الخاصة الأولى 1 1B B P 1وB2وB  أوليّان فيما

2بينهما، إذن  1B P  1ومنه 2 2P B P= ّ1، نستنتج إذن أن 2 2A B B P=  1أو 2( )B B A.�  

b يحُقّقان Kعنصرين من  bو aليكن  .نتيجة 10-2. a≠ وليكن .( , )n m  2من∗ℕ .
  عندئذ يكون 

( )gcd ( ) , ( ) 1n mX a X b− − =  
  الإثبات
)نلاحظ أوّلاً أنّ    )gcd , 1X a X b− −   وذلك لأن =

( ) ( ) 1X a X bλ λ− − − =  
1حين يكون 

b a
λ =

−
  . وإذا طبّقنا النقطة الثانية من المبرهنة السابقة بعد أن نختار

,m ii B X b∀ ∈ = −ℕ  وA X a= −  
)وجدنا  )gcd ,( ) 1mX a X b− −   تارالنقطة نفسها بعد أن نخ مجدّداً إذا طبّقنا و . =

,n ii B X a∀ ∈ = −ℕ  و( )mA X b= −  
  وجدنا

  ( )gcd ( ) , ( ) 1n mX a X b− − =  �  
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  خوارزمية إقليدس 11-2.
] يحُسب القاسم المشترك الأعظم لكثيري حدود من ]XK  خوارزمية باتباع ما يسمّى

حساب القاسم المشترك  فيد فيابقِة في خطوطها العريضة لتلك الخوارزمية التي تط، وهي مُ إقليدس
  الأعظم لعددين صحيحين، التي درسناها سابقاً. لنذكّر ذه الخوارزميّة.

  تكمن نقطة انطلاق هذه الخوارزمية في الملاحظة التالية:  
)أياً كان� ), ,Q B A 3من( [ ])XK  كان Gcd( , ) Gcd( , )A B A QB B= −�  

Aو  Bهي نفسها مجموعة قواسم  Bو Aوذلك لأن مجموعة قواسم  Q B−.  
]كثيري حدود من   Bو Aليكن  ]XK  ّمختلفين عن الصفر، يمكننا أن نفترض أن

deg degB A≤ سألة. وذلك دون الإخلال بعموميّة الم  

) ةنعرّف المتتالية التدريجيثمُّ  ) 0k kR ]من  ≤ ]XK الآتي وجهعلى ال :  

0Rنضع  A= 1وR B= ن ذا كا وإ  .0kR 1وضعنا  = 0kR + =  
1kRعرفّنا وإلاّ  1kRكثير الحدودباقي القسمة الإقليدية ل بأنهّ +   .kRعلى  −

1لنثبت، بالتدريج على  k≤ ّأن ،  
deg deg 1kR B k≤ − +  

1إذا كان في الحقيقة،  k=   كانت العلاقة واضحة. وإذا كانت العلاقة صحيحة عندk فإمّا أن ،
0kRيكون  1kومن ثمَّ تبقى العلاقة صحيحة عند القيمة ، = 0kR، و إمّا أن يكون + ≠، 

1degوينتج منه أنّ  degk kR R+   ، إذن>
( )1deg deg 1 deg 1 1 deg 1 1k kR R B k B k+ ≤ − ≤ − + − = − + +  

1kوالعلاقة صحيحة عند القيمة  +.  
0نجم عن ذلك أنهّ إذا كان ي deg 2k B=  كان  +

0
deg 1kR ≤ أي  −

0
0kR = .

  بالعلاقة Nهذه الملاحظة بتعريف العدد الطبيعي فيدنا ت

{ }max : 0kN k R= ∈ ≠ℕ  
degما سبق، يحقق  وهو، بناءً على 1N B≤ 0NR، ويكون + 1و  ≠ 0NR + = .  

  يحُقّق kQنجد  Nℕمن  kمهما يكن 
1 1k k k kR Q R R− += +  
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  نجد ة المذكورة آنفاً الخاصّ  عمالوباست
( ) ( ) ( ) ( )0 1 1 2Gcd , Gcd , Gcd , Gcd , 0NA B R R R R R= = = =⋯  

)gcdفيكون إذن  , )A B وNR  شريكين، ونحصل علىgcd( , )A B  منNR  بقسمته على
  يصبح واحدياً.لثابت الحد الأعلى درجة فيه، 

)ين هذا وإذا عرفّنا المتتاليت )0k k NS ≤ )و ≥ )0k k NT ≤ ]من  ≥ ]XK بالعلاقات  

0 1 1 1

0 1 1 1

1, 0,

0, 1,

k k k k

k k k k

S S S S Q S

T T T T Q T

+ −

+ −

= = = −

= = = −
  

}من  kأن نثبت بالتدريج على  أمكننا }0,1, ,N…  ّأنk k kR S A T B=  ، ومن ثمَّ +
Nيكون  N NR S A T B= +.   

]من  0Vو  0Uهذه الخوارزميّة المعمّمة بتعيين  فيدنات ]XK قانيحُق  

( )0 0 gcd ,U A V B A B+ =  
)gcdزمة لحساب اللاكثيرات الحدود نلاحظ بوجه خاص أنّ عدد عمليات قسمة   , )A B  لا يزيد

min(degعلى  , deg )A B.  

3ليكن  .مثال 12-2. 2 1A X X= + 2و + 1B X= ]من  + ]XK ّالقاسم  ، عين
) المشترك الأعظم )gcd ,D A B= 0،  ثمُّ أوجدV 0وU  يحُقّقان  

0 0AU BV D+ =  
  : لقد بيـّناّ نتائج الحساب في الجدول التالي

3

2

2

2

0 1 1 0

1 1 1 0 1

2 1

4 0

1 1

1

3

k k k kk R Q S T

X X

X X

X

X X X

X X

X

+ + −

+ +

− −

− − − +

− −

−

  

1Dو منه  0Uو  = X= 2و   −
0 1V X X= − −.  
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}من Bو Aليكن كثيرا الحدود .مهمةملاحظة  13-2. }[ ]\ 0XK 0 ولنفترض أنهّ يوجدU 
0يحُققان  0Vو 0 1AU BV+   . عندئذ يكون =

{ } { }2
0 0( , ) ( [ ]) : 1 ( , ) : [ ]u v X Au Bv U hB V hA h X∈ + = = + − ∈K K  

  تافه.  ⊂في الحقيقة، إنّ الاحتواء 
1Auوبالعكس، إذا كان  Bv+ 0أي  = 0Au Bv AU BV+ =   كان  +

  0 0( ) ( )A u U B V v− = −  ( )∗  
)0يقسم  Aو ،من جهة Bأوليّ مع  Aولكن  )B V v−  من جهة أخرى. إذنA  يقسم

0V v− أي يوجد .h  ينتمي إلى[ ]XK  ق0يحُقv V hA= ). وبالتعويض في − )∗ 
0uنجد  Aوالاختصار على  u hB= −.  

}عنصرين من  BوAإذا كان .ملاحظة 14-2. }[ ]\ 0XKوأردنا حساب ، lcm( , )A B 
)فيمكننا أن نبدأ بحساب  )gcd ,A Bالتالية  العلاقة لاستفادة من، ثم نستنتج المطلوب با :  

( ) ( )gcd , lcm ~A B A,B A B⋅ ⋅.  
]من  Pكثير الحدود إنّ  نقول  .تعريف 15-2. ]XK إذا وفقط  ،أو غير خزول ،غير قابل للتحليل

  إذا كان 
Â deg 0P >.  
Â ( ) ( )[ ], deg deg deg 0Q X Q P Q P Q∀ ∈ ⇒ = ∨ =K.  

∗هي عناصر  Pأو بقول آخر إذا كانت  قواسم    
K  وشركاءP.  

]ينجم عن هذا التعريف أنّ كثيرات الحدود من الدرجة الأولى في  ]XK ة، تكون غير خزول
  ولكن العكس غير صحيح عموماً.

]كثير حدود غير خزول في   Pذا كان إ .مبرهنة 16-2. ]XK ،وكان A  عنصراً من[ ]XK ،
  .A لا يقسم Pفيما بينهما وبين كوْن أوليين  Pو A الحدود اكثير   فهناك تكافؤ بين كوْن

  الإثبات
)gcdهذا صحيح لأن  , )A P  يقسمP.  �  
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]ول في كثير حدود غير خز   Pليكن  .نتيجة 17-2. ]XKإن الشرط اللازم والكافي حتى يقسم . 
P  1كثيرات الحدود ضرب  جداءP 2وP و⋯وnP  في[ ]XK،  هو أن يقسمP 

  أحدها. 

  الإثبات

 كان   nPو⋯و 2Pو 1Pأولياً مع كلٍ من كثيرات الحدود  Pهذا صحيح لأنه إذا كان 
  �  .ء ضراأولياً مع جدا

]إلى مجموعة كثيرات الحدود الواحديةّ وغير الخزولة في  Pلنرمز بالرمز  ]XK .يكون كل  ف
]كثير حدود غير خزول في  ]XK  ٍو واحد فقط من ،شريكاً لعنصر واحدP .  

مجموعة الأعداد الأولية في  ؤديههذه اموعة، كما سنرى، دوراً مشااً للدور الذي تؤدّي ت
ℤ.  

]عنصراً من  Aليكن  .مبرهنة 18-2. ]XK 1. إذا كان degA≤  فيوجدP  فيP قيحُق 
P A.  

  الإثبات 

  اموعة نتأمّلل
( ) ( ){ }[ ] : deg 1Q X Q Q A= ∈ ≥ ∧D K  

∅إنّ  ≠ D  لأنA ∈ D، موعة فا{ }deg :Q Q= ∈N D  مجموعة جزئية غير
1ر صفلها أصغر عن ℕ∗خالية من m≤ ليكن .Q  عنصراً منD  يحُقّقdegQ m= .

  �  .mوذلك بمقتضى تعريف  A كثير الحدودقاسماً غير خزول ل Qعندئذ يكون 

]من  Aكثير حدود غير ثابت   كتب كل يُ  .مبرهنة 19-2. ]\XK K بالشكل  
1 2

1 2
m

mA u P P Pν ν ν= ⋯  
uو ∗∈ K2، و 1, , ,mP P P… مثنى مثنى من  مختلفةعناصرP2، و 1, , ,mν ν ν… 

  .الضربرتيب حدود . وتكون هذه الكتابة وحيدة إذا لم نأخذ بعين الاعتبار تℕ∗أعداد من 
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  الإثبات 


  .degAلنثبت جزء الوجود في هذه المبرهنة بالتدريج على  

deg إذا كان 1A Aكان ،  = aX b= 0aمع  + )أو  ≠ )A u X β=  حيث −

a u ∗= ∈ K  وb

a
β = Xلأنّ  الإثباتيتم ف ،− β− ∈ P .  

1nلنفترض صحة النتيجة المطلوبة في حالة جميع كثير الحدود التي لا تزيد درجاا على   مع(، −
(2 n≤كن . وليA   كثير حدود درجتهn 0عنصر  2-17.. يوجد بمقُتضى المبرهنةP  ينتمي إلى

P   0يحُقّقP A 0، ومن ثمَ يكونA BP=  معdegB n< 0وB ≠ .  
deg كونيفإمّا أن   - 0B Bومن ثمَّ  ،= ∗∈ K الإثبات ويتم.  
1أن يكون  وإمّا  - degB≤،  َّثم 1 ومن  2

1 2
m

mB u P P Pν ν ν= وذلك استناداً  ⋯
1إلى فرْض التدريج، إذن  2

0 1 2
m

mA u P P P Pν ν ν= أيضاً في هذه  الإثبات، ويتم ⋯
  الحالة.


لنفترض أنّ الجزء المتعلّق بوحدانيّة التفريق السابق غير صحيح، عندئذ يمكننا أن نجد كثير  
ترتيب حدود في أي ليس فقط  ، اختلافاً أساسياً مختلفين درجته أصغريةّ ويقبل تفريقين Aɶحدودٍ 
 : الجداء

1 21 2
1 2 1 2

km
m kA u P P P vQ Q Qµ µ µν ν ν= =ɶ ⋯ ⋯ 

 
ُ
1رين في طرفي المساواة طِ يْ سَ بمقارنة الحدّين الم 21 2

1 2 1 2
km

m ku P P P vQ Q Qµ µ µν ν ν =⋯ نجد أنّ  ⋯
u v= ّ1. إنP  1ء كثير حدود غير خزول ويقسم الجدا 2

1 2
k

kQ Q Qµ µ µ⋯ م أحد حدود سفهو يق
1الجداء. يمكننا إذن أن نفترض أنّ  1P Q على أن نقوم بإعادة ترتيب حدود الجداء إذا دعت ،

  الحاجة، ينجم عن ذلك  أنّ 
1 21 2 11

1 2 1 2
km

m kB P P P Q Q Qµ µ µν ν ν −−= =ɶ ⋯ ⋯  

deg تفريقين مختلفين اختلافاً أساسياً و يقبل إذن Bɶفكثير الحدود  degA B>ɶ ɶ وهذا يناقض ،
  �  ، وينهي إثبات المبرهنة. Aɶتعريف 
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] القسمة وفق القوى المتزايدة في  3. ]XK   

]من  Bو A، وليكن كثيرا الحدود ℕمن  n ليكن .ةمبرهن1-3. ]XK (0) مع 0B ≠ .
)توجد في هذه الحالة ثنائية وحيدة  , )Q R  من[ ] [ ]X X×K K قتحُق   

1nA BQ X R+= degQو  + n≤  

حتى  B على A كثير الحدودعملية القسمة وفق القوى المتزايدة ل Rو  Qنسمّي تعيين 
وفق القوى المتزايدة  ،Bعلى  Aباقي قسمة و ،خارج، ونسمّيهما على التوالي nالمرتبة 

  .nحتى المرتبة 
  الإثبات 


  إذا كان .ةلنبدأ بالوحدانيّ  
1 1n nA BQ X R BQ X R+ += + = +ɶ ɶ  

degQمع  n≤  وdegQ n≤ɶ.  ّاستنتجنا أن  
1( ) ( )nB Q Q X R R+− = −ɶ ɶ  

Rإذن في حالة  R≠ ɶ يكون  

�

1

0

1 val( ( )) val( ( ))

val( ) val( ) deg( )

n

Q Q

n X R R B Q Q

B Q Q Q Q n

+

≠

+ ≤ − = −

= + − ≤ − ≤
ɶ

ɶ ɶ

ɶ ɶ
�������

  

R. نستنتج من ذلك أنّ خُلفٌ وهذا  R= ɶ  َّومن ثمQ Q= ɶ  0لأنB ≠.  
  

  نفترض أنّ  .nلنثبت الجزء المتعلّق بالوجود بالتدريج على  

0

m
k

k
k

A a X
=

= و  ∑
0

r
k

k
k

B b X
=

= 00، مع ∑ b≠  

Â  0إذا كانت n= 0، وضعنا 0/Q a b=،  فيكون( )(0) 0A BQ− ومن ثمَّ  =
( )X A BQ−  ويوجدR يحُقّق A BQ X R− deg، و= 0Q ≤.  

Â 0ذن صحةَ النتيجة عند لنفترض إ 1n≤ 1، فيوجد − 1( , )Q R يحُقّق  
1 1

nA BQ X R= 1degو + 1Q n≤ −  
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0nواستناداً إلى صحة النتيجة عند  2ثنائيّة  نجد = 2( , )Q R ق المساواةتحق  
 1 2 2R BQ X R= 2degمع الشرط  + 0Q ≤  

  تنتج إذن أنّ سن وهكذا
1nA BQ X R+= degQالشرط  مع + n≤  

1 إذ عرفّنا 2
nQ Q X Q= 2Rو  + R=.  

  �  وبذا يتمّ الإثبات.

 كثير الحدودل 3حتى المرتبة وفق القوى المتزايدة  نجد فيما يلي مثالاً على عملية قسمة. مثال 2-3.
( ) 2 32 4A X X X= + ) كثير الحدود  على + ) 21 2 3B X X X= + +  

 
2 3 2

2

2 3 2 3

2 3

2 3

2 3 4

3 4

3 4 5

44 5

2 4 1 2 3

2 4 6

4 2 2 4 6

4 8 12

6 13

6 12 18

18

2 3

20 3

X XA BX X

X X

X X X X X X

X X X

X X

X X X

X X

X X X

X X

Q

X R

+ + + +

− − −

− − + − + +

+ + +

+

− − −

←

→

−

→ ←

−

− −

− −  
 ومنه 

( ) ( ) 2 3 4(2 4 6 ) ( 20 3 )A X B X X X X X X= − + + + − −  

   كثيرات الحدوداشتقاق   4.

كثير الحدود   ليكن .تعريف 1-4.
0

n
n

n

P a X
≥

= ]من  ∑ ]XK مشتق. نسمّي P  كثير الحدود 

P ]من  ′ ]XK ، المعرّف بالعلاقة  
1

0

( 1) n
n

n

P n a X+
≥

′ = +∑  

) ونرمز عادة بالرمز )nP ناتج اشتقاق  إلىP ،n : مرةّ، أي  
( )

0

( )( 1) ( 1)n n
n k

n

P n k n k n a X+
≥

= + + − +∑ ⋯  
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degP كانتمساوياً الصفر   K لحقلإذا كان العدد المميّز ل .ملاحظة 2-4. مساوية  ′
deg 1P degيحققالذي  P كثير الحدود  انأياً ك − 1P degفي حالة  أمّا، ≤ 0P = 

0P يكونف ′ = .  
degولكن في الحالة العامة يكون  deg 1P P′ ≤ المنتهي الحقل حالة فمثلاً في  −

/p p=F ℤ ℤ   1يكون( ) 0p pX pX −′ = 0modpلأنّ  = p=.  

  لتالية أهمّ خواص الاشتقاق :تلخص المبرهنة ا

]من  Qو P:  أياً كان  مبرهنة 3-4. ]XK فلدينا  

( )( ) ( ) ( )

0

( ) ( )

( ) ( )

n
n k k n k

n

k

P P P Q P Q

P Q P Q Q PQ P Q PQ

PQ C P Q

λ λ

−

=

′ ′ ′ ′ ′= + = +

′ ′ ′ ′ ′ ′= ⋅ = +

= ∑

	 	

� �

 �

�

  

  الإثبات
  بسيط ومباشر من التعريف. �و �إنّ إثبات الخاصتين  �
   أنّ يكفي استناداً إلى ما سبق أن نتحقق  � الخاصة  لإثبات �

1

1 1

( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

p q p q

p q

p q p q

p q p q

X X X

p q X

p X X X q X

X X X X

+

+ −

− −

′ ′⋅ =

= +

= ⋅ + ⋅

′ ′= ⋅ + ⋅

  

2على جداء  �تعميم الخاصة  يمكن � m≤ دود فتصبحمن كثيرات الح  

1 2 1 1 1
1

( )
m

m j j j m

j

P P P P P P P P− +
=

′ ′= ∑⋯ ⋯ ⋯  

kXفي حالة  يكفي أنّ نثبت الخاصة  � P= 0، وبحذف الحالة التافهةk ، تؤول =
)1هذه الخاصة إلى )k kQ kQ Q−′ ′=   لسابق.وهذه بدورها حالة خاصّة من التعميم ا ⋅

  �   بالتدريج ونترك التفاصيل تمريناً للقارئ. �يمكن إثبات الخاصة  �
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  P. ليكن 0 يساوي K لحقلنفترض أنّ العدد المميّز ل :Taylorتايلورمنشور  .مبرهنة 4-4.
]من كثير حدود  ]XK وليكنa  عنصراً منKعندئذ .  

( )

0

( )
( ) ( )

!

k
k

k

P a
P X X a

k≥
= −∑  

  الإثبات 
0a حالة � كان   لـمّا. =

0

k
k

k

P Xλ
≥

=   أمكننا أن نكتب ∑

( )

0

( )( 1 ) (1 )m m
m k

k

P k m k m m Xλ +
≥

= + − + +∑ ⋯  

)ومن ثمَّ  )(0) ( !)m
mP m λ=.  

!إذن  0يساوي  Kولكنّ العدد المميّز للحقل   0m   ، ومنه≠
( )( ) 0

!

m

m

P

m
λ =  

) أي )( )

0

0
!

k
k

k

P
P X

k
≥

= ∑.  

)لنضع .الحالة العامّة � ) ( )Q X P X a= )فيكون + ) ( )(0) ( )k kQ P a= ، نستنتج و
 أنّ 

( )

0

( )
( )

!

k
k

k

P a
P X a X

k≥
+ = ∑  

  أو

  
( )

0

( )
( ) ( )

!

k
k

k

P a
P X X a

k≥
= −∑ �  

   كثيرات الحدودجذور   5.

]منكثير حدود   Pليكن  .مبرهنة 1-5. ]XK وليكن a  عنصراً منK .هناك تكافؤ بين  
� ( ) 0P a =  .  
� X a−  يقسمP.  

  .Pكثير الحدود ل جذر أو صفر aنقول في هذه الحالة إنّ 
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  الإثبات 
Xعلى  Pكثير الحدود بإجراء قسمة إقليدية ل a− نجد  

( )P X a Q R= − deg  مع  + 1R <  
Rإذن  ∈ K عند  التابع الحدودي السابقبحساب قيمة . وa  ّنجد أن( )R P a=  ومنه

( ) ( ) ( ) ( )P X X a Q X P a= −   �  . وهذا ما يثبت التكافؤ.+

] منكثير حدود   Pليكن : مبرهنة 2-5. ]XK وليكن a  عنصراً منK وأخيراً ليكن ،k  ًعددا
  تكافؤ بين هناك  .ℕ∗من 
�  ( )kP X a Q= 0و  − ( )Q a≠.  
�  ( )kX a−  يقسمP 1و( )kX a   .Pلا يقسم  −+

  .kمن المرتبة جذر مضاعف  aنقول في هذه الحالة إنّ و 
  الإثبات 
⇐� )من الواضح أنّ  � )kX a−  يقسمPومن ناحية أخرى ،  

1( ) ( )Q X a Q Q a= − +  
)1فإذا كان )kX a )1كان  ،Pيقسم  −+ )kX a )قاسماً لكثير الحدود −+ )( )kQ a X a− 
) أنّ  من ثمَ  واستنتجنا ) 0Q a   .خُلفٌ وهذا  =
⇐�   �    واضح. �

لكثير  1مرتبته تساوي إذا كان جذراً  Pكثير الحدود ل بسيط جذرٌ  a إنّ نقول  .ملاحظة 3-5.
X. أي إذا كان Pالحدود  a−  يقسمP 2و( )X a−  لا يقسمP.  

] منكثير حدود   P، وليكن 0يساوي  Kنفترض أنّ العدد المميّز للحقل  .مبرهنة 4-5. ]XK، 
الخاصّتين  هناك تكافؤ بين .ℕ∗ عدداً من k، وأخيراً ليكن Kعنصراً من  a وليكن

  :التاليتين

�  a  جذر مضاعف من المرتبةk كثير الحدود لP.  
�  ( )( ) 0kP a )و  ≠ 1)( ) 0, ( ) 0, , ( ) 0kP a P a P a−= = =….  
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  الإثبات 
  يكون  تايلور منشوراستناداً إلى 

( ) ( ) ( ) ( )
1( ) ( )

0

( ) ( )
! !

kn n
k n k n

n k n

P a P a
P X X a X a X a

n n

−
−

≥ =
= − − + −∑ ∑  

  الشرطين ، 5-2.بناءً على المبرهنة  ،� الشرطُ  افئيك
( )( ) 0kP a و    ≠

1 ( )

0

( )
( ) 0

!

k n
n

n

P a
X a

n

−

=
− =∑  

  �  .�وهذا بدوره يكافئ الشرط 

]كثير حدود من   Pليكن  .مبرهنة 5-5. ]XK ّ1، ولنفترض أن 2, , , ra a a…  عناصر مختلفة
 كثير الحدودللأقلّ على ا imجذر من المرتبة  ia، وأخيراً لنفترض أنّ Kمثنى مثنى من 

P،  وذلك أياً كانi  منrℕحينئذ يقسمُ كثيرُ الحدود .( )
1

i

r
m

i
i

X a
=
∏ كثيرَ الحدود   −

P.  
  الإثبات 

) كان  لـمّا ) im
iX a−  يقسم كثير الحدودP  أياً كانi  منrℕ،  ولأنّ كثيرات الحدود
( )1( ) im

i i rX a ≤ أنّ  استنتجنا ،2-10.أوّليّة فيما بينها مثنى مثنى، وذلك بمقتضى النتيجة  −≥

( )
1

i

r
m

i
i

X a
=
∏  �  .Pيقسم  −

]كثير حدود من   Pليكن  .نتيجة 6-5. ]XK  درجته أصغر أو تساويn ، ّكثير   ولنفترض أن
1يقبلُ  Pالحدود  2, , , ra a a… وأنّ جذوراً مختلفة مثنى مثنى ،   كل ia  ٌمن مضاعفٌ  جذر

 الشرطُ عندئذ يقتضي ، Pلكثير الحدود  imمرتبة أكبر أو تساوي 
1

r

i
i

m n
=

>∑  

0P النتيجةَ  =.  
   الإثبات

)هذا صحيح لأنه من جهة أولى يقسمُ كثيرُ الحدود    )
1

i

r
m

i
i

Q X a
=

= ∏ كثيرَ الحدود   −
Pومن جهة ثانية لدينا ، deg degQ P>.  �  



 292 كثيرات الحدود على حقل تبديلي

]كثير حدود من   Pإذا كان  .نتيجة 7-5. ]XK  درجتهn ّفإن ،P  يقبل على الأكثرn  ًجذرا
  مختلفاً، أي

( ){ }( )card : 0x P x n∈ = ≤K 

  : الإثبات
}هذا صحيح لأنه إذا كانت    }: ( ) 0x P x= ∈ =Z K وcard( ) m=Z 

)الحدود  كثيرُ   قسم )
a

X a Q
∈
∏ − =
Z

  ، وهذا يقتضي أنّ Pكثيرَ الحدود   

    deg degm Q P n= ≤ =  �  

   Lagrange يرات حدود لاغرانجكث  .مثال مهم 8-5.
1لتكن  2 1, , ,nx x x+ 1. ولتكن Kعناصر مختلفة مثنى مثنى في الحقل  … 2 1, , ,nλ λ λ+ … 

   يحُقق n درجته أصغر أو تساوي P وحيدكثير حدود   يوجد. في هذه الحالة Kعناصر من 

( )1,n i ii P x λ+∀ ∈ =ℕ  
  الإثبات

]من  Pɶو Pليكن كثيرا الحدود  ]XK،  ساوي منهما أصغر أو ت ولنفترض أنّ درجة كلn 
  وأما يحققان

1, ( ) ( )n i i ii P x P xλ+∀ ∈ = = ɶℕ  
Pعندئذ تكون درجة كثير الحدود  P Q− =ɶ  أصغر أو تساويn 1، وهو يقبلn جذراً  +

0Qمختلفاً، وعلى هذا  Pأي  = P=ɶ.َوهذا يثبت وحدانية كثير الحدود المطلوب إن وُجِد .  
  ، ولنعرّف 1n+ℕمن  jمن ناحية أخرى، لتكن 

1\{ }

( )
n

k
j

j kk j

X x
X

x x
+∈

 − =   − ∏
ℕ

ℓ 

degنلاحظ أنّ  j n=ℓ  ّوأن  

( )1 1

1 :
( , ) ,

0 :n n j i ji

i j
i j x

i j
δ+ +

=∀ ∈ × = =  ≠
ℕ ℕ ℓ  

لذا نجد بوضع 
1

1

n

k k

k

P λ
+

=
= ∑ ℓ  ّأن( )i iP x λ= وذلك أياً كان i  1منn+ℕ.  
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1نسمّي كثيرات الحدود  2 1( , , , )n+ℓ … ℓ ℓ   كثيرات حدود لاغرانجLagrange  الموافقة للنقاط
1 2 1, , ,nx x x+ ….   

1 للنقاط ةج الموافقفمثلاً  كثيرات حدود لاغران 0x 2و = 1x 3و = 2x   هي ℝمن  =
2

1

2
2

2
3

1 3( ) 1
2 2

( ) 2

1 1( )
2 2

X X X

X X X

X X X

= − +

= − +

= −

ℓ

ℓ

ℓ

  

  ويكون 

( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3P X X Xλ λ λ= + +ℓ ℓ ℓ  

] كثير الحدود الوحيد في ]Xℝ  ق 2الذي لا تزيد درجته علىويحُق  

( ) 10P λ=   و( ) 21P λ=   و( ) 32P λ=  

  Wilsonمبرهنة ويلسون  .المث 9-5.

p/ فيكون، عدداً أولياًّ  pليكن  p=F ℤ ℤ  ًتكون . ومن ثمَ اً تبديلي حقلا { }\ 0p p
∗ =F F 

1pزمرة عدد عناصرها    ومنه  −
1, 1p

pa a∗ −∀ ∈ =F  
  لذلك فإنّ كثير الحدود

( ) ( )
1

1

1

1
p

p

k

G X X X k

−
−

=
= − − −∏  

]من  ]p XF  1يقبلp p جذراً مختلفاً هي عناصر −
∗
F  أمّا درجةG فهي أصغر تماماً من 

1p 0G عليه يجب أن يكونو  −   أي  =

( )
1

1

1

1
p

p

k

X X k

−
−

=
− = −∏  

0X عوّضناوبوجه خاص إذا    جدناو  =
( )1 ! 1modp p− = −  

)عدداً أوليّاً كان  pكان   فإذا )1 ! 1modp p− =   برهنة ويلسون.. وهذه هي م−
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 المعادلة  حل والمطلوب . ℕ∗من  n ليكنو ، ℝعدداً من  a ليكن .محلولتمرين  10-5.

  ( )1 cos 2 i sin 2nz na na+ = +  ( )E  
  داء الجج قيمة ا ، واستنتℂفي  zبالنسبة إلى اهول 

1

0

( ) sin
n

n
k

k
P a a

n

π
−

=

 = +   ∏  

  ،في الحقيقة

( ) ( ){ }
( ){ }

( ) ( )i

2 i1 exp 2 i : {0,1, , 1}

2 iexp 2 i 1 : {0,1, , 1}

2 i sin : {0,1, , 1}
k

a
n

kz a k nn

kz a k nn

k
z a e k n

n

π

π

π

π +

⇔ + ∈ + ∈ −

⇔ ∈ + − ∈ −

   ⇔ ∈ + ⋅ ∈ −    

E …

…

…

  

)لأنّ  )2 i i1 2 i sine eθ θθ−   كثير الحدود   إذن . ليكن=

( ) ( ) ( ) ( )1
i

2 i

0

1 2 i sin
kn

a
n na n

k

k
Q X X e X a e

n

π
π

− +

=

  = + − − − +   
∏  

0Qإنّ  1nجذراً مختلفاً ودرجته أصغر أو تساوي  nلأنهّ يقبل على الأقّل  = −.  
  نحصل على المساواة وهكذا

( ) ( ) ( )1
i

2 i

0

1 2 i sin
kn

a
n na n

k

k
X e X a e

n

π
π

− +

=

  + − = − +   
∏  

0X تعويضب ،ومنه   دنج، =

( )

( )

11
2 i i

0 0

i

i
1 2 i sin exp

i ( 1)
2 i ( )exp

2

nn
nna na

k k

n na
n

k
e a e k

n n

n
e P a

π π

π

−−

= =

      − = − + ⋅ ⋅          
 − = −   

∑∏
  

  وبالإصلاح نجد 

1

sin
( )

2
n n

na
P a

−
=  
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]كثير حدود من   P ليكن .D'Alembert دالمبير مبرهنة 11-5. ]Xℂ  يحُقّق
deg 0P )0 يحُقّق 0z عددٌ عقدي حينئذ يوجد، < ) 0P z =.  

  الإثبات 
ه على مفاهيم في التحليل قد لا يكون القارئ ملمّاً ا، لذلك عرضيعتمد الإثبات الذي سن  

  يمكن للقارئ أن يقبل النتيجة دون إثبات، تاركاً إياه لقراءة ثانية.

)لنفترض أنّ    ) 0P z ). ولنعرّف ℂمن  zأياً كان العدد  ≠ )
( )

( )

zP z
G z

P z

′
وكذلك  =

( ) i, ( )h r G re θθ   . فيكون=
i i i i( , ) ( ), ( , ) i ( )

h h
r e G re r e G re

r
θ θ θ θθ θ

θ

∂ ∂′ ′= =
∂ ∂

  
  أي

  ( ) ( )
1

, ,
i

h h
r r

r r
θ θ

θ

∂ ∂
=

∂ ∂
   

نعرّف من ناحية أخرى، ل
2

0

1( ) ( , )d
2

r h r

π

γ θ θ
π

=   . من الواضح أنّ ∫

( ) ( )

[ ]

2 2

0 0

1 1( ) , d , d
2 2 i

1 ( , 2 ) ( , 0) 0
2 i

h h
r r r

rr

h r h r
r

π π

γ θ θ θ θ
π π θ

π
π

∂ ∂′ = =
∂ ∂

= − =

∫ ∫  

, ومن ثمَ  ( ) (0) 0r rγ γ+∀ ∈ = =ℝ .لدينا من ناحية أخرى  
1

1 0( ) n n
n nP z a z a z a−

−= + + +⋯  
| إذن في حالة | 1z   يكون ≤

( ) 1 1

0
( ) | | max | | | | | |n n n n

n j
j n

P z a z a z a z b z− −

≤ <
≥ ⋅ − = −  

na وقد عرفّنا a= و
0
max j

j n
b a

≤ <
  ويكون أيضاً  .=

( )

1

0

1 1

0

( ) ( ) ( )

max ( ) | | | |

n
k

k
k

n n
k

k n

zP z nP z k n a z

n k a z c z

−

=
− −

≤ <

′ − = −

≤ − ⋅ =

∑  
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) وقد عرفّنا أيضاً  )
0
max ( ) k

k n
c n k a

≤ <
= −.  

|فإذا كان  | max(1, / )z b a≥ صار لدينا  

( )
| |

c
G z n

a z b
− ≤

−
  

  ومن ثمَّ 

( )max 1, ( )
b c

r r n
a ar b

γ> ⇒ − ≤
−

  

)، لأن وهذا يقتضي ) 0rγ   ، ما يلي=

( )max 1,
b c

r n
a ar b

> ⇒ ≤
−

  

0nتسعى إلى اللااية نجد  rوبجعل    يحُقق ℂفي  0zوهذا تناقض. إذن لا بدّ أن نجد  =
( )0 0P z =.  �  

]كثير حدود في   Pليكن  .نتيجة 12-5. ]Xℂ حينئذ يكون .P  غير خزول إذا وفقط إذا كانت
degأي  ،درجته تساوي الواحد 1P =.  

  .D'Alembertهذا واضح بناءً على مبرهنة 

]نّ كثيرات الحدود غير الخزولة في القول إتكافئ هذه النتيجة  ]Xℂ  هي كثيرات الحدود من
) صيغةال )Xλ α−  معλ ∗∈ ℂ وα ∈ ℂ.  

]كثير حدود في   Pليكن  .مبرهنة 13-5. ]Xℂ . ّولنفترض أنdeg 0P في  λ. إذن توجد <
ℂ ، 2وتوجد أعداد 1, , ,ra a a…  فيمختلفة مثنى مثنى ℂ،  وتوجد أعداد طبيعيّة

2 1, , ,rm m m…  في∗ℕ قتحق  

( )
1

k

r
m

k

k

P x aλ
=

= ⋅ −∏  

  .وهذه الكتابة وحيدة إذا أغفلنا ترتيب حدود الجداء  
  الإثبات
لأن مجموعة كثيرات الحدود الواحدية وغير الخزولة في 2-18.نة ينتج البرهان مباشرة من المبره  
[ ]Xℂ هي { }:X a a= − ∈Pℂ ℂ.  �  
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]كثير حدود في   Pليكن  .مبرهنة 14-5. ]Xℝ. ك تكافؤ بينهنا  
]واحدي وغير خزول في  Pإنّ كثير الحدود  � ]Xℝ.  
�{ } ( ){ }2 2: ( ) : ,P X a a X a b a b ∗∈ − ∈ ∪ − + ∈ ×ℝ ℝ ℝ.  

  الإثبات
⇐� ]في  Pالخزول  ليكن كثير الحدود الواحديّ وغير � ]Xℝ .  

degإذا كان   1P   .الإثباتتمّ  =

degوإذا كان   1P ,كان   < ( ) 0x P x∀ ∈ ≠ℝولكن يوجد . α  في\ℂ ℝ 

) يحُقّق ) 0P α )أيضاً  كانحقيقي   Pولأنّ  ،= ) 0P α . إذن لا بدُّ أن يقسم   =
)كثيرُ الحدود  )( )X Xα α− ]في  Pكثيرَ الحدود   − ]Xℂ،  يوجد ومنهQ  في

[ ]Xℂ يحُقّق 

2 2( ) ( 2(Re ) | | ) ( )P X X X Q Xα α= − +  
2و Pولكن كلاً من كثيري الحدود  22(Re ) | |X Xα α− ]رٌ من صعن + ]Xℝإذن . 

]إلى ، Q ينتمي ]Xℝ ، ّونستنتج، لأنP  ّغير خزول وواحدي، أن  
2 2

2 2

( ) 2(Re ) | |

( Re ) (Im )

P X X X

X

α α

α α

= − +

= − +
 

  .�وهذا ما يثبت   
⇐�   �  هذا اقتضاءٌ واضح. �

  
]من  Pليكن  : التالي وجهكننا صياغة النتيجة السابقة على اليم .ملاحظة 15-5. ]Xℝ،   يكون

 غير خزول إذا وفقط إذا كان Pكثير الحدود 
2P X Xα β γ= +   حيث +

0)α )و  = 0β ) أو ≠ )2 4 0β αγ− <  

  المهمة الآتية.ونستنتج مما سبق النتيجة   
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]كثير حدود من   P ليكن .نتيجة 16-5. ]Xℝ يحُقّق deg 0P ، ℝ∗في  λ وجدي، إذن <
,1أعداد وتوجد  ,rα α… مختلفة مثنى مثنى من ℝ ثنائيات توجد أيضاً ، و

( )1 1( , ), , ( , )m mβ γ β γ… 2 مختلفة مثنى مثنى منℝ  ق2وتحق 4 0i iβ γ− أياً   >
,1ة أعداد طبيعيأخيراً توجد ، و mℕمن  iكان  ,ms s… 1و, ,rk k… من∗ℕ  بحيث

 بالشكل Pيُكتب 

( ) ( )2

1 1

ii

r m
sk

i i i

i i

P X X Xλ α β γ
= =

= ⋅ − ⋅ + +∏ ∏  

  .وهذه الكتابة وحيدة إذا أغفلنا ترتيب حدود الجداء

  العلاقات بين الجذور والأمثال في كثيرات الحدود 6.

)نرمز بالرمز  .مبرهنة 1-6. )n
kP  للدلالة على مجموعة أجزاءnℕ  التي عدد عناصر كل منهاk ،

n مع ∗∈ ℕ  {0}وnk ∈ ∪ℕ . 1أياً كان عندئذ( , , )nx x…  منn
K  كان   

  
( )1 0

( ) ( 1)
n

k

nn
k n k

i j

i j Bk B P

X x x X −

= ∈= ∈

  − = −    
∑ ∑∏ ∏  ( )∗  

1jمع الاصطلاح أنّ 

j

x
∈∅

=∏.  

  الإثبات
). إنّ nلنتحقق صحةَ هذه المساواة بالتدريج على العدد    صحيحة وضوحاً عند  ∗(

1n 1 كني. ولn. لنفترض إذن صحتها عند قيمة = 1( , , )nx x +1nمن  …+
K عندئذ يكون .

  ما يلي :لدينا استناداً إلى فرْض التدريج 

( )01

( ) ( 1)
n

k

n n
k n k

i j
ki j BB P

X x x X −

== ∈∈

  − = −    
∑ ∑∏ ∏  

  : الآتيةوبناءً على العلاقة 
1

1
1 1 1

( ) ( ) ( )
n n n

i i n i

i i i

X x X X x x X x

+

+
= = =

− = − − −∏ ∏ ∏  
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  نجد

( ) ( )

( ) ( )

1
1

1
1 0 0

1 1

{ 1}0

( ) ( 1) ( 1)

( 1) ( 1)

n n
k k

n n
k k

n nn
k n k k n k

i j n j
i j B j Bk kB P B P

n
k n k k

j j
j B j B nk B P B P

X x x X x x X

x X x

+
+ − −

+
= ∈ ∈= =∈ ∈

+ − +

∈ ∈ ∪ += ∈ ∈

       − = − − −           
       = − + −           

∑ ∑ ∑ ∑∏ ∏ ∏

∑ ∑ ∑∏ ∏

( ) ( )
1

( ) ( )
1 1

1 ( 1)

0

1
1 1

{ 1}0 1

1 1

{ 1}

( 1) ( 1)

( 1) ( 1)

n n
k k

n n
n k k

n
n k

k

n n
k n k k n k

j j

j B j B nk kB P B P

n n k
j j j

j j B j B nB P B P

X

x X x X

X x x x

−

+ −

+ − +

=

+
+ − + −

∈ ∈ ∪ += =∈ ∈

+ +

∈ ∈ ∈ ∪ +∈ ∈

       = − + −           

  = + − + − +    

∑

∑ ∑ ∑ ∑∏ ∏

∑ ∑∏ ∏ ∏
ℕ

( 1)

1

1

1
1

0

( 1) .
n

k

n
n k

k

n
k n k

j
j Bk B P

X

x X
+

+ −

=

+
+ −

∈= ∈

  = −    

∑

∑ ∑ ∏

  

  �  .باتهوهو المطلوب إث

n{0}من  kو، ℕ∗من  nنعرّف، أياً كان  .تعريف 2-6. ∪ℕ ،1و( , , )nx x…  منn
K، 

  المقدار

( )

( )
1( , , )

n
k

n
n jk

j BB P

x x x
∈∈

Σ = ∑ ∏…  

  فمثلاً 
( )

10 ( , , ) 1n
nx xΣ =… ,   

( )
1 1 21 ( , , )n

n nx x x x xΣ = + +… ⋯ ,  
( )

12
1

( , , )n
n i j

i j n

x x x x
≤ < ≤

Σ = ∑… , 
( )

1 1 2( , , )n
n n nx x x x xΣ =… ⋯ . 

)ونسمّي  ) ( ) ( )( )1 0, , ,n n n
nΣ Σ Σ…  ذاتالتوابع المتناظرة البسيطة n  ًوقد متحوّلا .

)عوضاً عن  kΣت العادة أنّ نكتب فقط جر  )
1( , , )n

nk x xΣ   إذا لم يكن هناك مجالٌ للالتباس. …

  : على الوجه الآتي 6-1.أن نعيد صياغة المبرهنة  ،التعريف السابق ناءً علىب ،يمكننا إذن

. )1و  ،ℕ∗من  nأياً كان  .رهنةمب 1-6′ , , )nx x…  منn
K   كان  

  
01

( ) ( 1)
n n

k n k
i k

ki

X x X −

==
− = − Σ∑∏  ( )∗∗  
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1ليكن .نتيجة 3-6.
0 1 1

n n
n nP a a X a X a X−
−= + + +  منكثير حدود   ⋯+

[ ]XK 1. عندئذ تكون العناصر 1, , ,n nξ ξ ξ− ، إذا P كثير الحدود  جذور Kمن  …
  وفقط إذا تحققت الشروط 

( )
1, ( , , ) ( 1)n n kk

n nk
n

a
k

a
ξ ξ −∀ ∈ Σ = −ℕ …  

وذلك لأنّ 
1

( )
n

n k

k

P a X ξ
=

= −∏.  

:ليكن و  ،ℕ∗من n ليكن .تعريف 4-6. nf →K K . نقول إنّ التابعf  ٌإذا وفقط  متناظر
  تحقّق الشرط إذا

1 1 (1) ( ), ( , , ) , ( , , ) ( , , )n
n n n nS x x f x x f x xσ σσ∀ ∈ ∀ ∈ =K… … …  

  المعرّفان فيما يلي gو f التابعان فمثلاً 
2 2

2 2 2 2 2 2

( , )

( , , )

f x y x y x y

g x y z x y y z z x x y y z z x

= +

= + + + + +
  

  تابعان متناظران.
)إنّ التوابع المتناظرة البسيطة  .ملاحظة 5-6. ) ( )( )

1 0( , , , )n nn
nΣ Σ Σ… توابع متناظرة.   

  .توابع المتناظرة البسيطة من المبرهنة التالية التي نقبلها دون إثباتتنبع أهمية ال

:وليكن  ،ℕ∗من nكن يل .مبرهنة 6-6. nf →K K  تابعاً متناظراً وحدودياً في كلٍ من
: تابعٌ  يوجد عندئذمتحولاته.  nh →K K يحُقّق  

1 1 2 1 2( , , ) , ( , , , ) ( , , , )n
n n nx x f x x x h∀ ∈ = Σ Σ ΣK… … …  

  بالشكل  آنفاً الوارد  fفمثلاً يكتب التابع 
2 2

1 2( , ) ( )f x y x y xy x y x y= + = + ⋅ = Σ ⋅ Σ  
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  فيكتب بالشكل: gوأمّا التابع 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

2 2 2 2 2 2

1

1 1 1

1

1 2 3

( , , )

3

3

g x y z xy yz zx x y y z z x

xy x y yz y z zx z

xy z yz x zx y

xy yz zx xyz

= + + + + +

= + + + + Σ −

= Σ − + Σ − + Σ −

= + + Σ −

= Σ Σ − Σ

  

)نعرّف، أياً كان  .مبرهنة 7-6. ),k n 2من∗ℕ ،1و( , , )nx x…  منn
K، المقدار  

 ( )
1

1

( , , )
n

n k
n ik

i

S x x x
=

= ∑…  

)اك مجال للالتباس. إنّ التوابع إذا لم يكن هن kSونكتب ببساطة  )
1( )n

kkS متناظرة  ≤
 نيوتن علاقاتوتربطها بالتوابع المتناظرة البسيطة العلاقات التالية، المعروفة باسم 

Newton:  
n في حالة � k≥  تتحقّق المساواة:  

1
1 1 2 2 1 1( 1) ( 1) 0k k

k k k k kS S S S k−
− − −− Σ + Σ + + − Σ + − Σ =⋯  

n وفي حالة � k<  تتحقّق المساواة:  
1

1 1 2 2 1 1( 1) ( 1) 0n n
k k k k n n k n nS S S S S−

− − − − − −− Σ + Σ + + − Σ + − Σ =⋯  
  الإثبات

nحالة  � k≥ ليكن .
1

( )
n

j

j

P X x
=

=  نعلم أنّ  ∏−

0

( 1)
n

n k k
n k

k

P X−
−

=
= − Σ∑  

)كان   لـمّا ) 0iP x   أمكننا أن نكتب  =

1

1

1 1

1

1

( ) ( ) ( 1) ( )

( ) ( 1) ( )

( ) ( 1)

n
n m m m

i n m i

m

n m
n m m k k

i n m i
m k

n n
n m m k k

i n m i
k m k

P X P x X x

X x x X

X x x X

−
−

=

− − −
−

= =

− − −
−

= =

− = − Σ −

 = − − Σ   

 = − − Σ   

∑

∑ ∑

∑ ∑
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  ومنه نستنتج أنّ 

  1

11,

( ) ( 1)
n n n

n m m k k
j n m i

k m kj j i

X x x X− − −
−

= == ≠

 − = − Σ   ∑ ∑∏  (1)  

  ساواةومن ناحية أخرى باشتقاق طرفي الم

01

( ) ( 1)
n n

n k k
j n k

kj

X x X−
−

==
− = − Σ∑∏  

  نجد
1

1 11,

( ) ( 1)
nn n

n k k
j n k

i kj j i

X x k X− −
−

= == ≠

  − = − Σ   
∑ ∑∏  

  أنّ  (1)ج إذن بعد التعويض من تنستن

1 1

1 1

( 1) ( 1)
n n n

n m k n k k
n m m k n k

k m k k

S X k X− − − −
− − −

= = =

  − Σ = − Σ  ∑ ∑ ∑  

0Sأنّ  ناحصطلا وقد n= ومنه ،  

, ( 1) ( 1)
n

n m n k
n n m m k n k

m k

k S k− −
− − −

=
∀ ∈ − Σ = − Σ∑ℕ  

nمكان  pوأخيراً بإجراء تغيير للمتحول بوضع  k− .وبالإصلاح نجد العلاقة المطلوبة ،  
nأمّا حالة  � k< هي أبسط، إذ لديناف  

0

, 0 ( ) ( 1)
n

n m m
n i n m i

m

i P x x−
−

=
∀ ∈ = = − Σ∑ℕ 

k المقداربضرب طرفيّ هذه العلاقة ب n
ix   وبالجمع نجد  −

0

( 1) 0
n

n m
n m k m n

m

S−
− + −

=
− Σ =∑  

 أو

0

( 1) 0
n

m
m k m

m

S −
=
− Σ =∑  

 �  وهي العلاقة المطلوبة.
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,لتكن  .مثال 8-6. ,c b a  3جذور المعادلة 0Z pZ q+ + . أوجد معادلة من ℂفي  =
2الدرجة الثالثة جذورها  2 2, ,c b a.  

1نعلم أنّ في الحقيقة،  0Σ 2و = pΣ 3و  = qΣ =   ومن ناحية أخرى . −
2 2 2 2

1 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2

2
2

2 2
2 1 3

2 2 2 2 2
3

2 2

2( )

2 ( )

2

a b c p

a b b c c a ab c abc a bc

abc b c a

p

a b c q

+ + = Σ − Σ = −

+ + = Σ − + +

= Σ − + +

= Σ − Σ Σ =

= Σ =

  

2إذن  2 2, ,c b a هي جذور المعادلة   
3 2 2 22 0X p X p X q+ + − =  

  
  

qwwe  
aqed  
azcd  
zxxc  
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  اتـتمرين
]إنّ جميع كثيرات الحدود الواردة هي من  ]Xℂ .ما لم نذكر خلاف ذلك  

J2 صحّة المساواةأثبت  1. التمرين
2

0

( )
n

k n
n n

k

C C
=

 بطريقتين مختلفتيناحسب  .مساعدة .∑=

) المقدار )21 nX   .م النتيجةعمّ ثمُّ . +

  الحـل

)في الحقيقة، ليكن  , )n m  2منℕ ّنعلم أن ،  

0

0

0

(1 ) ,

(1 ) ,

(1 )

n k k
n

k
m k k

m
k

n m k k
n m

k

X C X

X C X

X C X

≥

≥
+

+
≥

+ =

+ =

+ =

∑

∑

∑

  

  فإذا استفدنا من المساواة
(1 ) (1 ) (1 )n m n mX X X++ = + +  

  استنتجنا أنّ 

0

q
q r t r q r
n m n m n m

r t q r

C C C C C −
+

+ = =

= =∑ ∑  

0bتذكّر أنّ 
aC ,0,1}في حالة  = , }b a∉ n. وبوجه خاص، في حالة … m q=   نجد =

2
2

0 0

( )
n n

n r n r r
n n n n

r r

C C C C−

= =

= =∑ ∑  

  ú  وهي النتيجة المطلوبة.

Jقسّم إقليدياً كثير الحدود  2. التمرينA  على كثير الحدودB  :في الحالات التالية  

4 2 2

2

2 2

3 1 2 1

sin sin sin( 1) 2 cos 1

2 cos 1 2 cos 1

n

n n

A B

X X X X X

X X n n X X

X X n X X

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

+ + + + +

− + − − +

− + − +

�

�

�
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  الحـل

  نجد بحساب مباشر  �
21 1 11 1 3

( ) ( )
2 4 8 8 8

A X B X X X X
 = − + − −  

  

2nنلاحظ في حالة � . ونلاحظ في sinϕوخارج القسمة هو الثابت 2Aقسم ي Bأنّ  =
3nحالة  sin أيضاً، وأنّ خارج القسمة هو 3A يقسم Bأنّ  = sin2Xϕ ϕ+ وكذلك .

4nفي حالة  نجد   وأنّ خارج القسمة يساوي 4Aيقسم  Bأنّ  =
2sin sin2 sin 3X Xϕ ϕ ϕ+ +.  

  خارج القسمة يعطى بالعلاقةفي الحالة العامّة، وأنّ  nAيقسم  Bيوحي لنا ذلك أنّ 
2

0

( ) sin(( 1 ) )
n

p
n

p

Q X n p Xϕ

−

=

= − −∑  

iنبدأ بملاحظة أنّ  وللتوثق من ذلك i 2( )( ) 2 cos 1X e X e X Xϕ ϕ ϕ−− − = − + ،
  أنّ  وكذلك

1 i i i( 1) i i

1
i i i( 1 )

0

( )( )

( )( )

n n n n n n

n
n k k

k

X e X e X e X e X e

X e X e e X

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

+ − − −

−
− − −

=

− − + = − −
  = − −    
∑

  �  

  وجدنا أيضاً  ϕبالمقدار  −ϕوإذا استبدلنا 
1 i i i( 1) i i

1
i i i( 1 )

0

( )( )

( )( )

n n n n n n

n
n k k

k

X e X e X e X e X e

X e X e e X

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

+ − − − −

−
− − − −

=

− − + = − −
  = − −    
∑

  �  

2الطرفين على  افإذا طرحنا المساواة الثانية من الأولى وقسمن iوجدنا ،  
2sin sin sin( 1) ( 2 cos 1) ( )n

n nA X n X n X X Q Xϕ ϕ ϕ ϕ= − + − = − +  
nوعليه نكون قد أثبتنا أنّ  nA BQ=يجة المرجوّة.. وهي النت   

1هذا ويمكننا الاستفادة من العلاقة التدريجيّة  sinn nQ XQ nϕ+ = لإثبات أنّ المساواة  +
n nA BQ=  1تقتضي 1n nA BQ+ والوصول إلى النتيجة المطلوبة بالتدريج. إلاّ أنّ  =+

  .�الطريقة السابقة مفيدة في 
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  أنّ نلاحظ  �
2 i i2cos 1 ( )( )n n n n n nX n X X e X eϕ ϕϕ −− + = − −  

inبالمقدار  طرفيهافإذا ضربنا  � وهنا أيضاً نستفيد من المساواة nX e ϕ−− وجدنا  

  

1
i i i( 1 )

0

1 1
i( 1 ) i( 1)

0 0

2 1 1
i(2 1 ) i( 1)

0

i(2 ) 1

( )( ) ( )( )

( )

( )

( )

n
n n n k k

k

n n
n k k n k k

k k

n n
n k k k k

k n k

n k k

k n

A X X e B X X e e X

B X e X e X

B X e X e X

B X e X

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ

−
− − − −

=
− −

− − + − +

= =
− −

− − − +

= =

− −

= +

  − = −    
  = −    
  = −    

=

∑

∑ ∑

∑ ∑
2

i 1

1 1

n n
k k

k

e Xϕ− −

=

   −    
∑ ∑

  �  

  في هذه المساواة وجدنا ϕبالمقدار  −ϕوإذا استبدلنا 

  
2

i i(2 ) 1 i 1

1 1

( )( ) ( )
n n

n k k k k

k n k

A X X e B X e X e Xϕ ϕ ϕ− − − −

= + =

  − = −    
∑ ∑  �  

  طرف وجدناطرفاً من  �من المساواة  �فإذا طرحنا المساواة 
2

1 1

1 1

( )sin ( ) sin((2 ) ) sin( )
n n

k k

k n k

A X B X n k X k Xϕ ϕ ϕ− −

= + =

  = − +    
∑ ∑  

)عليه يكون و  ) ( ) ( )nA X B X Q X=وقد عرفّنا ،  

2 1
1 1

1 1

sin sin(2 )
( )

sin sin

n n
k k

n
k k n

k n k
Q X X X

ϕ ϕ

ϕ ϕ

−
− −

= = +

−
= +∑ ∑  

  أو
2 1

1

1

sin(( | |) )
( )

sin

n
p

n
p

n n p
Q X X

ϕ

ϕ

−
−

=

− −
= ∑  

  ú  وهي النتيجة المطلوبة. 
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Jاحسب القاسم المشترك الأعظم  3. التمرينD  َي الحدود لكثيرA وB ثمُّ في الحالتين التاليتين ،
UA يحُققان Vو Uأوجد في كل حالة كثيريَ حدود  VB D+ =.   

4 3 2 3 2

5 4 3 2 4 3 2

2 11 10 2 3 2 5 5 3

2 2 3 2 2 7 4 10

A B

X X X X X X X

X X X X X X X X

+ + − − + + +

− + − + − + − +

�

�

  

  الحـل

)نعرّف المتتالية  )
0k k

R
≤

0Rبوضع   A= 1وR B= 1وkR 1kRباقي قسمة  هو + على  −

kR 0 مادامkR قاسماً مشتركاً أعظم  NR غير معدوم خر باقٍ لآ شريك أي  عندئذ يكون .≠
1kRبأنهّ خارج قسمة  kQكثير الحدود   ثمُّ إذا عرفّنا .Bو Aلكثيري الحدود  في حالة  kRعلى  −

1 k N≤ 1بالعلاقة  عرفّناه أي ،≥ 1k k k kR Q R R− += )، ثمُّ عرّفنا المتتاليتين + )
0k k

U
≤

 
)و )

0k k
V

≤
  تدريجيّاً كما يلي : 

0 1 1 1 1

0 1 1 1 1

1, 0, ,

0, 1, ,
N k k k k

N k k k k

U U k U U Q U

V V k V V QV

− + −

− + −

= = ∀ ∈ = −
= = ∀ ∈ = −

ℕ

ℕ
  

Nلدينا  كان N NU A V B R+ على ثابت  NVو NUو NR، ويكفي أن نقسم كلاً من =
 في  الـمُسيْطرالحدNR  لنحصل علىD وU وV .على التوالي  

  ويمكن تمثيل هذه الحسابات في جدول، وهذا ما سنفعله فيما يلي.
  نجد في الجدول التالي نتائج الحساب السابق.  �

( )

( ) ( ) ( ) ( )
2 3 2 6710 5 2 10 25 44

3 3 3 3 3 3

2 1
10

23 50 1 1
5 3 10 1

3

0

0 1 0

1 3 0 1

2 10 20 12 2 1 1 3

3 3 1 2 1 2 7 7

4

0

42

5

k k k k

X

k R Q U V

A

B X

X X X X

X X

X X X X

X X X

+

− − − − + − −

+ − − + − + −

− − − − − + −

  

  إذن
( )gcd , 1A B 25و = 5 1

63 126 63U X X= − + 3و + 2 675 25 22
63 126 126 63V X X X= + − +.  
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  ونجد في الجدول التالي نتائج الحساب في الحالة الثانية.  �

( )

3 2 1 9
5 25

2 2116 1 9 1 9
5 525 25 25

0 1 0

1 0 1

2 5 10 2 1

23

4 0

1

k k k k

X X

k R Q U V

X X

A

B X

X X X X X

+ − −

− + − −

+ +

− + +
  

  إذن
   ( ) 2gcd , 2A B X= 5و + 9

116 116U X= 25و − 9 25
116 116 116V X X= − + +.  ú  

Jلكثير الحدود عينّ باقي القسمة الإقليدية  4.لتمرينا( ) ( )23 2 2n nA X X= − + − − 
) حيث )n ∗∈ ℕ ،كثير الحدود   علىB  :في الحالات التالية  

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

2

2 2 3

2 3 2

3 2 3

B X B X X

B X X B X

= − = − −

= − − = −

� �

� �
  

  الحـل

تساوي الواحد على الأكثر. إذن يأخذ باقي القسمة المنشود  Bعلى  Aإنّ درجة باقي قسمة  �
)الصيغة  )R X aX b=   كان   Qبالرمز  Bعلى  A. فإذا رمزنا إلى خارج قسمة +

( ) ( )( 2)( 3) ( )A X Q X X X R X= − − +  
)أن نعرف قيمة  bو aيكفي لتعيين الثابتين  )R X  عند قيمتين مختلفتين للمتحوّلX دنا . فإذا أر

نّ  |الاستفادة من المساواة السابقة اكتفينا بملاحظة أ ( )B A R−  ّن  3و 2 العددينيقتضي أ
Aجذران للفرق  R−  ّ(2)أي إن (2) 1R A= = (3)و − (3) 1R A= = −.  
degولكنّ الشروط 1R (2)و  ≥ (3) 1R R= = )تقتضي أنّ  − ) 1R X = −.  

ن يأخذ باقي القسمة الواحد على الأكثر. إذ Bعلى  Aوهنا أيضاً تساوي درجة باقي قسمة  �
)المنشود الصيغة  )R X aX b=   كان   Qبالرمز  Bعلى  A. فإذا رمزنا إلى خارج قسمة +

2( ) ( )( 2) ( )A X Q X X R X= − +  
|اكتفينا بملاحظة  أنّ  فإذا أردنا الاستفادة من المساواة السابقة ( )B A R−  2يقتضي أنّ العدد 

A لكثير الحدود هو جذرٌ مضاعف من المرتبة الثانية على الأقل R− هو جذرٌ  2، أي إنّ العدد
Aلكل من كثير الحدود  R−  ولمشتقّهA R′ ′− .  
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(2)أي  (2) 1R A= = (2)1,و − (2) ( 2)nR A nδ′ ′= =  1nδ,. وقد رمزنا بالمقدار −
1nفي حالة  1للدلالة على العدد  1nفي حالة  0لعدد وعلى ا = ونستنتج من الشروط  .<

)1,السابقة أنّ  ) ( 2)( 2) 1nR X n Xδ= − − −.  

يمكننا في هذه الحالة اتبّاع أسلوب الحالة السابقة، ولكن سنتبع أسلوباً آخر. نلاحظ أوّلاً أنهّ في  �
1n حالة degنفسه، لأنّ  Aهو  Bعلى  Aيكون باقي قسمة  = degA B<  في هذه

2nالحالة. لنفترض أنّ    بالصيغة A. عندئذ يكُتب ≤
2

2

0

2

( 3) ( 3 1) 2

( 3) ( 3) 2

( 1)
1 ( 3) ( 3) ( ) ( )

2

n n

n
n k k

n
k

A X X

X C X

n n
n X X B X Q X

=

= − + − + −

= − + − −

−
= − + − + − +

∑  

2وقد عرفّنا  3 3

3

( ) ( 3) ( 3)
n

n k k
n

k

Q X X C X− −

=

= − + على  A. إذن باقي قسمة ∑−

B  2في حالةn )2هو  ≤ 1)
( ) 1 ( 3) ( 3)

2

n n
R X n X X

−
= − + − + −.  

على الأكثر. إذن يأخذ باقي  3في هذه الحالة تساوي  Bعلى  Aإنّ درجة باقي قسمة  �
3القسمة المنشود الصيغة  2( )R X aX bX cX d= + + . فإذا لاحظنا أنّ +

| ( )B A R− هو جذرٌ مضاعف من المرتبة الثانية على  3و 2أنّ كلاً من العددين  يقتضي
Aالأقل لكثير الحدود  R− من كثيري 3و 2، أي إنّ العدد ين الحدود  جذران لكلA R− 

Aو R′   . وهذا يُكافئ−′
(2) (2) 1R A= = (3)و  − (3) 1R A= = −  

( ),1(2) (2) 2nR A n δ′ ′= = (3)و  − (3)R A n′ ′= =  
degكانت   لـمّاو  3R 2Xوكل من  ≥ 3Xو − )يقسم  − ) 1R X استنتجنا أنهّ يوجد   +

Xαكثير حدود من الدرجة الأولى  β+ يحُقّق  
( ) 1 ( 2)( 3)( )R X X X Xα β+ = − − +  

  وعليه يكون
(2) 2R α β′ = − (3)و    − 3R α β′ = +  
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  ومنه
( )
( )

,1

,1

(2) (3) 1

3 (2) 2 (3) 4 3
n

n

R R n

R R n

α δ

β δ

′ ′= + = −
′ ′= − − = −

  

  في هذه الحالة يساوي Bعلى  Aوباقي قسمة 
( ),1 ,1( ) ( 2)( 3) ( 1) 4 3 1n nR X n X X Xδ δ= − − − + − −  

  ú  وهو المطلوب.

Jما هي قيم  5. التمرينn 2  الحدودكثير  التي تجعل 1B X X= + كثير الحدود يقسم   +
( 1)n n nA X X= +   ؟ −

  الحـل

2لنلاحظ أوّلاً أنّ  1 ( j)( j)B X X X X= + + = − )، مع − )2 i
3

j exp π= .
)فإذا افترضنا أنّ  j)X )،كان Aيقسم  − ) ( j) ( )A X X Q X= واستنتجنا بأخذ المرافق،  −

)حقيقي، أنّ  Aوملاحظة أنّ كثير الحدود  ) ( j) ( )A X X Q X= وهذا يعني أنّ  −
( j)X )أيضاً. ولأنّ كثيريَ الحدود  Aيقسم  − j)X )و − j)X أوليّان فيما بينهما  −

B|استنتجنا أنّ  A وبالعكس إذا قسم .B   كثير الحدودA   كان( j) |X A− إذن لقد .
  أثبتنا أنّ 

| ( j) |B A X A⇔ −  
)ونعلم أنّ  j) |X A−  إذا وفقط إذا كان(j) 0A   . ولكن=

2

2

2 1 : 0mod 3

(j) (j 1) j ( 1) j j : 1mod 3

(( 1) 1) j : 2 mod 3

n

n n n n

n

n

A n

n

 − == + − = − − = − − =

  

(j)وعلى هذا نجد أنّ  0A   إذا وفقط إذا كان  =
0n 2أو  = mod6n =  

  أي
  ( )2( 1) | ( 1) ( 0) ( 2 mod6)n n nX X X X n n+ + + − ⇔ = ∨ =  ú  
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Jالعدد ما هي قيم 6.التمرين n 2 التي تجعل كثير الحدود 2( 1)B X X= + يقسم كثير  +
)الحدود  1) 1n nA X X= + −   ؟ −

  الحـل

  لنلاحظ أوّلاً أنّ 
2 2 2 2( 1) ( j) ( j)B X X X X= + + = − −  

) حيث )2 i
3

j exp π=.  
نّ  فترضنا أ ذا ا )2فإ j)X ن Aيقسم  − كا ،2( ) ( j) ( )A X X Q X= خذ  − واستنتجنا بأ

)2حقيقي، أنّ  Aالمرافق، وملاحظة أنّ كثير الحدود  ) ( j) ( )A X X Q X= وهذا يعني أنّ  −
2( j)X )2أيضاً. ولأنّ كثيرَي الحدود  Aيقسم  − j)X )2و − j)X أوليّان فيما بينهما  −

B|استنتجنا أنّ  A وبالعكس إذا قسم .B   كثير الحدودA   2كان( j) |X A− إذن لقد .
  أثبتنا أنّ 

2| ( j) |B A X A⇔ −  

)2ونعلم أنّ  j) |X A−  إذا وفقط إذا كان(j) (j) 0A A′=   . ولكن=

( ) ( )
2

1 1 2 1

(j) (1 j) j 1 ( 1) j j 1

(j) (1 j) j j ( 1) j j

n n n n n

n n n n n

A

A n n− − +

= + − − = − − −

′ = + − = −− −
  

)2 إذن j) |X A−  2كان   إذاإذا وفقط( 1) j j 1n n n− = 2و + 1( 1) j jn n n+− = −.  
)1ينتج من الشرط الأخير أنّ  j) 1n−− )في الزمرة الضربيّة  −j، ولكن رتبة الجذر = ),×U 

1 يجب أن يكون، إذن 6تساوي  0 mod6n − 1mod6n، أو = . وبالعكس، إذا  =
1mod6nكان  (j)كان   = (j) 0A A′=   . إذن=

  ( ) ( )2 2( 1) | ( 1) 1 1mod6n nX X X X n+ + + − − ⇔ =  
  ú  وهي النتيجة المرجوّة.

Jباقي القسمة الإقليديةّ لكثير الحدود  7.التمرين عين( )2 1 21 n nP X X+ += +  على +
2 1Q X X= + +.  
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  الحـل

شود تساوي الواحد على الأكثر. إذن يأخذ باقي القسمة المن Qعلى  Pإنّ درجة باقي قسمة 
)الصيغة  )R X aX b= ]وهو ينتمي إلى  + ]Xℝ فإذا رمزنا إلى خارج قسمة .P  علىQ 
  كان   Sبالرمز 

2( ) ( )( 1) ( )P X S X X X R X= + + +  

]ولكن نعلم أنهّ في  ]Xℂ  2لدينا 1 ( j)( j)X X X X+ + = −  حيث، −
( )2 i

3
j exp π= فإذا تأمّلنا المساواة السابقة في .[ ]Xℂ  ّاستنتجنا أن (j) (j)R P=  وهذه

  . bو aالمساواة كافية لتعيين الثابتين 
  لدينا ،في الحقيقة

2 1 2

2 2 1 2 2 2

(j) (1 j) j

( j ) j j j 0

n n

n n n n

P + +

+ + + +

= + +

= − + = − + =
  

jوالعلاقة  0a b+ )2 حيث = , )a b ∈ ℝ  0تكافئa b= 0Rأي  = =.  ú  

Jكن لت 8. التمرينα  وβ وγ  ّ2 ثلاثة أعداد طبيعية. أثبت أن 1B X X= + يقسم   +
6كثير الحدود   1 6 2 6 3(1 ) (1 ) (1 )A X X Xα β γ+ + += + − + + +.  

  الحـل

)ليكن  )2 i
3

j exp π= ّعندئذ نلاحظ أن .  
6 1 6 2 6 3

2 6 1 2 6 2 2 6 3

12 2 12 1 12

2

(j) (1 j) (1 j) (1 j)

( j ) ( j ) ( j )

j j j

(1 j j ) 0

A α β γ

α β γ

α β γ

+ + +

+ + +

+ +

= + − + + +

= − − − + −

= − − −

= − + + =

  

jXإذن  jXحقيقي استنتجنا أنّ  A، ولأنّ Aيقسم  − أيضاً. وهذا يقتضي،  Aيقسم  −
jXلأنّ كثيريَ الحدود  jXو − B|أولياّن فيما بينهما، أنّ  − A.وهو المطلوب .  ú  
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Jليكن  9. التمرينn وm  ا حدود وحيدان عددين طبيعيين موجبين تماماً. برهن أنه يوجد كثيرU 
]من  Vو ]Xℝ:يحققان ،  

deg , deg , ( ) (1 ) ( ) 1m nU n V m X U X X V X< < + − =  
  :يحُققان βو  αواستنتج أنه يوجد عددان حقيقيان   

1

1

(1 ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) (1 )

m

n

X V X nV X X

XU X mU X X

α

β

−

−

′− − =

′ + = −
  

) صيغةواستنتج ، βو  α وأخيراً عينّ    )V X و( )U X.  

  الحـل

)1لنبدأ بإثبات الوجود. نلاحظ انطلاقاً من المساواة  	 1 ) 1n mX X + −+ −  أنّ  =

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

1
1

1
0

1 1
1 1

1 1
0

1 1
1 1

11
0 0

1
1

1
0

1 1

1 1

1 1

1

n m
n m kk k

n m
k

n m m
n m k n m kk k k k

n m n m

k m k

n m
n k n m km k k m k k

n mn m
k k

n
n km m k k

n m
k

U X

C X X

C X X C X X

C X X C X X

X C X X

+ −
+ − −

+ −
=

+ − −
+ − − + − −

+ − + −
= =

− −
− − + − −+ +

+ −+ −
= =

−
− −+

+ −
=

= −

= − + −

= − + −

= −

∑

∑ ∑

∑ ∑

∑
���������������������������

( ) ( )

( )

1
1

1
0

1 1
m

n m kk k
n m

k

V X

X C X X

−
− −

+ −
=

+ − −∑
� �����������������������������

 

degUونرى مباشرة أنّ  n< وdegV m< وتثبتُ هذه العلاقة أنّ كثيريَ الحدود .

( )1
n

X− وmX .أوّليّان فيما بينهما  

تحُقّق الشروط التالية  Qو Pو Vو Uالوحدانيّة. نفترض أنّ كثيرات الحدود  الآن ثبتلن 	
degU n< وdegP n< وdegV m< وdegQ m<  ًوأخيرا 

(1 ) 1 (1 )m n m nX U X V X P X Q+ − = = + −  
  عندئذ نستتج من ذلك أنّ 

( ) ( )(1 )m nX U P X Q V− = − −  
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)gcdولكن  ,(1 ) ) 1m nX X− |إذن  = ( )mX Q V− ولكن .deg( )Q V m− < 
0Qإذن يجب أن يكون  V− Qأو  = V= يقتضي أن يكون  وهذاU P=  ُأيضاً ويثبت

 الوحدانيّة.

)نستنتج باشتقاق المساواة  	 ) (1 ) ( ) 1m nX U X X V X+ −  أنّ  =

  1 1( ) (1 ) ( (1 ) )m nmU XU X X nV X V− −′ ′+ = − − −  (1)  
لحدود  1mXولأنّ كثيرَ ا )يقسم  − )1(1 ) (1 )nX nV X V− ′− − كثير   ، وهو أوّلي مع−

1)1 الحدود )nX 1mXاستنتجنا أنّ  −− )يقسم  − )(1 )X V nV′− ، ولكنّ درجة هذا −
1mالأخير تساوي    يحُقّق αإذن يوجد ثابتٌ  ،على الأكثر −

  1(1 ) mX V nV Xα −′− − =  (2)  
  نستنتج أنّ  (1)وبالتعويض في المساواة 

  1(1 )nXU mU Xα −′ + = − −  (3)  
βوعليه  α= −.  

1Xبتعويض  (2)ونستنتج من    أنّ  =
(1)nVα = −  

فإذا استفدنا من الصيغة 
1

1
1

0

( ) (1 )
m

k k m k
n m

k

V X C X X

−
− −

+ −
=

=   استنتجنا أنّ  ∑−

1
1

( 1)!

( 1)! ( 1)!
m
n m

n m
nC

n m
α −

+ −
+ −

= − = −
− ⋅ −

  

لنفترض أنّ  	
1

0

( )
m

k
k

k

V X Xλ

−

=

=   أنّ  (2)عندئذ نستنتج من  ∑

2 1 1
1

1
0 0 0

( 1)
m m m

k k k m
k k k

k k k

k X k X n X Xλ λ λ α

− − −
−

+
= = =

+ − − =∑ ∑ ∑  

 أو
2

1 1
1 1

0

(( 1) ( ) ) ( 1)
m

k m m
k k m

k

k k n X n m X Xλ λ λ α

−
− −

+ −
=

+ − + − + − =∑  
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  وعليه نستنتج أنّ 

1 1m
n m

α
λ − = −

+ −
1و   

1
k k

k

k n
λ λ +

+
=

+
0في حالة    1k m≤ < −  

  أنّ  kوهذا يتيح لنا أن نثبت بالتدريج على 

{ } 1

( 1)!
0,1, , 1 ,

( 1)! !
k

k k n

k n
k m C

n k
λ + −

+ −
∀ ∈ − = =

− ⋅
…  

  ومنه
1

1
0

( )
m

k k
k n

k

V X C X

−

+ −
=

= ∑  

لنفترض أنّ  	
1

0

( )
n

k
k

k

U X Xµ

−

=

=  أنّ  (3)عندئذ نستنتج من  ∑

1 1

1
0 0

( ) ( 1)
n n

k k k k
k n

k k

m k X C Xµ α

− −

−
= =

+ = − −∑ ∑  

  ومنه

{ } 1( 1)( 1)!
0,1, , 1 ,

( 1)!( 1)! ( )

k k
n

k

Cn m
k n

n m m k
µ −−+ −

∀ ∈ − = ⋅
− − +

…  

  وأخيراً 
1

1

0

( 1)!
( ) ( 1)

( 1)! ( 1)!

n k
k kn

k

Cn m
U X X

n m m k

−
−

=

+ −
= −

− ⋅ − +∑  

  ú  وهي النتيجة المطلوبة.

Jحلّل كثير الحدود  10. التمرين( ) ( i) ( i)n nP X X X= + − ]من  − ]Xℂ ، ُبسّط ثم 

2   : الجداء

1

4 cot
2 1

m

k

k

m

π

=

 = +   + ∏Z  

  الحـل

  إذن Pليس جذراً لكثير الحدود  iمن الواضح أنّ 
i

( ) 0 1
i

n
x

P x
x

 + = ⇔ =  − 
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)ومن جهة أخرى، إذا عرفّنا أنّ  )2 iexp
n

πω iولاحظنا أنّ  =
1

i

x

x

+
≠

−
  استنتجنا  

{ }

{ }

1

1

1

i i
1 :

i i

1
i :

1

cot :

n

k
n

k

nk

k
nn

x x
k

x x

x k

x kπ

ω

ω

ω

−

−

−

 + + = ⇔ ∈ ∈  − − 
  + ⇔ ∈ ∈  −  

⇔ ∈ ∈

ℕ

ℕ

ℕ

  

}ولأنّ الأعداد  }1cot :k
nn

kπ
−∈ ℕ مختلفة مثنى مثنى، وdeg 1P n≤ استنتجنا أنهّ  −

  يحُقق λددٌ عقدي يوجد ع
1

1

( ) cot
n

k

k
P X X

n

π
λ

−

=

 = −   ∏  

1nXولكن أمثال  2تساوي  Pفي  − in إذن  
1

1

( ) ( i) ( i) 2 i cot
n

n n

k

k
P X X X n X

n

π
−

=

 = + − − = −   ∏  

2لنضع  1n m=   ، ولنلاحظ أنّ +
2

1 1

1

(2 1 )
cot cot

2 1 2 1

cot
2 1

m m

k m k
m

k

k m k
X X

m m

k
X

m

π π

π

= + =

=

   + −  − = −     + +   
 = +   + 

∏ ∏

∏
  

  إذن

( )

( )

( )

( )

2

1
2

1 1

1 1

2 2

1

( ) 2 i 2 1 cot
2 1

2 i 2 1 cot cot
2 1 2 1

2 i 2 1 cot cot
2 1 2 1

2 i 2 1 cot
2 1

m

k
m m

k k m
m m

k k

k

k
P X m X

m

k k
m X X

m m

k k
m X X

m m

k
m X

m

π

π π

π π

π

=

= = +

= =

=

 = + −   + 
     = + − ⋅ −     + +   
     = + − ⋅ +     + +   
 = + −   + 

∏

∏ ∏

∏ ∏
m

∏
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2فإذا عوّضنا  i  بالمتحوّلX  ّاستنتجنا أن  

( )2 1 2 1 2

1

(2 i i) (2 i i) 2 i 2 1 4 cot
2 1

m
m m

k

k
m

m

π+ +

=

 + − − = + − −   + ∏  

  ومنه
2 1

2

1

3 1
4 cot

2 1 2(2 1)

m m

k

k

m m

π +

=

  − + =  + + ∏  

  ú  وهي النتيجة المطلوبة.

Jأثبت أنه أياً كان  11. التمرينα  من∗ℝ،  وأياً كانn  من∗ℕ مع nα π∉ ℤكان ،  
1

2 2

0

2
2 cos 1 2 cos 1

n
n n

k

k
X X n X X

n

π
α α

−

=

     − + = − + +         ∏  

ثم بسّط الجداء :   
1

0

2
cos cos

n

k

k

n

π
θ α

−

=

   − +      ∏.  

  الحـل

  لنتأمّل كثير الحدود

( )( )
1

2 2 2

0

( ) 2 cos 1 2 cos 1
n

n n k

n
k

Q X X X n X X πα α

−

=

= − + − − + +∏  

)ولنعرّف  )2 iexp i k
k n
x πα= nαنستنتج من الشرط  . عندئذ+ π∉ ℤ  ّأن  

{ } { }( )card : 0 : 0 2k kx k n x k n n≤ < ∪ ≤ < =  

)ونتيقّن بالحساب المباشر أنّ  ) 0jQ x 0في حالة  = j n≤ ]، ولأنّ > ]Q X∈ ℝ  نستنتج
)أيضاً أنّ  ) 0jQ x 0في حالة  = j n≤ . Qجذراً مختلفاً لكثير الحدود  2n، وعليه يوجد >

degولكن  2Q n< 0، إذن يجب أن يكونQ . وهذا ما يثبت المساواة المطلوبة. وإذا =
ieعوّضنا  θ  بالمتحولX  ّاستنتجنا مباشرة أن :  

( )( ) ( )
1

12

0
cos cos 2 cos cos

n

nk

n
k

n nπθ α θ α

−
−

=
− + = −∏.  

  ú  وهي النتيجة المطلوبة.
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Jأثبت أنه أياً كان العدد الطبيعي الموجب تماماً  12. نالتمريn ،يُكتب كثير الحدود  

( ) ( ) ( )
2 1 2 1i i

1 1
2 1 2 1

n n

n

X X
P X

n n

+ +
= + − −

+ +
  

  بالصيغة

( )
2

2 2
2 11

2 i 1
(2 1) tan ( )

n

n k
nk

X
P X X

n π
+=

 = −    + ∏  

2ثم احسب كلاً من   

2 1
1

cot ( )
n

k

n
k

π

+
=
2و ∑

2 1
1

sin ( )
n

k
n

k

π−
+

=
مجموع قيمة . واستنتج ∑

المتسلسلة 
2

1

1

n n

∞

=
∑.  

  الحـل

لنعرّف 
2 1

(2 1)tan k
k n
x n π

+
= nkفي حالة  + ∈ ℕ. ولنعرّف كثير الحدود  

( )
2 1 2 1 2

2
1

i i
1 1 2 i 1

2 1 2 1

n n n

k k

X X X
Q X X

n n x

+ +

=

        = + − − − −       + +     
∏  

  ولنلاحظ ما يلي :
 لدينا nℕمن  jفي حالة  	

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )

( )

( )

2 1 2 1

2 1 2 1
2 1 2 1

2 1 2 1

2 1
2 1

2 1
2 1

1 i tan 1 tan

exp i exp i

cos

( 1) ( 1)
0

cos

n n
j j

j n n

n n
j j

n n

jn

n

j j

jn

n

Q x
π π

π π

π

π

+ +

+ +
+ +

+ +

+
+

+
+

= + − −

− −
=

− − −
= =

  

)ولأنّ  	 ) ( )Q X Q X− = )استنتجنا أيضاً أنّ  − ) 0jQ x−  .nℕمن  jفي حالة  =
(0)وأخيراً نلاحظ أنّ  	 (0) 0Q Q ′= =. 

2الذي درجته أصغر أو تساوي  Qا سبق أنّ كثير الحدود نستنتج مم 1n يقبل الأعداد  +
( )

nk kx ∈ℕ و( )
nk kx ∈− ℕ  وع جذراً مضاعفاً. وهذا يقتضي، لأن مجم 0جذوراً، ويقبل العدد

2مراتب مضاعفة هذه الجذور أكبر أو يساوي  2n 0Q، أنّ +   وهي المساواة المطلوبة.. =
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  في طرفي المساواة 3Xبمقارنة أمثال 
2 1 2 1 2

2
1

i i
1 1 2 i 1

2 1 2 1

n n n

k k

X X X
X

n n x

+ +

=

        + − − = −       + +     
∏  

  نستنتج أنّ 
3
2 1

3 2
1

1
2 i 2 i

(2 1)

n
n

k k

C

n x

+

=

− = −
+

∑  

  ومنه

( )2
1 2 1

1 (2 1)

3tan

n

k
k n

n n

π
= +

−
=∑  

2ولأنّ 

2

1
cot 1

sin
θ

θ
+   نستنتج أنّ  =

( )2
1 2 1

1 (2 1) 2 ( 1)

3 3sin

n

k
k n

n n n n
n

π
= +

− +
= + =∑  

ولكن نعلم أنهّ 
2

0, , sin tanx x x xπ ∀ ∈ ≤ ≤  إذن ،  

( ) ( )
2

2 2 2 2
1 1 12 1 2 1

1 (2 1) 1

tan sin

n n n

k k
k k kn n

n

kπ ππ= = =+ +

+
≤ ≤∑ ∑ ∑  

  أو
2

2 2
1

(2 1) (2 1) 2 ( 1)

3 3

n

k

n n n n n

kπ=

− + +
≤ ≤∑  

  وبصيغة مكافئة

2 2 2 2
1

(2 1) 1 1 2 ( 1)

3(2 1) 3(2 1)

n

k

n n n n

n k nπ =

− +
≤ ≤

+ +
∑  

  نستنتج أنّ  تسعى إلى اللااية نجد n بجعلو 
2

2
1

1
lim

6

n

n
k k

π

→∞ =

=∑  

 ú  وهي النتيجة المطلوبة.
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Jن كلي 13. التمرينn وm  ًوليكن عددين طبيعيين موجبين تماما ،a  عنصراً من∗ℂعرّف . ن
gcd( , )n mδ )lcmو = , )n mµ   . أثبت أنّ =

gcd( , )n n m mX a X a X aδ δ− − = −  
) واستنتج أنّ  )( )n n m mX a X a− )يقسم  − )( )X a X aδ δ µ µ− −.  

  الحـل

هما على الترتيب خارج وباقي قسمة  rو qعددان طبيعيّان موجبان تماماً وأنّ  βو αلنفترض أنّ 
α  علىβ  أيp rα β= 0مع  + r β≤   عندئذ .>

( )
1

1

0

( ) ( )

( ) ( )

p r p r

p p r p r r

p
p k k r p r r

k

X a X X a a

X a X a X a

X a a X a X a

α α β β

β β β

ββ β β β
−

− − +

=

− = −

= − + −

= − + −∑

  

r، كانβعلى  αباقي قسمة  r وعليه إذا كان rX a−  شريك باقي قسمةX rα α− 
Xعلى rβ β−.  َّومن ثم  

gcd( , ) gcd( , )r rX a X a X a X aα α β β β β− − = − −  

0rلنعرّف إذن  n= 1وr m= 0 ماداملنضع، ، وkr ≠ ،1kr 1krباقي قسمة +  .krىعل −
1يكون عندها  Nعندئذ نعلم أنهّ عند أوّل قيمة  0Nr + )gcdيكون  = , )Nr n mδ= = .

  واستناداً إلى الملاحظة السابقة يكون لدينا
1 11 1gcd( , ) gcd( , )k kk k k k k k

r rr r r r r rX a X a X a X a+ +− −− − = − −  
0في حالة  k N≤   . ومنه≥

1 10 0 1 1gcd( , ) gcd( , )N NN N
r rr r r r r rX a X a X a X a+ +− − = − −  

  وهذا يُكافئ قولنا
gcd( , )n n m mX a X a X aδ δ− − = −  

n كان كلٌ من  لـمّاومن جهة أخرى،  nX a−  وm mX a−  يقسمX aµ µ−  ّاستنتجنا أن  
lcm( , ) | ( )n n m mX a X a X aµ µ− − −  
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  جداء الضرب وهذا يقتضي أنّ 
gcd( , )lcm( , )n n m m n n m mX a X a X a X a− − − −  

  يقسم
( )( )X a X aδ δ µ µ− −  

  ولكن
gcd( , ) lcm( , ) ( )( )n n m m n n m m n n m mX a X a X a X a X a X a− − − − = − −  

  إذن
( )( ) | ( )( )n n m mX a X a X a X aδ δ µ µ− − − −  

 ú  وهي النتيجة المطلوبة.

Jليكن  14. التمرين P   من الدرجة كثير حدودn  أمثاله أعداد صحيحة أي[ ]P X∈ ℤ .
)gcdوليكن  (0), (1), , ( ))N P P P n=   . أثبت أنّ …

, | ( )m N P m∀ ∈ ℤ  

  الحـل

0لنتأمّل  1( , , , )nℓ ℓ … ℓ   0,1)كثيرات حدود لاغرانج الموافقة للنقاط, , )n… ّنعلم أن .  

0

( ) , 0,1, ,
n

k
j
j k

X j
X k n

k j=
≠

−
= =

−∏ℓ …  

)لنعرّف كثيرات الحدود  )k
X k

C
∈ℕ

  بوضع 

0 1XC )و  = 1) ( 1)

!
k
X

X X X k
C

k

− − +
=

0kفي حالة  ⋯ >.  

,0,1}من  kعندئذ نلاحظ مباشرة أنهّ في حالة  , }n… لدينا  

1

1 1 1
( )

1 1 1
( 1)

k

n k k n k k n k
X X k X n X

X X X k X k X n
X

k k k n
C C C C− − −

− − −

− − + − − −
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

− − −
= − ⋅ = ⋅

ℓ ⋯ ⋯  

  كان  لـمّاو 

1

( 1) ( 1)
, ( 1)

!
k k k
X X k

X X X k
k C C

k

∗
− + −

− − − − − +
∀ ∈ = = −

⋯
ℕ  



 322 كثيرات الحدود على حقل تبديلي

  استنتجنا أيضاً أنّ 

1( ) ( 1) ( 1)n k k n k k k n k
k X n X X k X nX C C C C− − −

− + + − +− = − ⋅ = − ⋅ℓ  
,0,1}من  k، وليكن عدداً صحيحاً  pليكن إذن  , }n… .: نناقش الحالات التالية   

,0,1}في حالة  	 , }p n∈ ),لدينا  … )k p kp δ=ℓو ،,p kδ كرونيكر.  هو رمز 

p في حالة 	 n> 1، لدينا( ) ( 1)n k k n k
k p p kp C C− −

− −= − ⋅ ∈ℓ ℤ. 
0pفي حالة  	 )1، لدينا > ) ( 1)k k n k

k k p n pp C C −
− − −= − ⋅ ∈ℓ ℤ. 

  إذن لقد أثبتنا أنّ 
{0,1, , }, , ( )kk n p p∀ ∈ ∀ ∈ ∈… ℤ ℓ ℤ  

]عنصراً من  Pليكن  ]Xℤ  درجتهn  عندئذ
0

( ) ( ) ( )
n

k
k

P X P k X
=

= ∑ ℓ فإذا كان .  

( )gcd (0), (1), , ( )N P P P n= …  
)خارج قسمة  kqوعرفّنا  )P k  علىN  كان لدينا  

0

, ( ) ( )
n

k k
k

m P m N q m
=

∀ ∈ = ⋅∑ℤ ℓ  

,ومن ثمَّ  | ( )m N P m∀ ∈ ℤ.  ú  

Jليكن  15. التمرينP  من[ ]Xℝ   ّ1من الدرجة  اً كثير حدود واحدي n≤. احسب المقدار  

 ( )

0
0 ,

( )

n

k
j n j k

P k

k j= ≤ ≤ ≠
∏ −∑  

) استنتج أنّ  ثمُّ     )
0
max 2 !n

k n
P k n−

≤ ≤
≥.  

  الحـل

0نستفيد في هذا التمرين أيضاً من  1( , , , )nℓ ℓ … ℓ   ات حدود لاغرانج الموافقة للنقاط كثير
(0,1, , )n… ّنعلم أن .  

0 ,

( ) , 0,1, ,k
j n j k

X j
X k n

k j≤ ≤ ≠

−
= =

−∏ℓ …  
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]في  nكثير حدود من الدرجة   Pفإذا كان  ]Xℝ   كان  

    
0

( ) ( ) ( )
n

k
k

P x P k x
=

= ∑ ℓ  (1)  

lim ولكن ( ( )/ ) 1n

x
P x x

→+∞
  ، ولدينا مباشرةnواحدي من الدرجة  Pلأنّ  =

( )
0 ,

( ) 1 ( 1) ( 1)
lim

( ) ! ! !

n k n k
kk
nnx

j n j k

x
C

k j k n k nx

− −

→+∞
≤ ≤ ≠

− −
= = =

∏ − −
ℓ  

  تسعى إلى اللااية وجدنا xوجعلنا  nxعلى  (1)فإذا قسمنا طرفي المساواة 

0 0
0 ,

( ) 1
1 ( 1) ( )

( ) !

n n
n k k

n
k k

j n j k

P k
C P k

k j n

−

= =
≤ ≤ ≠

= = −
∏ −∑ ∑  


 نستنتج من المساواة السابقة أنّ  

0 0
0 0

! ( ) max ( ) 2 max ( )
n n

k k n
n n

k n k n
k k

n C P k C P k P k
≤ ≤ ≤ ≤= =

  ≤ ≤ =   
∑ ∑  

 لدينا  nوهذا يثبتُ أنهّ في حالة كثير حدود واحدي من الدرجة 

0
max ( ) 2 !n

k n
P k n−

≤ ≤
≥  

  وهي تُكافئ
( )

0
[ ], (0) 2 max ( )

n n
n

k n
P X P P k

≤ ≤
∀ ∈ ≤ℝ  

  وتتحقّق المساواة في حالة

0

( ) ( 1) ( )
n

k
k

k

P X X
=

= −∑ ℓ. 


 نستنتج من المساواة نفسها ومن متراجحة كوشي شوارتز أنّ و  

22

0 0 0

2

2
0

! ( ) ( ) ( )

( )

n n n
k k
n n

k k k

n
n
n

k

n C P k C P k

C P k

= = =

=

≤ ≤

=

∑ ∑ ∑

∑
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  ومنه

2 2( )
2

0

[ ], (0) ( )
n

n n
n n

k

P X P C P k
=

∀ ∈ ≤ ∑ℝ  

  ú   .إثبات المطلوبويتم 

Jليكن  16. التمرينP  وQ   َ1ي حدود من الدرجة كثير n≤  أمثالهما أعداد عقدية. ولنفترض
1P كثيريَ الحدودل أنّ  يضاً أالجذور نفسها و  Qو P كثيريَ الحدودأن ل 1Qو − − 

Pالجذور نفسها. أثبت أن  Q=.  

  الحـل

  ف اموعتين. ولنعرّ ℕ∗من  nكثير حدود من الدرجة   Pليكن 
{ }: ( ) 0z P z= ∈ =A ℂ    و{ }: ( ) 1z P z= ∈ =B ℂ  

  عندئذ يكون لدينا
( ) ( )nP X X α

α

λ α
∈

= −∏
A

)و     ) 1 ( )
m

P X X β

β

λ β
∈

− = −∏
B

  


∩من الواضح أنّ   = ∅A B. 

)1 من ونلاحظ أنّ كلاًّ   )nX α

α
α −

∈
∏ −
A

1و  
( )

n
X β

β
β

−

∈
∏ −
B

)يقسم   )P X′  وهما

∩لأنّ  أوّليّان فيما بينهما = ∅A B. 
)11 داءالجإذن يقسم  ) ( )

nnX X βα

α β
α β

−−

∈ ∈
∏ − ∏ −
A B

)كثير الحدود    )P X′ ،

 ومنه

( 1) ( 1) deg 1n m P nα β
α β∈ ∈

′− + − ≤ ≤ −∑ ∑
A B

  

  أي  
card( ) card( ) 1n m nα β

α β∈ ∈

+ − − ≤ −∑ ∑
A B

A B  

  ومنه   
ard( ) 1c n∪ ≥ +A B  
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]كثير حدود من   Pإذا كان  .النتيجة ]Xℂ يحُقّق ،deg( ) 0P   . عندئذ <
{ }( )card : ( )( ( ) 1) 0 1 degz P z P x P∈ − = ≥ +ℂ  

1من الدرجة  عقديين كثيريَ حدود  Qو Pلنفترض أنّ    n≤ ّولنفترض أن .Q  ينعدم
1Qوأنّ  Pعند جذور  1Pينعدم عند جذور  − . عندئذ نتأمّل كثير الحدود −

R P Q= degR. فنلاحظ أنّ − n≤  ّوأنR موعةينعدم على ا  
{ }: ( )( ( ) 1) 0z P z P z∈ − =ℂ  

0R. فلا بدُّ أن يكون nالتي عدد عناصرها أكبر تماماً من  Pأو  = Q=.  ú  

Jفي  أثبت أنه يوجد  17. التمرين[ ]Xℚ   كثير حدود وحيدnP يحُقّق n
n nP P X′− =.  

  الحـل

لنفترض أنّ 
0

m k
kk

P a X
=

= nPيحُقّق  ∑ P X′−   عندئذ نجد بالتعويض أنّ  =
1

1
0 0

( 1)
m m

k k n
k k

k k

a X k a X X

−

+
= =

− + =∑ ∑  

  أو
1

1
0

( ( 1) )
m

m k n
m k k

k

a X a k a X X

−

+
=

+ − + =∑  

nإذن يجب أن يكون  m=1، وna )1و ،= 1)k ka k a += 0في حالة  + k n≤ < .
)المقادير  وهذا يقتضي أن تكون )

0
! k k n

k a
≤ ≤

!متساوية وتساوي   !nn a n=.  وعليه  

{ } !
0,1, , ,

!k

n
k n a

k
∀ ∈ =…  

  ومن ثمَّ يجب أن يكون 

0

!

!

n
k

n
k

n
P X P

k=

= =∑.  

وبالعكس، نتيقّن بتحققٍ مباشر أنّ كثير الحدود 
0

!
!

k
n

n k

X
P n

k=
=  يحُقّق الشرط ∑⋅

n
n nP P X′− =.  ú  
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Jكثيرات حدود  18. التمرين Tchebychev  

]أثبت أنه يوجد في   1. ]Xℝكثير حدود وحيدnT  من الدرجةn ّق، أياً كان العدد ، يحق
cos)، العلاقة θ الحقيقي ) cosnT nθ θ=.  ما هو ثابتnX  فيnT ً؟ نعرّف أيضا

1
1

1n nU T
n

+′=
+

cos)، ما هي قيمة  )nU θ لة بدلاθ؟  

[جميعاً إلى اال تنتمي ، وأثبت أا nUو nTعينّ جذور كلٍ من   2. [1, 1− +.  

1أثبت في حالة   3. n≤: العلاقتين التاليتين ،  
2

1 1

1

(1 )n n n

n n n

T XT X U

U XU T

+ −

−

= − −

= +
  

  : قان المعادلتين التفاضليتينيحقّ  nUو nTي الحدود أثبت أن كثيرَ     4.
( )2 21 0n n nX T XT n T′′ ′− + − =  

( ) ( )2 1 3 2 0n n nX U XU n n U′′ ′− + − + =  
  .nTثم احسب أمثال كثير الحدود 

  : يحققان العلاقتين التدريجيتين التاليتين nUو nTي الحدود أثبت أن كثيرَ   5.
1 12n n nT XT T+ −= 0  حيث   − 1( ) 1, ( )T X T X X= =.  

1 12n n nU XU U+ −= 0  حيث − 1( ) 1, ( ) 2U X U X X= =.  

)نضع   6. )2 1/2d
( ) (1 )

d

n
n

n n
V x x

x

−= ]من  xفي حالة  −   أثبت أن  .−1,1[

2
1( ) (1 ) ( ) ( 1) ( )

2 1 n n n

n
V x x V x n xV x

n
+ ′= − − +

+
  

  يكونل nλننا تعيين الثابت استنتج أنه يمك  
2[ 1,1], ( ) 1 ( )n n nx T x x V xλ∀ ∈ − = −  

]على اال  nتابعاً يقبل مشتقات مستمرة حتى المرتبة  fليكن  7. ]1, 1−  ،. أثبت+
  أنّ  ،كاملة بالتجزئة عدة مراتٍ بالم

1 1 2
( )

2 2
1 1

( ) 2 ! (1 )
( )d ( )d

(2 )!1 1

n n
nnT x n x

f x x f x x
nx x− −

⋅ −
=

− −
∫ ∫  
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  واستنتج أن

( ) 2

0 0

2 !
(cos )cos d (cos )sin d

(2 )!

n
n nn

f n f
n

π π

θ θ θ θ θ θ
⋅

=∫ ∫  

mfثم طبق ما سبق في حالة  T=.  
  الحـل

cos)كثيرَي حدود يحُققان   Qو  Pلنفترض أنّ  .الوحدانيّة 1. ) (cos )P Qθ θ=  أياًّ كانت
θ  منℝ عندئذ يقبل كثير الحدود ،P Q− ائيّاً من الجذور أن يكون معدوماً. عدداً لا ُولا بد ،

Pأي  Q=.  
0. لنلاحظ أنّ كثيرات الحدود الوجود 1T 1Tو = X= 2و

2 2 1T X= تفي بالغرض  −
0nفي حالة  1nو = 2nو =   لحالة العامّة، نلاحظ أنّ . لإثبات الوجود في ا=

i

0

2 2 2

0 2
2 2 2

0 /2

cos Re( ) Re((cos i sin ) )

Re i cos sin

( 1) cos sin

( 1) (1 cos ) cos

n n

n
k k n k k
n

k

k k n k k
n

k n
k k k n k

n
k n

n e

C

C

C

θθ θ θ

θ θ

θ θ

θ θ

−

=
−

≤ ≤
−

 ≤ ≤ 

= = +
  =    

= −

= − −

∑

∑

∑

  

cosإذن  (cos )nn Tθ θ= وقد عرفّنا  
2 2 2

0 /2

( 1)k n k k
n n

k n

T C X X−

 ≤ ≤ 

= −∑  

2فيساوي  nTفي  nXأمّا ثابتُ  1

0 /2

2k n
n

k n

C −

 ≤ ≤ 

0في حالة  ∑= n<.  

cos)1ونستنتج باشتقاق طرفيَ المساواة في  ) cos( 1)nT nθ θ+ =   :θبالنسبة إلى المتحوّل  +
1(cos )sin ( 1)sin( 1)nT n nθ θ θ+′ = + +  

1فإذا عرفّنا 

1

1n nU T
n

+′=
+

  كان لدينا  

sin( 1)
(cos )

sinn

n
U

θ
θ

θ

+
=  
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) نسمّي متتاليتي كثيرات الحدود )n n
T

∈ℕ
)و  )n n

U
∈ℕ

كثيرات حدود تشِبيشِف من   ، متتاليتي
  النوع الأول والنوع الثاني بالترتيب.

)لنعرّف  2. ) cos (2 1)
2

n
kx k

n

π = −   
}من k في حالة  }1, ,n… عندئذ نتيقّن مباشرة .

,0]على اال  cosبسبب التناقص التام للتابع  ]π  ّأن  
( ) ( ) ( )( )

1 11 1n n nn
n k kx x x x+− < < < < < < <⋯ ⋯  

  ونتيقن مباشرة أنّ 

( ) ( )( ) ( )cos cos (2 1) 0
2

n n
n k kT x nx k

π = = − =  
  

degولأنّ  nT n= ّنستنتج أن ،nT  يقبلn  جذراً بسيطاً هي{ }( ) :n
k nx k ∈ ℕ.  

)وبأسلوب مماثل إذا عرفّنا  ) cos
1

n
k

k
y

n

π =   + 
. عندئذ نتيقّن مباشرة nℕمن  kفي حالة  

,0]على اال  cosع بسبب التناقص التام للتاب ]π  ّأن  
( ) ( ) ( )( )

1 11 1n n nn
n k ky y y y+− < < < < < < <⋯ ⋯  

  ونتيقن مباشرة أنّ 
( )( ) 1

1 1

sin ( 1) sin
( ) 0

sin sin

k
n n

n k k k
n n

n k
U y

π

π π

π+

+ +

+
= = =  

degولأنّ  nU n= ّنستنتج أن ،nU  يقبلn  جذراً بسيطاً هي{ }( ) :n
k ny k ∈ ℕ.  

  . نستنتج من المساواتين :ℕ∗من  nلتكن  3.

, cos( 1) cos cos sin sin

sin( 1) cos sin sin cos

n n n

n n n

θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ

∀ ∈ + = −
+ = +

ℝ  

  أنّ 

2
1 1

1

, (cos ) cos (cos ) (1 cos ) (cos )

(cos ) cos (cos ) (cos )
n n n

n n n

T T U

U U T

θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ

+ −

−

∀ ∈ = − −

= +

ℝ  
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  أنّ  ،1.من خاصّة الوحدانيّة في السؤال، بالاستفادة ونستنتج من ذلك مباشرة
2

1 1

1

(1 )n n n

n n n

T XT X U

U XU T

+ −

−

= − −

= +
  

cos)باشتقاق طرفيَ المساواة في  4. ) cosnT nθ θ=  بالنسبة إلى المتحوّلθ  مرتّين نجد  
(cos )sin sinnT n nθ θ θ′ =  

  و
2 2 2(cos )sin (cos )cos cos (cos )n n nT T n n n Tθ θ θ θ θ θ′′ ′− + = =  

  أو
2 2, (cos )(cos 1) (cos )cos (cos )n n nT T n Tθ θ θ θ θ θ′′ ′∀ ∈ − + =ℝ  

  وهذا يبرهن أنّ 
2 2( 1) 0n n nX T XT n T′′ ′− + − =  

  ونستنتج من هذا أنّ 
2 2

1 1 1( 1) ( 1) 0n n nX T XT n T+ + +′′ ′− + − + =  

1فإذا اشتققنا هذه العلاقة وتذكّرنا أنّ 

1

1n nU T
n

+′=
+

  وجدنا 
2( 1) 3 ( 2) 0n n nX U XU n n U′′ ′− + − + =  

  فنكون بذلك قد وجدنا المعادلتين التفاضليّتين لكثيرات حدود تشِبيشِف.

2لتكن  	 n≤ ّولنفترض أن .
0

n k
n kk

T Xλ
=

= عندئذ نجد بالتعويض في المعادلة  ∑
 ما يلي : nTالتفاضليّة التي يحُققها 

2
2

2
0 0 0 0

( 1) ( 2)( 1) 0
n n n n

k k k k
k k k k

k k k k

k k X k k X k X n Xλ λ λ λ

−

+
= = = =

− − + + + − =∑ ∑ ∑ ∑  

  أو

( )
2

1 2 2
1 2

0

(2 1) ( ) ( 2)( 1) 0
n

n k
n k k

k

n X k n k k Xλ λ λ

−
−

− +
=

− + + − − + + =∑  

  وهذا يقتضي أنّ 

1 0nλ − 22و  = 2

( 2)( 1)
k k

k k

n k
λ λ +

+ +
= −

−
0في حالة   2k n≤ ≤ −  
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12nnλفإذا تذكّرنا أنّ 
  استنتجنا أنّ  =−

2 1 0n pλ − − 2و      = 1
2 ( 1) 2p n p p

n p n p

n
C

n p
λ − −

− −= −
−

  

  وعليه يكون
/2

2 1 2

0

, ( 1) 2
n

p n p p n p
n n p

p

n
n T C X

n p

  
∗ − − −

−
=

∀ ∈ = −
−∑ℕ  

  . نستنتج من المساواتين :2عدداً طبيعيّاً أكبر أو يساوي  nلتكن  6.

, cos( 1) cos( 1) 2 cos cos

sin( 2) sin 2 cos sin( 1)

n n n

n n n

θ θ θ θ θ

θ θ θ θ

∀ ∈ + + − =
+ + = +

ℝ  

  أنّ 

1 1

1 1

, (cos ) (cos ) 2 cos (cos )

(cos ) (cos ) 2 cos (cos )
n n n

n n n

T T T

U U U

θ θ θ θ θ

θ θ θ θ

+ −

+ −

∀ ∈ + =
+ =

ℝ  

  ، أنّ 1.تنتج من ذلك مباشرة، بالاستفادة من خاصّة الوحدانيّة في السؤالونس

1 1

1 1

2

2
n n n

n n n

T XT T

U XU U

+ −

+ −

= −
= −

  

0ونتيقن مباشرة من أنّ  1T 1Tو = X= 0و 1U 1و = 2U X=.  
1nVلنحسب المقدار  7.   من جهة أولى لدينا ، مستفيدين من علاقة لايبنتز.بطريقتين +

( )
( )

( ) ( )
( )

( 1)
2

1

( )
2

( ) ( 1)
2 2

( ) (1 )

(2 1) (1 )

(2 1) (1 ) (1 )

(2 1) ( )

n
n

n

n
n

n n
n n

n

V x x

n x x

n x x n x

n xV x A

++
+

−

−− −

= −

= − + −
 = − + − + −   

= − + +

½

½

½ ½

  

)وقد عرفّنا  )( 1)
2(1 )

n
nA n x

−−= − ½.  
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  ومن جهة ثانية

( ) ( )
( ) ( )

( 1) ( 1)
2 2 2

1

( 1) ( )
2 2 2

2

( ) (1 ) (1 )(1 )

(1 ) (1 ) 2( 1) (1 )

( 1)

(1 ) ( ) 2( 1) ( ) ( 1)

n n
n n

n

n n
n n

n n

V x x x x

x x n x x

n A

x V x n xV x n A

+ ++ −
+

+− −

= − = − −

= − − − + −

− +

′= − − + − +

½ ½

½ ½  

1قة الأولى بالمقدار فإذا ضربنا العلا

2 1

n

n

+
−

+
  وجمعنا الناتج إلى الثانية طرفاً مع طرف وجدنا 

2
1( ) (1 ) ( ) ( 1) ( )

2 1 n n n

n
V x x V x n xV x

n
+ ′= − − +

+
  

)2ليكن  ) 1 ( )n n nQ x x V xλ=   عندئذ نستنتج بالتعويض في العلاقة السابقة أنّ  −
2

1

2 2 2
1

( ) ( )1 ( 1)
( )

2 1 1 1 1

n n
n

nn n

Q x Q xn x n x
Q x

n x x xλλ λ

+

+

′ − + = −  +  − − −
  

  ومنه

( )
2

1
1

1
( ) ( ) (1 ) ( )

2 1
n

n n n
n

Q x xQ x x Q x
n n

λ

λ
+

+

′− = − −
+

  

  أنّ  3.ولكن، كنّا قد أثبتنا في 
2 2

1 1

1
(1 ) (1 )n n n n nT XT X U XT X T

n
+ − ′= − − = − −  

)فإذا اخترنا الثوابت  )
0n n

λ
≥

0وفق الشروط   1λ ,1و  =
2 1

n
nn

n

λ
λ +∀ ∈ = −

+
ℕ  .

0كان لدينا من جهة أولى  0( ) ( )T x Q x= ال على ا]   ، وكان لدينا−]1,1
2

1

1
( ) ( ) (1 ) ( )n n nQ x xQ x x Q x

n
+ ′= − −  

وهي، استناداً إلى الملاحظة السابقة، العلاقة التدريجيّة نفسها التي تحُققها متتالية كثيرات الحدود 
( )n n
T

∈ℕ
  أنّ  n. إذن يمكننا أن نستنتج بالتدريج على العدد 

] 1,1[, ( ) ( )n nx T x Q x∀ ∈ − =.  
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)وأخيراً نلاحظ، انطلاقاً من العلاقة التدريجيّة التي تحققها المتتالية  )
0n n

λ
≥

  أنّ ، 
( 1) ( 1) 2 !

,
1 3 (2 1) (2 )!

n n n

n

n
n

n n
λ∗ − −

∀ ∈ = =
⋅ −

ℕ
⋯

  

  :Rodriguesوهكذا نكون قد أثبتنا العلاقة المعروفة باسم علاقة رودرغز 

( )2 2( 1) 2 ! d
] 1, 1[, ( ) 1 (1 )

(2 )! d

n n n
n

n n

n
x T x x x

n x

−−
∀ ∈ − + = − − ½  

)2لنضع 8. ) (1 )nng x x −= − )ولنلاحظ أنّ  ½ ) ( )( 1) (1) 0k k
n ng g− =  في حالة =

0 k n≤ 1. عندئذ بإجراء مُكاملة بالتجزئة نجد في حالة > k n≤ ≤ :  
1 1

1
( ) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( 1)

1
1 1

1

( 1) ( 1)

1

( ) ( )d ( ) ( ) ( ) ( )d

( ) ( )d

k n k k n k k n k
n n n

k n k
n

g t f t t g t f t g t f t t

g t f t t

− − − − − +
−

− −

− − +

−

 = −  

= −

∫ ∫

∫
  

وعليه نستنتج أنّ المقادير 
1

( 1) ( 1)

1 0

( 1) ( ) ( )dk k n k
n

k n

g t f t t− − +

− ≤ ≤

   −    
  متساوية، ومن ثمَّ  ∫

1 1

( ) ( )

1 1

( 1) ( ) ( )d ( ) ( )dn n n
n ng t f t t g t f t t

− −

− =∫ ∫  

  وهذا يُكافئ
1 1 ( )

2

2 2
1 1

( ) 2 ! ( )
( ) d (1 ) d

(2 )!1 1

n n
n

n

f t n f t
T t t t t

nt t− −

⋅
= −

− −
∫ ∫  

costوبإجراء تغيير المتحوّل  θ= تُكتب النتيجة السابقة بالشكل  

( ) 2

0 0

2 !
(cos )cos d (cos )sin d

(2 )!

n
n nn

f n f
n

π π

θ θ θ θ θ θ
⋅

=∫ ∫  

  ونجد بتغيير بسيط للمتحوّل أنّ 

    
1

2
21

0 :d
( ) ( )

:1
n m

n mt
T t T t

n mt
π

−

 ≠=  =− 
∫  ú  
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J3ليكن  19. التمرين( )A X X pX q= + فيحكثير   + ] دود من الدرجة الثالثة  ]Xℝ .
  جذراً حقيقيّاً واحداً فقط. Aحتى يقبل  qو pأوجد الشرط اللازم والكافي على 

  الحـل

  لندرس تغيرّات التابع
3( )x f x x px q= + +֏  

)2نلاحظ مباشرة أنّ   ) 3f x x p′ =   وهنا نناقش الحالات التالية : +
0pفي حالة  	 يكون التابع المشتق موجباً وينعدم في نقطة واحدة على الأكثر، إذن يكون  ≤

limفي هذه الحالة متزايداً تماماً وهو يغير إشارته لأنّ  fالتابع  f
+∞

= limو ∞+ f
−∞

= −∞ ،

 قيّاً وحيداً فقط.فهو يقبل في هذه الحالة جذراً حقي

0pفي حالة  	  جدول التغيرات التالي : fيكون للتابع  >

3 3

2 2

3 3 3 3

( )

( )

p p

p p p p

x

f x

f x q q

−∞ − − − +∞

′ + − +

−∞ − − + − +∞ր ց ր

  

  مرةّ واحدة فقط إذا وفقط إذا كان fوعلى هذا ينعدم 
2 2

0 0
3 3 3 3

p p p p
q q
      − − < ∨ + − >         

  

  افئوهذا يُك
2 2

3 3 3 3

p p p p
q q
      > − − ∨ − > − −         

  

2أو  327 4 0q p+ >.  
3Xإذن يقبل كثير الحدود  pX q+   جذراً حقيقياًّ واحداً فقط إذا وفقط إذا كان +

( )0p 2أو  ≤ 327 4 0q p+ >  
  

  وهذا بدوره يُكافئ
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( )0p q= 2أو  = 327 4 0q p+ >  

zبالبحث عنه بالشكل  zيمكن في هذه الحالة إيجاد هذا الجذر  .ملاحظة u v= فنجد  +
3بالتعويض في المعادلة   3 (3 )( ) 0u v uv p u v q+ + + + + . وهنا يكفي أن نختار =

3u 3وv ذرين للمعادلة من الدرجة الثانيةج :
3

2 0
27

p
X qX+ −   . فنجد =

2 3 2 3
3 31 27 4 3 3 27 4 3 3

2 23

q p q q p q
z

  + − + +  = −    
  

  ú  .الإثباتوبذا يتم 

Jعينّ كثير حدود  20. التمرينA  من[ ]Xℝ ويقبل القسمة على ،درجته أصغر ما يمكن 
2 1X 3مُضاعفاً لكثير الحدود  −1Aيكون و  ،+ 1X +.  

  الحـل

2كثير حدود  يقبل القسمة على   Aليكن  1X )3 ، ويحُقق+ 1) | ( 1)X A+ . عندئذ −
1)2يحُقق  Pيوجد كثير حدود  )A X P=   يحُقّق  Q، ويوجد كثير حدود +

2 3(1 ) (1 ) 1X P X Q+ − + =  
21نّ لأخاصّة خوارزميّة إقليدس المعمّمة،  عملنست Qو Pلتعيين  X+ 31و X+  أوّليّان فيما
  بينهما.

  

3

2

2

0 1 1 0

1 1 0 1

2 1 1 1

3 2 1 1

k k k kk R Q S T

X

X X

X X X

X X X

+

+

− + − − −

+ − − +

  

  ومن ثمَّ يكون
2 2 3( 1)( 1) ( 1)( 1) 2X X X X X− − + + + + + =  
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  إذن يكفي أن نختار
2

0

1 1 1

2 2 2
P X X= − − 0و  +

1 1

2 2
Q X= − −  

  ليكون
2 3

0 0( 1) ( 1) 1X P X Q+ − + =  

)وإذا كان  , )P Q  ق2أيّ زوج يحُق 3(1 ) (1 ) 1X P X Q+ − +   كان   =

2 3
0 0(1 )( ) (1 )( )X P P X Q Q+ − = + −  

21ومن كون ، واستنتجنا من ذلك X+ 31و X+  ّين فيما بينهما، أنهّ يوجد كثير حدود أوّليR 
  يحُقق

3
0 (1 )P P X R− = 2  و  +

0 (1 )Q Q X R− = +  
  ومنه

3
0 (1 )P P X R= + 2  و  +

0 (1 )Q Q X R= − +  
)وبالعكس، كل زوج  , )P Q 2يحُقّق  من هذا النمط 3(1 ) (1 ) 1X P X Q+ − + = 

  وضوحاً.
  التي تحقّق Aوعلى هذا فإنّ مجموعة كثيرات الحدود 

2( 1) |X A+  3و( 1) | ( 1)X A+ −  
  هي 

{ }2 2 3
0(1 ) (1 )(1 ) : [ ]X P X X R R X+ + + + ∈ ℝ  

  وه وأصغر كثيرات الحدود هذه درجةً 
2 2 2

0 0

3 4

1
(1 ) (1 )(1 )

2
1

(1 )
2

A X P X X X

X X X

= + = + − −

= − − −
  

  ú  وهو كثير الحدود المطلوب.
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Jكثير حدود  في حالةنعرّف،   21. التمرين 
0

n
k

k
k

P a X
=

= ]من  ∑ ]Xℤ المقدار ، 

0 1( ) gcd( , , , )nC P a a a= …  
]من   Pونقول إنّ  ]Xℤ  بدائي إذا وفقط إذا كان( ) 1C P =.  

   هو كثير حدود بدائي.يني حدود بدائي كثيرَ ضرب  أثبت أنّ جداء   1.

)أثبت أنّ  2. , ) [ ] [ ], ( ) ( ) ( )P Q X X C PQ C P C Q∀ ∈ × =ℤ ℤ.  

]من  Pليكن  3. ]Xℤ   ّكثير حدود بدائي. أثبت أنP  غير خزول في[ ]Xℚ   إذا وفقط إذا
]كان غير خزول في  ]Xℤلم يكن مساوياً لجداء كثيريَ حدود من  إذا ، أي[ ]Xℤ   درجة
  .1كل منهما أكبر من 

  الحـل

لنفترض أنّ  1.
0

n k
kk

P a X
=

= و  ∑
0

m k
kk

Q b X
=

= ]كثيرا حدود من   ∑ ]Xℤ 
  يحُققان

( ) ( ) 1C P C Q= =  
لنعرّف 

0

n m k
kk

R PQ c X
+

=
= = )، ولنفترض أنّ ∑ ) 1C PQ . عندئذ يوجد عددٌ أوّلي ≠

p  يقسم( )C PQ .0كان   لـمّا 0|p a b أن نفترض دون الإخلال بعموميّة الإثبات أنّ  أمكننا
0|p aعندئذ نعرّف ،  

{ }max : | jj n p aκ = ≤  

nκإنّ  )العددَ  pوإلاّ قَسَمَ  > )C P ناقض كون وهذا ي( ) 1C P =.   

  :+1cκلنتأمّل إذن 
1 0 1 1 1 1 0c a b a b a b a bκ κ κ κ κ+ + += + + + +⋯  

0و +1cκيقسم الأعداد  pإنّ  1, , ,a a aκ…  1فهو يقسم 0a bκ+  ّولكنp  1أوّلي معaκ+ 
  . لنعرّف إذن0bالعدد  p، إذن لا بد أن يقسم κ استناداً إلى تعريف

{ }max : | jj m p bτ = ≤  

mτإنّ  )العددَ  pوإلاّ قَسَمَ  > )C Q وهذا يناقض كون ( ) 1C Q =.   
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2σلنضع إذن  τ κ= +   ، نعلم أنّ cσ، ولنتأمّل المقدار +

| |

1 1
0 0

i j
i p a

i j i j i j

b

j

j

i

p

i j

c a b a b a b a b

κ

κ τ

σ σ κ τ σ
σ

τ≤ ⇒ ≤

− + + −
+ = = =

⇒

= = + +∑ ∑ ∑
��������� ���������

  

p|كان   لـمّاو  cσ ّ1، استنتجنا أن 1|p a bκ τ+ p|1ا أن يكون . فإمّ + aκ+  وهذا يناقض تعريف
κ 1، أو أن يكون|p bτ+  وهذا يناقض تعريفτ هذا التناقض أنّ افتراضنا يبين .

( ) 1C PQ )خطأ، ولا بدُّ أن يكون  ≠ ) 1C PQ =.  
  

]كثير حدود من   Pليكن  2. ]Xℤ عندئذ بقسمة أمثال .P  على قاسمها المشترك الأعظم وهو
( )C P حدود بدائي نحصل على كثير P∗ فيكون لدينا ،( )P C P P∗=و ،P∗  بدائي. فإذا
]كثيريَ حدود من   Qو Pكان  ]Xℤ كان ،( ) ( )PQ C P C Q P Q∗ داً إلى ما ، واستنا=∗

Pيكون  1.أثبتناه في  Q∗ )بدائياًّ، إذن  ∗ ) ( ) ( )C PQ C P C Q=.  
  

]كثير حدود من   Pليكن  3. ]Xℤ  ّولنفترض أن( ) 1C P غير  Pمن الواضح أنّ كون . =
]خزول في  ]Xℚ  يقتضي أنهّ غير خزول في[ ]Xℤ.لنثبت العكس ،  

1لنفترض أنّ  2P PP= 1 حيثdeg 1P 2degو ≤ 1P ]من  2Pو 1Pو ≤ ]Xℚ.  فإذا
1k، في حالة kPبأنهّ المضاعف المشترك الأصغر لمقامات ثوابت كثير الحدود  kαعرّفنا العدد  = 

2kو 1، انتمى كثيرا الحدود = 1 1T Pα= 2و 2 2T Pα=  إلى[ ]Xℤ وكان لدينا .
1 2 1 2TT Pα α= ّولأن .P  ّ1بدائي استنتجنا أن 2 1 2( ) ( )C T C T α α= ولكن .

1 1 1( )T C T T 2و =∗ 2 2( )T C T T 1T وكثيرا الحدود =∗
2Tو ∗

] ينتميان إلى ∗ ]Xℤ نستنتج .
1إذن أنّ  2P T T∗ ]خزولٌ في  P، أي إنّ =∗ ]Xℤ .  

  ú  وهي النتيجة المطلوبة.
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J3أثبت أنّ   22. التمرين 3 1P X X= + ]غير خزول في  − ]Xℚ.  

  الحـل

]خزول في  Pلنفترض أنّ  ]Xℚ إذن يقبل ،P  ًجذراr  فيℚ  لأنهّ من الدرجة الثالثة. وعليه

pن أوّليّان فيما بينهما ويحُققا qو pيوجد عددان صحيحان 
r

q
   يكون. ومن ثمَّ =

3 2 33p pq q+ =  
p|3نستنتج من هذه المساواة أنّ  q ّولأن ،gcd( , ) 1p q }استنتجنا أنّ  = 1,1}p ∈  ثمُّ . −

3نستنتج من المساواة  2 33q pq p− q|3أنّ  = p ّولأن ،gcd( , ) 1p q استنتجنا أنّ  =
{ 1,1}q ∈ }. إذن لا بدُّ أن يكون − 1,1}r ∈ . ولكن نجد بالحساب المباشر أنّ −
(1) 3P )و = 1) 5P − = ، وهو من ثمَّ غير ℚجذراً في  Pل كثير الحدود لا يقب ، إذن−
]خزول في  ]Xℚ.  ú  

J5فرّق كثير الحدود   23. التمرين 1P X X= + ]في  + ]Xℚ.  

  الحـل

   الحقيقة لدينافي
2 3 2( 1)( 1)P X X X X= + + − +  

  ú   وهو التفريق المطلوب!

  

Jوى المتزايدة كثير الحدود قسّم وفق القُ   24. التمرينA  على كثير الحدودB  حتى المرتبةn  في
  :الآتيةالحالات 

5 3 4

2 4 3 5

2 2

6 1 2 3

5 1 1
2 24 6 120

1 ( ) 1

n B A

X X X X

X X X X

a b X abX abX

+ + − +

− + − +

− + + −⋯

�

�

�
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  الحـل

  في الحقيقة، نجد أنّ  �

3 4 5 72 3 (1 ) ( ) ( )X X X X Q X X R X− + = + + +  
  حيث

2 3 4 5 6

2 3 4

( ) 1 4 5 6 7

( ) 8 4 5 6 7

Q X X X X X X X

R X X X X X

= − + − + − +

= − + − + −
  

  ونجد أنّ  �

3 5 2 4 61 1 1 1
1 1 ( ) ( )

6 120 2 24
X X X X Q X X R X

 − + = − + +  
  

  حيث
3 5

3

1 2
( )

3 15
19 1

( )
360 180

Q X X X X

R X X X

= + +

= −
  

 وأخيراً نجد أنّ  �

( )2 2 11 1 ( ) ( ) ( )n
n nabX a b X abX Q X X R X+− = − + + + 

  حيث

1
1 1

( ) 1 ( )

( ) ( )

n
k k k

n
k

n n n n
n

Q X a b X

R X a b ab a b X
=

+ +

= − + +

= + − +

∑  

  ú  وهو المطلوب.

Jعينّ كثير حدود   25. التمرينP  من[ ]Xℝة باقي قسمته الإقليديو  ،، درجته أصغر ما يمكن
4على  3 22 2 10 7X X X X− − + 3يساوي  − 1X X+ ، وباقي قسمته +
4على  3 22 3 13 10X X X X− − + 22 يساوي − 3X −.  
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  الحـل

]كثيرات حدود من   2Rو 1Rو 2Mو 1Mلنفترض أنّ  ]Xℝ ّ1. نفترض أنM 2وM  أوّلياّن
الشرطين  التي تحُقق في آن معاً  Pفيما بينهما، ونرغب في إيجاد كثيرات الحدود 

1 1modP R M= 2و 2modP R M=.  
0 خاصّاً لهذه المسألة كان حلاًّ  0Pلنلاحظ أوّلاً أنهّ إذا كان  1 2P P M M R=  R حيث( +

)من  [ ]Xℝ  أيضاً حلاً للمسألة نفسها. وبالعكس، إذا كانP  لهذه المسألة قسم كثيرا أيّ حل
0P الفرقَ  2Mو 1Mالحدود  P− ما أوّليان فيما بينهما كانّ1ء داالج، ولأ 2M M قاسماً للفرق 

0P P− َأي وُجِد ،R  من[ ]Xℝ  ق0يحُق 1 2P P M M R= حلاً  0P. وعليه إذا كان +
  اموعة جميع حلولها هي خاصّاً لهذه المسألة كانت مجموعة

{ }0 1 2 : [ ]P M M R R X= + ∈S ℝ  
1يكفي أن نختار باقي قسمة أي منها على  وللحصول على أصغر هذه الحلول درجةً  2M M.  

من  2Uو 1U ة لتعيين كثيريَ حدودملإيجاد الحل الخاص، نبدأ بتطبيق خوارزميّة إقليدس المعمّ 
[ ]Xℝ يحُقّقان  

1 2 2 2 1U M U M+ =  
0يكفي أن نعرّف وعندئذ  2 1 1 1 2 2P RU M RU M=   فيكون لدينا +

0 2 1 1 1 1 1

1 1 1 2 1 1 1

0 2 2 2 1 2 2

2 2 2 1 2 2 2

(1 )

( ) mod

(1 )

( ) mod

P RU M R U M

R U M R R R M

P R U M RU M

R U M R R R M

= + −
= + − =
= − +
= + − =

  

1على  0Pباقي قسمة  1Pدرجةً، نختار  Sعناصر  وللحصول على أصغر 2M M.  
  في مسألتنا، لدينا

4 3 2 3
1 1

4 3 2 2
2 2

2 2 10 7, 1

2 3 13 10, 2 3

M X X X X R X X

M X X X X R X

= − − + − = + +

= − − + − = −
  

أوّليان فيما بينهما ونعين2M   و 1Mنبدأ بتطبيق خوارزميّة إقليدس المعمّمة، فنثبت في آن معاً أنّ 
  .2Uو 1Uكثيريَ الحدود 
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1 2

1

2

2 2

2 2

3 2 3 2

0 1 0

1 1 0 1

2 3 3 3 1 1

3 1 2 3 2

5 7 4 51

k k k k

U U

k R Q S T

M

M

X X X X

X X X X X X

X X X X X X

− + + − −

− − − − + + −

− − + − + + −������������������� ���������������������

  

. ثمُّ 2Uو 1Uأوّليان فيما بينهما، وعيـّناّ كثيريَ الحدود  2Mو 1Mوبذلك نكون قد أثبتنا أنّ 
0نحسب كثير الحدود  2 1 1 1 2 2P RU M RU M=   فنجد أنّ  +

10 9 8 7 6 5
0

4 3 2

5 2 40 96 6

314 401 25 370 197

P X X X X X X

X X X X

= − + − − + +

− + + − +
  

 1وأخيراً نعينP  0باقي قسمةP  1على 2M M نجدف  
7 6 5 4 3 2

1 2 7 8 64 61 115 249 127P X X X X X X X= − + + − + + − +  
  ú  وهو كثير الحدود المنشود.

J26. التمرين   جذرٌ  1 أن بين  رتبة مضاعفته في كل من  لكل من كثيرات الحدود التالية وعين
  :ت التالية الاالح

2 1 1

2 1 1

2 2 1 2 2 1

1,

(2 1) (2 1) 1,

2( 1) 1.

n n n
n

n n n
n

n n n n
n

U X nX nX

V X n X n X

W X n X n X n X

+ −

+ +

+ −

= − + −

= − + + + −

= − + − − +

  

  الحـل

1 أوّلاً أنّ نلاحظ  � 0U   وأنّ  =
3

2 ( 1) ( 1)U X X= − 3و   + 3
3 ( 1) ( 1)U X X= − +  

4n. لنفترض أنّ 3Uو 2Uلكل من  3جذرٌ من المرتبة  1إذن، العدد  ولنحسب المشتقّات  ≤
  حتىّ المرتبة الثالثة، فنجد أنّ  nUالمتتالية لكثير الحدود 
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2 1 1

2 1 2

2 2 2 1 2 3

2 2 2 4 2 2 3 2 4

1,

2 ( 1) ( 1) ,

2 (2 1) ( 1) ( 3 2) ,

4 (2 3 1) ( ) ( 6 11 6)

n n n
n

n n n
n

n n n
n

n n n
n

U X nX nX

U nX n n X n n X

U n n X n n X n n n X

U n n n X n n X n n n n X

+ −

− −

− − −

− − −

= − + −

′ = − + + −

′′ = − − + + − +

′′′= − + − − + − + −

  

  وعليه نستنتج أنّ 
(1) 0nU (1)و  = 0nU ′ (1)و = 0nU ′′ =   

  و
 (3) 2(1) 2 ( 1) 0nU n n= − ≠  

أكبر أو تساوي  nأياًّ كانت قيمة  nUجذرٌ مضاعف من المرتبة الثالثة لكثير الحدود  1إذن العدد 
2.  

0 نلاحظ أوّلاً أنّ  � 0V   وأنّ  =
3

1 ( 1)V X= 3و    − 2
2 ( 1) ( 3 1)V X X X= − + +  

3n. لنفترض أنّ 2Vو 1Vلكل من  3جذرٌ من المرتبة  1إذن، العدد  ولنحسب المشتقّات  ≤
  حتىّ المرتبة الثالثة، فنجد أنّ  nVالمتتالية لكثير الحدود 

( )
( )
( )

2 1 1

2 1

2 1 1 2

2 2 2 2 2 3

(2 1) (2 1) 1,

(2 1) ( 1) ,

(2 1) 2 ( 1) ( 1) ,

(2 1) 2(2 1) ( 1) ( 3 2)

n n n
n

n n n
n

n n n
n

n n n
n

V X n X n X

V n X n X nX

V n n X n X n X

V n n n X n X n n X

+ +

−

− − −

− − −

= − + + + −

′ = + − + +

′′ = + − + + −

′′′= + − − − + − +

  

  وعليه نستنتج أنّ 
(1) 0nV (1)و = 0nV ′ (1)و  = 0nV ′′ =    

  و 
(3)(1) (2 1)( 1) 0nV n n n= + + ≠  

  .ℕ∗من  nأياًّ كانت قيمة  nVجذرٌ مضاعف من المرتبة الثالثة لكثير الحدود  1إذن العدد 
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1نلاحظ أوّلاً أنّ  � 0W 2nلنفترض أنّ  .= 1Tلاً جديداً ، ولنعرّف متحوّ ≤ X= − .
  فيكون

( )

2 2 1 2

2 2 2 1

2 2
2 1

2 0
2 2 2 2

2 1
0

2 ( )

0

2 1 ( 1)

(1 ) 2(1 ) 1 (1 )

( 2 )

2

n n n
n

n n n

k k k k k
n n n

k k

k k k k
n n n

k
k k
n

k

W X X n X X

T T n T T

C C T n T C T

T C C n C T

T A T

−

−

−
≥ ≥

+ +
−

≥

≥

= − + − −

= + − + + − +

= − −

= − −

=

∑ ∑

∑

∑

  

)نا فعرّ وقد  ) 2 2 2
2 12k k k k

n n n nA C C n C+ +
−= −   نلاحظ ما يلي : . وعندئذ−

(0) 2 2 2
2

(1) 3 3 2
2

2 2
(2) 4 4 2 2

2 1

2 0

2 ( 1) 0

( 1)
2

12

n n n

n n n

n n n n

A C C n

A C C n n

n n
A C C n C −

= − − =

= − − − =

−
= − − =

  

)بوضع  وعليه )

2

( ) ( 1)k k
n n

k

Q X A X
≥

=   يكون لدينا  ∑−

( )4( 1)n nW X Q X= (1)(2)و    − 0n nQ A= ≠  
أكبر أو تساوي  nأياًّ كانت قيمة  nWلكثير الحدود  رابعةجذرٌ مضاعف من المرتبة ال 1إذن العدد 

2.  ú  

Jليكن كثير الحدود  27. التمرين
0

n
k

k
k

P a X
=

= ]في  nمن الدرجة  ∑ ]Xℤ ولنفترض أن .

0gcd( , , ) 1na a ). أثبت أنه إذا كان…= ),p q ∗∈ ×ℤ ℕ وكان العددp
r

q
= 

) فإنّ  P كثير الحدودجذراً ل ) ( ) ( )0gcd( , ) 1 | | np q p a q a= ⇒ ∧.  
  : لكثيرات الحدود التالية عاديةّثم أوجد الجذور ال   

4 3 2

3 2

5 4 3

6 11 4

2 12 13 15

6 11 5 6

P X X X

Q X X X

R X X X X

= − − −

= + + +

= + − + −
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  الحـل

  في الحقيقة لدينا

( )
1

1 1
0

1 0

0
n n

n n k n k n k n k
k n k

k k

q P r a q p a p q a p q a p q

−
− − − −

= =

= = + = +∑ ∑  

|0ومنه  np a q و| n
nq a p ولكن .gcd( , ) 1np q )gcdو = , ) 1nq p p|0إذن  = a 

|و nq a.  

4استناداً إلى ما سبق تنتمي الجذور العاديةّ لكثير الحدود  	 3 26 11 4P X X X= − − − 
 إلى اموعة 

4 2 1 1 1 1 1 1 2 4
4, 2, , 1, , , , , , , , ,1, ,2,4

3 3 2 3 6 6 3 2 3 3

   − − − − − − − −    
  

2و 2وبالتعويض في كثير الحدود نجد الجذرين العاديين   

3
  ، ويكون−

2( 2)(3 2)(2 1)P X X X X= − + − +  
3وكذلك نرى أنّ الجذور العاديةّ لكثير الحدود  	 22 12 13 15Q X X X= + + سالبة  +

 وتنتمي إلى اموعة 

1 3 5 15
1, 3, 5, 15, , , ,

2 2 2 2

   − − − − − − − −    
  

  ، ويكون−5وبالتعويض في كثير الحدود نجد الجذر العادي 
2( 5)(2 2 3)Q X X X= + + +  

5ك نرى أنّ الجذور العاديةّ لكثير الحدود وكذل 	 4 36 11 5 6R X X X X= + − + − 
 تنتمي إلى اموعة 

1 3 1 2 1 1 2 1 3 1
1,2,3,6, , , , , , , , , , , 6, 3, 2, 1

2 2 3 3 6 6 3 3 2 2

   − − − − − − − − −    
  

2ين العاديّ  ينوبالتعويض في كثير الحدود نجد الجذر 

3
3 و 

2
  ، ويكون−

3 2(2 3)(3 3)( 1)R X X X X= + − + +  
  ú  .الإثباتبذا يتم و 
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J3تقبل المعادلة   28. التمرين 0x px q+ + 0q في حالة ،=  bو aثلاثة جذور  ،≠

a. ما عدد القيم التي يأخذها المقدار ℂ∗في  cو b c

b c a
+ ؟ عينّ المعادلة الجبرية التي  +

  .اً تقبل هذه القيم جذور 
  الحـل

)لنضع  , , )
a b c

V a b c
b c a

= +   عندئذ نلاحظ أنّ  +

1

2

( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , )

V a b c V b c a V c a b v

V a c b V b a c V c b a v

= = =
= = =

  

)إذن يأخذ المقدار  , , )V a b c 1 قيمتينv 2وv على الأكثر. ويكون لدينا  

( )

1 2

1 2

3

1 1 1
3 3 3

a b c a c b
v v

b c a c b a
b c a c a b

a b c

a b c
a b c

+ = + + + + +

+ + +
= + +

  Σ Σ= + + + + − = − = −  Σ 

  

  و

1 2

2 2 2

2 2 2

3 3 3 3 3 3 3 3 3

2

3

3
( )

a b c a c b
v v

b c a c b a

a c b cb ab ac

bc ab ca a c b
a b c a b c b a c

abc abc

    ⋅ = + + + +       

= + + + + + +

+ + + +
= + +

  

3جذورٌ للمعادلة  cو bو aولكن  0X pX q+ +   إذن =
3 3 3 ( )p a b ca b c

abc

− + ++ +
=

3 3 3 3 3 3

2 3

2

3
3

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )

( ) 2 ( )

q

q

a b c b a c ap q bp q cp q bp q ap q cp q

abc q

p ab bc ca pq a b c

−
=

−
+ + + + + + + + + +

=

+ + + + +
=

2

2

3

2

3

3

q

q

p

q

+

= +
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  ومنه
3

1 2 2
9

p
v v

q
= +  

)ومن ثمَّ يكون  , , )V a b c و( , , )V a c b  جذري المعادلة  
3

2

2
3 9 0

p
V V

q
− + + =  

  ú  وهي النتيجة المرجوّة.

J3تقبل المعادلة   29. التمرين 0x px q+ + 0q في حالة ،=  bو aثلاثة جذور  ،≠

احسب المقدار . ℂ∗في  cو
2 2 2 2 2 2

2 2 2

a b b c c a

c a b

+ + +
+   .qو pلة بدلا +

  الحـل

3جذوراً للمعادلة  cو bو aكانت   لـمّا 0X pX q+ +   استنتجنا أنّ  =
2 2 2 2 2

2 2
1

( )

a b a b c

c c

a b c

+ + +
= −

+ +
=

2

2

2 2

2

2( )
1

2
1

ab bc ca

c
p
a b

q

− + +
−

= − −

  

  ومن ثمَّ 

( )
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2
3

a b b c c a p
a b b c c a

c a b q

+ + +
+ + = − + + −  

  ولكن
2 2 2 2 2 2 2( ) 2 ( )a b b c c a ab bc ca abc a b c+ + = + + − + + 2p=  

  إذن
2 2 2 2 2 2 3

2 2 2 2

2
3

a b b c c a p

c a b q

+ + +
+ + = − −  

  ú  وهو المطلوب.
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Jلنتأمّل كثير الحدود  30. التمرين( ) 3 2P X X pX qX r= + + ] من + ]Xℂ .
)ولنفترض أنّ  ) ( )( )( )P X X a X b X c= − − )أوجد بدلالة  .− ), ,p q r   كثير

1)2الحدود من الدرجة الثالثة الذي يقبل الأعداد  )a+ 1)2و )b+ 1)2و )c+  ًجذورا
  له.

  الحـل

  في الحقيقة لدينا 
( ) ( )( )( )P X X a X b X c= − − −  

  إذن
2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( )( )( ) ( )P X P X X a X b X c Q X− − = − − − =  

. وعندئذ يكون 2cو 2bو 2aهو كثير الحدود الواحدي من الدرجة الثالثة الذي جذوره  Qو
( ) ( 1)R X Q X= 21ن الدرجة الثالثة الذي جذوره هو كثير الحدود الواحدي م − a+ 

21و b+ 21و c+.  
)2في الحقيقة، نستنتج من العلاقة  ) ( ) ( )Q X P X P X= −   أنّ  .−

2 3 2 3 2

2 2 2 2 2

( ) ( )( )

( ) ( )

Q X X pX qX r X pX qX r

X X q pX r

= + + + − + −

= + − +
  

  ومن ثمَّ 
2 2( ) ( ) ( )Q X X X q pX r= + − +  

  و
2 2

3 2 2 2 2

2 2

( ) ( 1) ( 1)( 1) ( )

(2 3 ) ( 4 3 2 2 )

( 1) ( )

R X Q X X X q pX r p

X q p X q q p pr X

q r p

= − = − + − − + −

= + − − + − + + −

− − − −

  

21إذن  a+ 21و b+ 21و c+   كثير الحدودهي جذور :  
3 2 2 2 2 2 2(2 3 ) ( 4 3 2 2 ) ( 1) ( )X q p X q q p pr X q r p+ − − + − + + − − − − −  

  ú  وهي النتيجة المرجوّة.
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Jعينّ العدد العقدي   31. التمرينλ 4 لةحتى تقبل المعاد 22 3 0Z Z Zλ− + + = 
   حلّ المعادلة.ثمُ . 1يساوي  جذرين جداؤهما

  الحـل

4في الحقيقة، لنضع  2( ) 2 3P Z Z Z Zλ= − +   عندئذ يكون +
2 2 2 3 2( ) ( 3 )( 1) ( 4 ) 6P Z Z aZ a Z aZ a a Z aλ= − + − + + + + − + −  

)وعليه يقبل  )P Z 2على  القسمة 1Z aZ+   إذا وفقط إذا كان +
2 6a )2و    = 4)a aλ = −  

}أي إذا وفقط إذا كان  }2 6, 2 6λ ∈   وعندئذ يكون −
2 2

2 2

( ) 3 1
2 2

9 1

4 2 4 2

3 2 3 2 2 2

4 2 4 2 4 2 4 2

P Z Z Z Z Z

Z Z

Z Z Z Z

λ λ

λ λ

λ λ λ λ

    = − − + +       
            = − − + −                   
             = − − − + + − + +                      

  

4وهكذا، تقبل المعادلة  22 3 0Z Z Zλ− + + إذا وفقط إذا  1يساوي ؤهما جذرين جدا =
2 تحقّق الشرطان 6λ ε= و{ 1, 1}ε ∈ −   وعندئذ تكون مجموعة جذور المعادلة هي ،+

6 3 2 6 3 2 6 2 6 2
, , ,

2 2 2 2

ε ε ε ε  + − − + − +     
  

  ú  وهي النتيجة المطلوبة.

J1ينا ليكن لد 32. التمرينn 0عدداً حقيقياً مختلفاً  + 1, , , nx x x… ر أنّ كثير الحدودنذُك .  

0,

( )
n

j
i

i jj j i

X x
X

x x= ≠

−
=

−∏ℓ  

، والقيمة ixعند  1ويأخذ القيمة  nهو كثير الحدود الوحيد الذي درجته أصغر أو تساوي   
0 عند 0 1 1 1, , , , ,i i nx x x x x− +… ، Kroneckerرمز  ستعمال. أي، با…
,( )i j i jx δ=ℓ.  
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}من  i في حالةنبحث،   1. }0,1, ,n… عن كثيريَ حدود ،iU  وiV  من[ ]Xℝ  لا تزيد
2 لىدرجة أي منهما ع 1n   : ، ويحققان الشروط+

{ }

{ }

,

,

0,1, , , ( ) , ( ) 0.

0,1, , , ( ) 0, ( ) .

i k i k i k

i k i k i k

k n U x U x

k n V x V x

δ

δ

′∀ ∈ = =

′∀ ∈ = =

…

…
  

  أنه بالضرورة لدينا أثبت   �
( )2( ) ( ) ( )i i iU X X R X= ℓ   و( )2( ) ( ) ( )i i iV X X S X= ℓ  

  كثيرا حدود من الدرجة الأولى على الأكثر.   iSو  iRو
بدلالة  iSو iR كثيريَ الحدود  وحلاً وحيداً فقط، عينّ ، أثبت أنّ المسألة تقبل حلاً    �

ix و( )i ix′ℓ.  
0كن يل  2. 1( , , , )nλ λ λ… 0و 1( , , , )nµ µ µ…  1عنصرين منn+ℝ أثبت أنّ كثير ،

: الحدود المعرّف بالعلاقة
0 0

( ) ( ) ( )
n n

k k k k

k k

H X U X V Xλ µ
= =

= +∑ هو كثير ، ∑

2الحدود الوحيد الذي لا تزيد درجته عن  1n   ويحُقق  +
{ }0,1, , , ( ) , ( )k k k kk n H x H xλ µ′∀ ∈ = =…  

1nنفترض في هذا السؤال أنّ   3. 1 وأنّ  = 01, 0x x= =.  
1 عينّ كثيرات الحدود  � 0 1 0, , ,V V U U.  
]من  3الذي لا تزيد درجته على  Pأثبت أنه مهما يكن كثير الحدود   � ]Xℝ يكن  

( ) ( ) ( ) ( )0 1 0 10 1 0 1P P U P U P V P V′ ′= + + +  
)ليكن  � ) 1 8f x x= +  كثير حدود . عينP  من[ ]Xℝ لا تزيد درجته على 

. قارن fالقيم نفسها التي يأخذها التابع  1وعند  0هو ومشتقه عند ويأخذ  ،3

)عددياً بين  )3

8
f و( )3

8
P.   

2nؤال أنّ نفترض في هذا الس  4. 2 وأنّ  = 1 01, 0, 1x x x= = = −.  
2 عينّ كثيرات الحدود  � 1 0 2 1 0, , , , ,V V V U U U.  
]من  5الذي لا تزيد درجته على  Pأثبت أنه مهما يكن كثير الحدود   � ]Xℝ يكن  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 0 1 21 0 1 1 0 1P P U P U P U P V P V P V′ ′ ′= − + + + − + +  
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]كثير حدود من   Pليكن  � ]Xℝ سلة . أثبت تقارب المتسل4 لا تزيد درجته على  

2 2 2
2

( )

( 1)n

P n

n n≥ −
∑  

) واحسب مجموعها بدلالة    ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 , 0 , 1 , 1 , 0 , 1P P P P P P′ ′ ′− − .  
2 أنّ  ذكرن

2
1

61 nn
π∞

=
=∑.  

  الحـل

,0,1}من  iلتكن  �1. , }n… أياًّ كان .k  0,1}من, , }\{ }n i…كان ،  
( ) 0, ( ) 0i k i kU x U x′ = )و    = ) 0, ( ) 0i k i kV x V x′ = =  

2داء الج، وعليه يقسم iVو iU جذراً مضاعفاً لكل من kxفيكون

0 ,
( )k

k n k i
X x

≤ ≤ ≠
∏ كلاً   −

)2المساواتين يحُقّقان  iSو iR. ومن ثمَّ يوجد كثيرا حدود iVو iU من )i i iU R= ℓ 
)2و )i i iV S= ℓ.  
)2degلأنّ و  ) 2i n=ℓ وdeg 2 1iU n≤ degو + 2 1iV n≤   استنتجنا أنّ  +

deg 1iR degو ≥ 1iS ≤.  
,0,1}من  iلتكن  �1. , }n… ولنكتب .i i iR a X b= iو + i iS c X d= +.  

Â  2نستنتج من المساواة( )i i iU R= ℓ  والشرطين( ) 1i iU x )و = ) 0i iU x′  أنّ  =
1i i ia x b+ 2و    = ( ) 0i i ix a′ + =ℓ  

2 ومنه   ( )i i ia x′= − ℓ 1و 2 ( )i i i ib x x′= + ℓ أي  
1 2( ) ( )i i i iR X x x′= − − ℓ  

  . وبالعكس، نتيقّن بالتحقق المباشر أنّ كثير الحدودiUوهذا يثبت وحدانيّة كثير الحدود 
( )2( ) ( ( )) 1 2 ( )( )i i i i iU X X x X x′= − −ℓ ℓ  

  يحُقق الشروط :  
deg 2 1iU n≤ ,0,1},و  + , }, ( ) , ( ) 0i k i k i kk n U x U xδ ′∀ ∈ = =…  

Â  2نستنتج من المساواة و( )i i iV S= ℓ  والشرطين( ) 0i iV x )و = ) 1i iV x′  أنّ  =
0i i ic x d+ 1icو    = =  
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iأي    iS X x= . وبالعكس، نتيقّن بالتحقق iVد . وهذا يثبت وحدانيّة كثير الحدو −
)2 المباشر أنّ كثير الحدود ) ( ( )) ( )i i iV X X X x= −ℓ : ق الشروطيحُق  

deg 2 1iV n≤ ,0,1},و  + , }, ( ) 0, ( )i k i k i kk n V x V x δ′∀ ∈ = =…  
0كن يل 2. 1( , , , )nλ λ λ… 0و 1( , , , )nµ µ µ…  1عنصرين منn+ℝ ،كثير الحدود   ولنتأمّل

  المعرّف بالعلاقة

0 0

( ) ( ) ( )
n n

j j j j
j j

H X U X V Xλ µ
= =

= +∑ ∑  

degفنلاحظ مباشرة أنّ  ( ) 2 1H X n≤   ، وأنّ +
{0,1, , }, ( ) , ( ) .k k k kk n H x H xλ µ′∀ ∈ = =…  

  ود آخر يحُقّقكثير حد  Pوبالعكس، إذا كان 
deg 2 1P n≤ ,0,1}و    + , }, ( ) , ( )k k k kk n P x P xλ µ′∀ ∈ = =…  

Qاستنتجنا أنّ الفرق  H P= }يقبل جميع الأعداد  − : 0 }kx k n≤ جذوراً مضاعفة،  ≥
2ودرجته أصغر أو تساوي  1n Hأي  فلا بدُّ أن يكون معدوماً، + P=.  

1nنفترض في هذا السؤال أنّ  3. 1وأنّ  = 01, 0x x= =.  

  فيكون لدينا �3.
0( ) 1X X= −ℓ  1و( )X X=ℓ0، و 0( ) 1x′ = −ℓ 1و 1( ) 1x′ =ℓ.  

  وعليه نستنتج أنّ 
2 2

0 0

2 2
1 1

( ) ( 1) ( ) ( 1) (1 2 )

( ) ( 1) ( ) (3 2 )

V X X X U X X X

V X X X U X X X

= − = − +

= − = −
  

]من  3كثير حدود لا تزيد درجته على   Pيكن ل �3. ]Xℝ  وليكن كثير الحدودQ  المعرّف كما
  يلي :

( )0 1 0 1(0) (1) (0) (1)Q P P U P U P V P V′ ′= − + + +  

degعندئذ نرى مباشرة أنّ  3Q فلا بدُّ  Qجذور مضاعفة لكثير الحدود  1و 0وأنّ الأعداد  ≥
  معدوماً، أي Qأن يكون 

0 1 0 1(0) (1) (0) (1)P P U P U P V P V′ ′= + + +  
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)المعرّف بالعلاقة  fيحُقق التابع  �3. ) 1 8f x x=   ما يلي : +
4

(0) 1, (0) 4, (1) 3, (1)
3

f f f f′ ′= = = =  

  وعليه يكون كثير الحدود المطلوب هو 
2 2 2 2

2 3

4
( 1) (1 2 ) 3 (3 2 ) 4 ( 1) ( 1)

3
10 4

1 4
3 3

P X X X X X X X X

X X X

= − + + − + − + −

= + − +
  

3ونلاحظ بوجه خاص أنّ 
2

8
f
  =  

3و  13
2

8 128
P
  = +  

  وأنّ  .

1 557
2 2 0.036

8 384
P
  − = − ≈  

   

  و 

  1 7 1091
2 2 0.0064

2 8 768
P
  − = − ≈  

  

2nا السؤال أنّ نفترض في هذ 4. 2وأنّ  = 1 01, 0, 1x x x= = = −.  

  فيكون لدينا �4.

0

1
( ) ( 1)

2
X X X= −ℓ  2و

1( ) 1X X= −ℓ 2و

1
( ) ( 1)

2
X X X= +ℓ  

  و

0 0

3
( )

2
x′ = −ℓ 1و 1( ) 0x′ =ℓ 2و 2

3
( )

2
x′ =ℓ.  

  وعليه نستنتج أنّ 

2 2 2 2
0 0

2 2 2 2
1 1

2 2 2 2
2 2

1 1
( ) ( 1) (3 4) ( ) ( 1) ( 1)

4 4
( ) ( 1) ( ) ( 1)

1 1
( ) ( 1) (4 3 ) ( ) ( 1) ( 1)

4 4

U X X X X V X X X X

U X X V X X X

U X X X X V X X X X

= − + = − +

= − = −

= + − = + −
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]من  5كثير حدود لا تزيد درجته على   Pيكن ل �4. ]Xℝضع تسهيلاً للكتابة ، ولن  

1 1 0 0 1 1(1) , (1) , (0) , (0) , ( 1) , ( 1)P P P P P P P P P P P P− −′ ′ ′ ′ ′ ′= = = = − = − =   
  المعرّف كما يلي : Qوليكن كثير الحدود 

( )1 0 0 1 1 2 1 0 0 1 1 2Q P P U PU PU P V PV PV− −′ ′ ′= − + + + + +  

degعندئذ نرى مباشرة أنّ  5Q  Qكثير الحدود جذور مضاعفة ل 1و 0و −1وأنّ الأعداد  ≥
  معدوماً، أي Qفلا بدُّ أن يكون 

1 0 0 1 1 2 1 0 0 1 1 2P P U PU PU P V PV PV− −′ ′ ′= + + + + +  

]كثير حدود من   Pليكن  �4. ]Xℝ ولنضع. 4 لا تزيد درجته على  

2 2 2

( )

( 1)
n

P n
a

n n
=

−
  

)2عندئذ يكون  )na O n−=  والمتسلسلة
2

n
n

a
≥
  متقاربة. ∑

degكان   لـمّا 4P   في كثير الحدود 5Xاستنتجنا أنّ ثابت  ≥

1 0 0 1 1 2 1 0 0 1 1 2P U PU PU P V PV PV− −′ ′ ′+ + + + +  
  أي 0يساوي 

( ) ( )1 1 1 1 0

3 1
0

4 4
P P P P P− −′ ′ ′− + + + =  

  ونلاحظ أنّ 
0 0

2 2 2 2 2 2 2

1 1

2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2 2

( ) ( )1 3 4
,

4( 1)( 1) ( 1) 4( 1)
( ) ( )1 1

,
( 1) ( 1)

( ) ( )1 4 3
,

4( 1)( 1) ( 1) 4( 1)

V n U n n

nn n n n n

V n U n

nn n n n n

V n U n n

nn n n n n

+
= =

+− − +

= =
− −

−
= =

−− − −

  

  وعليه يكون

1 0 1 1 0 1

2 2 2

(3 4) (4 3 )

4( 1) 4( 1)4( 1) 4( 1)
n

n P P n P P P P
a

n n nn n n

− −′ ′ ′+ −
= + + + + +

+ −+ −
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  ولكن

( ) ( )0 1 1 1 1

3 1

4 4
P P P P P− −′ ′ ′= − − +  

  إذن
1 1 0

2 2 2

1 1 1 1

4( 1) 4( 1)
3 31 1 1 1

1 4 1 4

n

P P P
a

n n n

P P P P

n n n n

−

− −

= + +
+ −
   ′ ′+ −  + − + −     + −   

  

، إذا عرفّنا وعليه
2

1

1
n

n
k

S
k=

=   كان لدينا  ∑

( )1 1
02 2

2

1 1 1 1

1 5 1
1

4 4 4( 1)
3 31 1 1

1
4 1 2 4

n

k n n n
k

P P
a S S P S

n n

P P P P

n n

−

=

− −

    = + − + − + −      + 
   ′ ′+ −  + − + −     +   

∑
  

  تسعى إلى اللااية استنتجنا أنّ  nفإذا جعلنا 

( )
2

1 0 1 1 1
1 1 0

2

11 16 12 2 4
4

24 16n
n

P P P P P
a P P P

π
∞

− −
−

=

′ ′+ + + −
= + + −∑  

  ú  وهي النتيجة المطلوبة.

Jليكن 33. التمرين λ العدداً حقيقياً من ا ] لحدود ا، كثير ℕ∗من n. نعرّف، في حالة 0,1]

nP  من[ ]Xℂ : بالعلاقة 
i 2 i 2( ) ( 1) ( 1)n n

nP X e X e Xπλ πλ−= + − −  
)عينّ درجة  1. )nP X .وثابت الحد الذي له أعلى درجة فيه  

)إلى المقدار kxنرمز بالرمز   2. )( )i cot
2

k
n

π λ+بينّ أن .( )
0 2 1k nkx ≤ ≤ هي جذور −

)ودلكثير الحد )nP X.  
 بحساب مجموع الجذور السابقة، استنتج أنّ   3.

1 1

0 0

( ) ( 1 )1 1cot( ) cot cot
2 2 2 2

n n

k k

k k

n n n n

π λ π λ
πλ

− −

= =

+ + −
= −∑ ∑  
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  أنّ  λأثبت باشتقاق العلاقة السابقة بالنسبة إلى   4.
1

2 2

2 2
0
1

2 2

2 2
0

1 1 ( ) ( 1 )
sin sin

2 2sin 4

1 1 1( ) ( 1 )
cot cot

2 2 2sin 4

n

k
n

k

k k

n nn

k k

n n nn

π λ π λ

πλ

π λ π λ

πλ

−
− −

=
−

=

 + + − = +   
 + + − = + +  

∑

∑
  

استنتج مما سبق وجود النهاية :   5.
2

1
lim

( )

N

N
k N k λ→∞ =− +
، λ، واحسب قيمتها بدلالة ∑

واستنتج تقارب المتسلسلتين : 
2

1

1

(2 1)k k

∞

= +
2و ∑

1

1

k k

∞

=
  ثمُّ احسب مجموعيهما. .∑

أثبت أنّ المتسلسلة   6.
( )

2 2

22 2
1k

k

k

λ

λ

∞

=

+
−

  : متقاربة وأنّ  ∑

( )

22 2

2 2 22 2
1

1

2 sin 2k

k

k

πλ

πλ λλ

∞

=

+ = −
−

∑  

  الحـل

من  nP لحدودا، كثير ℕ∗من nنعرّف، في حالة ول. ]0,1[ عدداً حقيقياً من اال λ ليكن
[ ]Xℂ بالعلاقة :i 2 i 2( ) ( 1) ( 1)n n

nP X e X e Xπλ πλ−= + − −.  
degفي الحقيقة، إنّ  1. 2nP n≤ 2، وثابتnX  2فيه يساوي i sinπλ.  إذن

deg 2nP n=.  

)إلى المقدار kxنرمز بالرمز 2. )i cot ( )
2

k
n

π λ+ . عندئذ نجد بالتعويض فيnP  ّأن  

i( ) i( )

2 2

2 2
i i

2 2
i i

( )2
2

i i ( ) i i

( )2
2

( ) ( )
( ) i cot 1 i cot 1

2 2

( 1)

sin

( 1)

sin

k k

n n

n n

n k

n nn

kn

n
n

k

kn

n

k k
P x e e

n n

e e e e

e e e e

π λ π λ

πλ πλ

πλ πλ

π λ

πλ π λ πλ π

π λ

π λ π λ

+ +

−

− −
+

− + −
+

   + +  = + − −        
    −     = −            

−
= −( )

( )

( )

( )2
2

( 1)
( 1) ( 1) 0

sin

k

n
k k

kn

n

λ

π λ

+

+

−
= − − − =
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}د وعلى هذا تكون الأعدا }: 0 2kx k n≤ ولأنّ هذه الأعداد  .nPجذوراً  لكثير الحدود  >
  . ويكون من ثمَّ nPمختلفة مثنى مثنى نستنتج أّا تمثل جميع جذور 
2 1

0

( ) 2 i(sin ) ( )
n

n k
k

P X X xπλ

−

=

= −∏  

2نّ ثابت نستنتج إذن أ 3. 1nX 2يساوي  nPفي  − 1

0
2 i(sin )

n

kk
xπλ

−

=
−   أو ∑

2 1 2 1

0 0

( )
2 cot i cot

2

n n

k
k k

k
n x

n

π λ
πλ

− −

= =

+
= − =∑ ∑  

  وعليه
1 2 1

0
1 1

0 0
1 1

0 0

( ) ( )
2 cot cot cot

2 2

( ) (2 1 )
cot cot

2 2

( ) ( 1 )
cot cot

2 2

n n

k k n
n n

k k
n n

k k

k k
n

n n

k n k

n n

k k

n n

π λ π λ
πλ

π λ π λ

π λ π λ
π

− −

= =
− −

= =
− −

= =

+ +
= +

+ − − +
= +

 + + − = + −   

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

  

  ومنه
1 1

0 0

1 1( ) ( 1 )
cot cot cot

2 2 2 2

n n

k k

k k

n n n n

π λ π λ
πλ

− −

= =

+ + −
= −∑ ∑  

فنجد بالاشتقاق  ]0,1[على اال  λتوابع للمتحوّل بوصفها طرفي المساواة السابقة  نتأمّل 4.
  أنّ  λبالنسبة إلى 

1
2 2

2 2
0

1 1 ( ) ( 1 )
sin sin

2 2sin 4

n

k

k k

n nn

π λ π λ

πλ

−
− −

=

 + + − = +   ∑  

2وبالاستفادة من العلاقة 

2

1
1 cot

sin
θ

θ
=   نستنتج أنّ  +

1
2 2

2 2
0

1 1 1( ) ( 1 )
cot cot

2 2 2sin 4

n

k

k k

n n nn

π λ π λ

πλ

−

=

 + + − = + +  ∑  

  المألوفة المتراجحةوبالاستفادة من  5.

0, , sin tan
2

x x x x
π 

 ∀ ∈ ≤ ≤
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  نستنتج أنّ 
1

2 2

2 2
0
1 2 2

2 2 2 2 2
0
1

2 2

2
0

2

1 1 1 ( ) ( 1 )
cot cot

2 2 2sin 4

1 4 4

4 ( ) ( 1 )

1 ( ) ( 1 )
sin sin

2 24
1

sin

n

k
n

k
n

k

k k

n n nn

n n

n k k

k k

n nn

π λ π λ

πλ

π λ π λ

π λ π λ

πλ

−

=
−

=
−

− −

=

 + + − − = +   
  ≤ +   + − − 
 + + − ≤ +   

=

∑

∑

∑
  

  أو
1

2 2 2 2 2
0

1 1 1 1 1 1

2sin ( ) ( 1 ) sin

n

kn k kπλ π λ λ πλ

−

=

  − ≤ + ≤   + − − 
∑  

  وهذا يُكافئ
1

2 2 2 2

1 1 1 1 1

2sin ( ) sin

n

k nn kπλ π λ πλ

−

=−

− ≤ ≤
+

∑  

  ونستنتج من ذلك أنّ 
2

2 2

1
lim

( ) sin

N

N
k N k

π

λ πλ→∞ =−

=
+

∑  

1فعلى سبيل المثال، باختيار  	

2
λ 2نستنتج أنّ  =

2
lim

(2 1)

N

N
k N k

π
→∞ =−

4
=

+
  ومنه ∑

2

2 2
0 1

1 1
lim

4(2 1) (2 1)

N N

N
k kk k

π

→∞ = =

   + =   + − 
∑ ∑  

  أو
2

2
0

1
lim

8(2 1)

N

N
k k

π

→∞ =

=
+

∑  

وهذا يثبت تقارب المتسلسلة 
2

0

1

(2 1)n n

∞

= +
أنّ مجموعها يساوي يثبتُ و  ∑

2

8

π.  
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ومن جهة أخرى، بملاحظة أنّ  	
2 2

1 1

(2 1) 4n n
≤

+
1nفي حالة   نستنتج أيضاً  ،≤

تقارب المتسلسلة 
2

1

1

n n

∞

=
  إلى مجموعها كان لدينا Sفإذا رمزنا بالرمز  ∑

2

2 2
0 1

1 1 1

8 4(2 1) (2 )n n

S S
n n

π
∞ ∞

= =

= + = +
+

∑ ∑  

من ثمَّ و 
2

6
S

π
=.  

  لنلاحظ أنّ  6.

2 2 2 2
1 1

2 2 2
1

2 2

2 2 2 2
1

1 1 1 1

( ) ( ) ( )

1 1 1

( ) ( )

1
2

( )

N N N

k N k k
N

k
N

k

k k k

k k

k

k

λ λ λ λ

λ λ λ

λ

λ λ

=− = =

=

=

= + +
+ + − +

  = + +   + − 
+

= +
−

∑ ∑ ∑

∑

∑

  

إذن اعتماداً على نتيجة السؤال السابق نستنتج تقارب المتسلسلة 
2 2

2 2 2
1 ( )k

k

k

λ

λ

∞

=

+

−
  وأنّ  ∑

2 2 2

2 2 2 2 2
1

1

( ) 2 sin 2k

k

k

λ π

λ πλ λ

∞

=

+
= −

−
∑  

  ú  وهي النتيجة المرجوّة.

Jليكن  34. نالتمري( ),a b  2منℝولنتأمّل ، ( ) 4P X X aX b= + +.  

)أوجد، بدراسة التابع   1. )x P x֏الشرط اللازم والكافي على ، ( , )a b  حتىّ لا يكون لكثير
)الحدود  )P X .جذور حقيقيّة  

  أثبت أنهّ يوجد كثيرا حدود حقيقياّن  2.
( ) 2Q X X Xα β= + )و      + ) 2R X X Xλ µ= + +  

)يحُققان    ) ( ) ( )P X Q X R X= ⋅.  



نـاتتمري 359  

,أوجد علاقات بسيطة بين   3. , ,α β λ µ والعددينa وb ّ2. واستنتج أنZ λ=  هو حل
   لمعادلة من الدرجة الثالثة يطُلب تعيينها.

4 المعادلة ℂحلّ في   4. 1
2 0

2
X X+ + =.  

  الحـل

: لنتأمّل التابع 1. ( )f x P x֏ يقبل التابع .f  جدول التغيرات التالي  
3

3

2 /2

( ) 0

( ) 3 2 /8

x a

f x

f x b a a

−∞ − +∞

′ − +

+∞ − −∞ց ր

  

)لا يكون لكثير الحدود  حتىّ شرط اللازم والكافي لاذن إ )P X هو جذور حقيقيّة 
33

2 0
8

b a a− 3يكُافئ  اذوه < 4256 27b a>.  

]الحدود غير الخزولة في  نعلم أنّ كثيرات2. ]Xℝ من  ولى، أوهي تلك التي تكون من الدرجة الأ
من الدرجة الرابعة،  اً كثير حدود واحدي  Pكان   لـمّاالدرجة الثانية وليس لها جذور حقيقيّة. و 

استنتجنا أنهّ يكُتب بالضرورة جداء كثيرات حدود واحديةّ غير خزولة من الدرجة الأولى والدرجة 
عليه، وإذا كانت  Pخارج قسمة  Rوأسمينا  Qسميناه الثانية. فإذا كان أحدها من الدرجة الثانية أ

عليه.  Pخارج قسمة  Rاثنين منها، وأسمينا ضرب جداء  Qجميعها من الدرجة الأولى أسمينا 
  وهكذا نستنتج أنهّ يوجد كثيرا حدود :

2( )Q X X Xα β= + )2و     + )R X X Xλ µ= + +  
Pيحُقّقان  Q R= ⋅.  

  وعندئذ يكون 3.
4 3 2( ) ( ) ( )QR X X X Xα λ β µ αλ λβ µα βµ= + + + + + + + +  

Pوتتحقّق المساواة  Q R=   إذا وفقط إذا كان ⋅
0, 0, ,a bα λ β µ αλ λβ µα βµ+ = + + = + = =  

  وهذه الشروط تُكافئ
2, , ( ) ,a bα λ β µ λ λ β µ βµ= − + = − = =  
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  نستنتج من الشرطين الثاني والثالث أنّ 
3, ,aλβ λµ λ λβ λµ+ = − =  

  ومن ثمَّ 
3 32 , 2 ,a aλβ λ λµ λ= + = −  

bβµوإذا استفدنا من الشرط  2استنتجنا أنّ  = 6 24 b aλ λ= . وأخيراً إذا عرفّنا −
2Z λ=  كان لدينا  

3 24 0Z bZ a− − =  
4لنتأمّل الحالة الخاصّة الموافقة لكثير الحدود 4. 1

( ) 2
2

P X X X= + 2a، أي + = 

1و

2
b 2Z. في هذه الحالة تكون = λ=  3حلاً للمعادلة 2 4 0Z Z− − . وعليه يمكننا =

2λأنّ نختار مثلاً    . فيكون عندئذ=
1

2, 2, 2( ) 2,
2

α β µ β µ βµ= − + = − = =  

  ومن ثمَّ 
1 1

2, 1 , 1
2 2

α β µ= − = + = −  

  ومنه
4

2 2

1
( ) 2

2
1 1

2 1 2 1
2 2

P X X X

X X X X

= + +

    = + + − − + +       

  

  هي ℂفي  Pفجذور 
1 i 2 1 1 i 2 1 1 2 1 1 2 1

, , ,
2 2 2 2

  + + − + − − + −       
  

  ú  وهو المطلوب.
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  الحـقول 

حقل الكسور الموافق لحلقة  هما في بناء الحقولفيدان تين تمّ همسنستعرض فيما يلي تقنيتين 
 تامة، وحقل خارج قسمة حلقة تبديليّة بمثالي أعظمي.

  حقل الكسور الموافق لحلقة تامّـة 1.
} حلقة تامّة ولنضع Aلتكن  }\ 0A A∗ A ثمُّ لنعرف على اموعة .= A∗×  العلاقة

  كما يلي :  R الثنائية
( ) ( ), ,a b a b ab ba′ ′ ′ ′⇔ =R  

)وقانوني التشكيل الداخليين  )و +(   الآتيين ⋅(
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

, , ,

, , ,

a b a b ab a b bb

a b a b aa bb

′ ′ ′ ′ ′+ = +

′ ′ ′ ′⋅ =
  

)إنّ القانونين )و +( ) العنصرين الحياديينعلى التوالي ان ويقبلان ان وتبديليتجميعيّ  ⋅( )0,1 
)و  من Tو Zو Yو Xأي مهما يكن R ، ثمُ إّما متجانسان مع علاقة التكافؤ 1,1(

A A∗× يكن  

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

,

.

X Z Y T
X Y Z T

X Z Y T

+ +∧ ⇒ 
 ⋅ ⋅

R

R R
R

  

) تزويد مجموعة صفوف التكافؤفي هذه الخاصة  تفيد ) /A A A∗= ×FR R  بقانوني الجمع
. A التامة حقل كسور الحلقةنحصل على حقل تبديلي نسمّيه ف ،والضرب المتوافقين مع ما سبق

)وقد جرت العادة أن نرمز إلى صف التكافؤ  )[ ],a b  بالرمزa

b
 a سمّيه كسراً بسطهُ أو صورته، ون

: . ويكون التطبيقb ومقامه أو مخرجه ( ),
1
aj A A a→ FR تشاكلاً حلقياًّ متبايناً،  ֏

)وعناصر  Aبالمطابقة بين عناصر  يفيدنا )j A  ّفنقول تجاوزاً إنA حلقة جزئية من( )AFR .  

هو حقل  ℤحقل كسور الحلقة  كان   ℤهي حلقة الأعداد الصحيحة  Aفمثلاً إذا كانت
  السابق. نشاء. سندرس فيما يلي بالتفصيل مثالاً مهماً على الإℚ ةالكسور العادي

 الفصل الخامس

  www.hiast.edu.sy  المعهد العالي للعلوم التطبيقية والتكنولوجيا
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  حقل الكسور العاديةّ على حقل تبديليّ  2.

]حقلاً تبديلياً. ولتكن  Kليكن    ]XK ل واحد علىحلقة كثيرات الحدود بمتحو K . لقد
]الحلقة  عند دراسة كثيرات الحدود أنّ وجدنا  ]XK  حلقة تامّة، ومن ثمَّ نحصلُ انطلاقاً منها على

  اء السابق. ومنه التعريف التالي :لإنشحقل تبديليّ، هو حقل كسورها، عند تطبيق ا

، حقل كسور الحلقة التامّة K على حقل تبديليّ  حقل الكسور العاديةّنسمّي  .تعريف 1-2.
[ ]XKونرمز إليه بالرمز ،( )XK.  

) من عنصراً  Fكان وإذا   )XKا إنّ . قلنP

Q
حقّق إذا  وفقط إذا Fتمثيل غير خزول للكسر 

)العنصر  , )P Q من{ }[ ] ( [ ]\ 0 )X X×K K ،: الشرطين  
P

F
Q

)gcdو       = , ) 1P Q =  

)لواضح أنّ لكل كسر عاديّ من ومن ا )XK .تمثيلاً غير خزول  

)من  Fليكن .مبرهنة وتعريف 2-2. )XK.  عندئذ لا يتعلّق المقدارdeg degP Q−  من

{ }∪ +∞ℤ لبالممث P

Q
 ونرمز إليه بالرمز F درجة الكسر. ونسمّيه F للكسر 

degF .  

نترك إثباا البسيط تمريناً  وكما في حالة كثيرات الحدود تتحقق الخاصّتان المبيّنتان في المبرهنة التالية، التي
  للقارئ.

Aليكن الكسران  .مبرهنة 3-2.

B
Cو  

D
) من  )XK: عندئذ يكون .  

( ) ( )
( )

deg max deg ,deg

deg deg deg

A C A C

B D B D

A C A C

B D B D

+ ≤

⋅ = +
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)من  Fنليك. تعريف 4-2. )XK . وليكنP

Q
من  a. نقول إنّ Fتمثيلاً غير خزول للكسر 

K ، ٌللكسرقطبFا وفقط إذا كان ، إذa كثير الحدود جذراً لQ ّونقول إن .a  ٌقطب
كثير الحدود ل mجذراً مضاعفاً من المرتبة  aإذا وفقط إذا كان  mمن المرتبة  مضاعف

Q.  

)من  Fليكن .مبرهنة وتعريف 5-2. )XK .عندئذ لا يتعلّق الكسر 
2

Q P P Q

Q

′ ′⋅ − ⋅ 

Pبالممثل 

Q
F ونرمز إليه بالرمز F مشتق الكسر. ونسمّيه F للكسر  . وتتحقّق ′

  : الآتيةالخواص 
( )

( )

( )

F G F G

F F

F G F G F G

α α

′ ′ ′+ = +

′ ′=

′ ′ ′⋅ = ⋅ + ⋅

  

)من  Gو  Fوذلك مهما يكن    )XK وα  منK.  

)من  F ليكن .المبرهنة الأساسيّة في تفريق الكسور 6-2. )XK . وليكنP

Q
ثيلاً غير خزول تم 

. نفترض أنّ F للكسر
1
( ) i

p

i
i

Q Q α

=
= كثيرات حدود غير   pQو ⋯و 2Qو 1Qو ،∏

وجماعة وحيدة من كثيرات  E د كثير حدود وحيدخزولة ومختلفة مثنى مثنى. عندئذ يوج

)الحدود  , )( )ij i jA مجموعة أدلتّها هي  ∆∋
1
({ } )

k

p

k
k α

=
∆ = ×ℕ∪ : قان ما يلييحُق  

1 1

( , ) , deg deg

(

.1

.2
)

i

ij i

p
ij

j
ii j

i j A Q

A
F E

Q

α

= =

∀ ∈ ∆ <

  = +    
∑ ∑

  

  الإثبات
، وتعطي في افي ذا ةمنها بسيطة مرحل ل يجري إثبات هذه المبرهنة بتجزئته إلى مراحل ك  

  مجموعها الحالة العامّة.
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P ليكن الكسر �
F

Q
]في  عندئذ يوجد = ]XK   كثير حدود وحيدE يحقّق   

deg( ) 0F E− <  
  يحققان الخاصّة المطلوبة كان  2Eو 1Eفي الحقيقة، إذا كان 

( )

( )

1 2 2 1

2 1

deg( ) deg ( ) ( )

max deg( ),deg( ) 0

E E F E F E

F E F E

− = − − −

≤ − − <
  

1 وهذا يثبت أنّ  2E E=.  
هو  R، وكان Qعلى  Pكثير الحدودخارج القسمة الإقليديةّ ل Eومن ناحية أخرى، إذا أخذنا

)deg باقي هذه القسمة، كان ) deg 0
R

F E
Q

 − = <  
.  

ليكن  �
1 2

P
F

QQ
deg اً فيهكسر   = 0F 1و > 2gcd( , ) 1Q Q . عندئذ توجد ثنائيّة =

1وحيدة  2( , )U U  من( )2[ ]XK  قتحُق:  
1 2

1 2

U U
F

Q Q
= 1و    + 1deg degU Q<    2و 2deg degU Q<  

1في الحقيقة، لنفترض أوّلاً أنّ الثنائيتين  2( , )U U 1و 2( , )U U∗ ققان المطلوب، عندئذ ينتج من تحُ  ∗
  المساواة

1 2 1 2

1 2 1 2

U U U U

Q Q Q Q

∗ ∗

+ = +  

1أنّ  1 2 2 2 1( ) ( )U U Q U U Q∗ ∗− = 1يقسمُ  1Q، أي إنّ − 1 2( )U U Q∗− وهو أوّلي مع 

2Q َأن يقسم 1 . فلا بد 1U U 1أنّ . وهذا يقتضي −∗ 1 0U U ∗− 1 لأنّ  = 1deg( )U U ∗− 
1. بذا نكون قد أثبتنا أنّ 1degQأصغر تماماً من  1U U 2 ومن ثمَّ  =∗ 2U U يتمّ بذا . و =∗

  إثبات الجزء المتعلّق بالوحدانيّة.
1ثنائيّة  Bézoutمن ناحية أخرى، نجد استناداً إلى مبرهنة و  2( , )T T  من( )2[ ]XK تحقّق   

2 1 1 2 1T Q T Q+ =  
2 ومن ثمَّ يكون 1 1 2PT Q PT Q P+  على 2PT كثير الحدود. ثمُ نجُري قسمة إقليديةّ ل=

2Q لنجد  
2 2 2PT SQ U= 2   مع   + 2deg degU Q<  
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1ونعرّف  1 1U PT SQ= 2، فيكون لدينا من جهة أولى  + 1 1 2P U Q U Q=   أو +
1 2

1 2 1 2

P U U
F

QQ Q Q
= = +  

  ومن جهة ثانية،
1 2 2

1 2 2

deg deg max deg , deg 0
U U U

F F
Q Q Q

     = − ≤ <       
  

1 أو 1deg degU Q<.  
  : الآتي وجهبالطبع يمكن تعميم الخاصّة السابقة بالتدريج على ال

ليكن  �
1 2 r

P
F

QQ Q
=

⋯
deg كسراً فيه   0F ، rQو ⋯و 1Qوكثيرات الحدود  ،>

)1أوّليّة فيما بينها مثنى مثنى. عندئذ يوجد عنصر وحيد  , , )rU U…  من( )[ ] r
XK  يحُقّق:  

1 2

1 2

r

r

U U U
F

Q Q Q
= + + ,و       ⋯+ deg degr i ii U Q∀ ∈ <ℕ    

Pليكن الكسر  �
F

Qα
deg حيث = 0F  . عندئذ يوجد عنصر وحيدℕ∗من  αو >

1( , , )P Pα…  من( )[ ]X
α

K قيحُق:  
1 2

2

P P P
F

Q QQ

α
α= + + ,و       ⋯+ deg degii P Qα∀ ∈ <ℕ    

1α في الحقيقة، لا يوجد ما يجب إثباته في حالة 1α. لنفترض أنّ = صحيحة  وأنّ النتيجة ،<
1α عند القيمة   فنجد أنّ  Qعلى  P كثير الحدود. عندئذ نجُري قسمة إقليديةّ ل−

P TQ Pα= deg   مع   + degP Qα <  

1فإذا عرفّنا 
P P

F
Q Q

α
α α= 1deg، كان، − max(deg ,deg ) 0

P
F F

Q
α
α≤ ومن جهة  >

1ثانية  1

T
F

Qα−
1 ، لذلك يوجد بمقُتضى فرْض التدريج عنصر= 1( , , )P Pα−…  من

( ) 1[ ]X
α−

K يحُقّق   

1 2 1
1 2 1

P P P
F

Q Q Q

α
α
−
−= + + ,1و       ⋯+ deg degii P Qα−∀ ∈ <ℕ   

  . أمّا إثبات الوحدانيّة فهو سهل ونتركه تمريناً للقارئ.α وهذا يُكمل إثبات الوجود في حالة
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ساسيّة، ولنفترض أنّ لنأتِ إلى إثبات المبرهنة الأ
1 2

1 2
p

p

P
F

Q Q Qαα α=
⋯

  pQو ⋯و 1Qو  

كثيرات   �و  �ين الخاصّت لاستفادة مننجد باغير خزولة مختلفة مثنى مثنى. عندئذ  كثيرات حدود
]من  pUو⋯و 1Uو Eالحدود  ]XK ،تحُقّق   

  
1 ( ) i

p
i

ii

U
F E

Q α
=

= + ∑  ( )∗  

,ويكون  deg 0
( ) i

i
p

i

U
i

Q α∀ ∈ <ℕ 1، لأنّ كثيرات الحدود
1Qα و⋯وp

pQα  أوليّة فيما بينها

pℕ ،1من  iلنجد، أياً كان  �الخاصّة  ستعملمثنى مثنى. ثمُّ ن 2( , , , )
ii i iA A Aα… 

)من )[ ] iX
α

K  ّطو ق الشر تحق  

1 ( )

i

i

iji
j

ii j

AU

Q Q

α

α
=

= ,و    ∑ deg deg
i ij ij A Qα∀ ∈ <ℕ  

)وهذا بعد التعويض في العلاقة    �  يكُمل الإثبات. ∗(

)من  Fليكن .نتيجة وتعريف 7-2. )Xℂ وليكن .P

Q
. يمكننا أن Fتمثيلاً غير خزول للكسر 

نفترض أنّ 
1
( ) i

p

i
i

Q X a α

=
= ∏ ، 1α، وFهي أقطاب paو ⋯و 2aو 1aحيث  −

2α،⋯،pα  منها الترتيب. عندئذ يوجد كثير حدود وحيد بهي رتب مضاعفة كلE، 

) وجماعة وحيدة , )( )ij i jλ مجموعة أدلتّها  ℂمن  ∆∋
1
({ } )

k

p

k

k α
=

∆ = ×ℕ∪ قانيحُق  

1 1 ( )

ip
ij

j
ii j

F E
X a

α λ

= =

  = +    − 
∑ ∑  

  ، ونسمّي المقدارFفي الكسر الجزء الصحيح  Eنسمّي   

1 2
2( ) ( )( )

i

i

ii i

i iiX a X aX a

α

α

λλ λ
+ + +

− −−
⋯  

الكسر راسب  1iλ، وأخيراً نسمّي العدد F لكسرفي ا iaالموافق للقطب  لجزء القطبيّ ا
F عند القطبia.  
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)من  F ليكن .يفنتيجة وتعر  8-2. )Xℝ وليكن .P

Q
. يمكننا أن Fتمثيلاً غير خزول للكسر 

  نفترض أنّ 
2

1 1
( ) ( )i i

p q

i i i
i i

Q X a X b X cα β

= =
= ∏ − ⋅ ∏ + +  

هي رتب مضاعفة  pαو ⋯و 2αو 1α، وFهي أقطاب  paو ⋯و 2aو 1a حيث
)ثنائياتالو الترتيب. بكل منها  )( , )

q
i i ib c ∈ℕ في حالة  وتحقّق ،مختلفة مثنى مثنىi  من

qℕ  2المتراجحة 4 0i ib c− وجماعة وحيدة   E. عندئذ يوجد كثير حدود وحيد >

( , )( )ij i jλ  من الأعداد الحقيقيّة مجموعة أدلتّها هي ∆∋
1
({ } )

k

p

k
k α

=
∆ = ×ℕ∪ ،

)وجماعتان وحيدتان  , )( )ij i jµ ∈Γ  و( , )( )ij i jν ∈Γ  من الأعداد الحقيقيّة مجموعة أدلتّهما هي

1
({ } )

k

q

k
k β

=
Γ = ×ℕ∪ ،بحيث يكون :  

 
2

1 1 1 1( ) ( )

i ip q
ij ij ij

j j
i i ii j i j

X
F E

X a X b X c

α βλ µ ν

= = = =

   +   = + +      − + +   
∑ ∑ ∑ ∑

 عناصــر بســيطة مــن النــوع الأول عناصر بسيطة مــن النــوع الثــاني

  
)ق العمليّة في تفريق الكسور من ائبعض الطر  9-2. )Xℂ  أو( )Xℝ إلى عناصر بسيطة   

  ري قسمة إقليديةّ للبسط على المقام.للحصول على الجزء الصحيح نجُ    �
بعد تفريق المقام إلى جداء كثيرات حدود غير خزولة، نكتب التفريق المطلوب بدلالة ثوابت   �

ولكن رتب مضاعفتها  ،مجهولة، ثمُ يجري تعيين الثوابت. فإذا كانت الأقطاب بسيطة، أو مضاعفة
هذه الثوابت بتوحيد المقامات والمطابقة، إذ نحصل على جملة يمكننا تعيين  ،2)أو (1صغيرة 

ه، وذلك لطول ما تتطلبّه من أ إليمعادلات خطيّة. ولكن بوجه عام تعتبر هذه الطريقة آخر ما نلج
  حسابات.

  لنتأمّل الكسر العادي 1. مثال
2 2

1
( )

( 1)
F X

X X
=

−
.  

  يقبل تفريقاً إلى عناصر بسيطة من الشكل Fمّة أن نعلم من الدراسة العا

  
2 2( )

1 ( 1)

a b c d
F X

X X X X
= + + +

− −
  ( )∗  
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1)نلاحظ أنّ  ) ( )F X F X−   إذن =

2 2

2 2

( )
1 ( 1)

1 ( 1)

a b c d
F X

X X X X

a b c d

X X X X

= + + +
− −

− −
= + + +

− −

  

dكان التفريق وحيداً وجب أن يكون   لـمّاو  c= وa b= −.  
)من جهة أخرى بضرب طرفيّ المساواة  0X ثمُّ تعويض 2Xالمقدار ب ∗( 1c نجد = وأخيراً  .=

)بحساب  1)F 1تين نجد بطريق − 1
1

4 2 4

a
a= − + + 2aأو +   . إذن يكون=

2 2 2 2

1 2 2 1 1

1(1 ) ( 1)X XX X X X
= − + +

−− −
  

Pقطباً بسيطاً للكسر  aإذا كان  .حالة قطب بسيط   �
F

Q
ق الجزء القطبيّ المواف كان،  =

هو Fفي الكسر  aللقطب 
( )

( )

( )

P a

X a Q a′−
.  

)في الحقيقة، نعلم أنّ  ) ( ) ( )Q X X a R X= )حيث − ) ( ) 0R a Q a′= . لذلك يكون ≠

a  جذراً لكثير الحدود( )

( )

P a
P R

Q a
−

′
X فهو يقبل القسمة على  a− كثير حدود  أي يوجد 

( )T X يحُقّق  
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

P a
P X R X X a T X

Q a
− = −

′
  

  وهذا يثبت أنّ 
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )( ) ( )

P X P a T X
F X

Q X R XX a Q a
= = +

′−
  

) ليس قطباً للكسر aويثُبت المطلوب لأنّ  )

( )

T X

R X
.  

]من  P، وليكن ℕ∗من  nليكن  2. مثال ]Xℂ   كثير حدود يحُقّقdegP n< لنتأمّل .
  الكسر العادي

( )
( )

1n

P X
F X

X
=

−
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} للواحد أي nبوجه عام هي الجذور من المرتبة  F إنّ أقطاب }: 0k k nω ≤  حيث >
( )2 iexp n
πω   وهي جميعها بسيطة.  ،=
  إذن

  
1

0

( )
n

k

k
k

F X
X

λ

ω

−

=

=
−

∑  

  بالصيغة kλ ، تحُسب ما سبقاستناداً إلىو 

1

( ) 1
( )

( )

k
k k

k k n

P
P

nn

ω
λ ω ω

ω −
= = ⋅  

  نستنتج إذن أنّ 
1

0

( ) 1 ( )

1

n k k

n k
k

P X P

X n X

ω ω

ω

−

=

⋅
=

− −
∑  

  وبوجه خاص
1

0

1 1

1

n k

n k
k

X n X

ω

ω

−

=

=
− −

∑  

]من  P، وليكن ℕ∗من  nليكن  3. مثال ]Xℂ   كثير حدود يحُقّقdegP n< . لنتأمّل
  الكسر العادي

( )
( )

( )( ) ( )1 2

P X
F X

X X X X n
=

− − −⋯
  

}بوجه عام هي الأعداد  Fإنّ أقطاب }0,1, ,n…عها بسيطة. إذن، وهي جمي  

0

( )
n

k

k

F X
X k

λ

=

=
−∑  

  فتساوي kλ أمّا

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( 1) ( )

1 1 1 ! !

n k

k

P k P k

k k k n k n k
λ

−−
= =

− ⋅ − − ⋅ −⋯ ⋯
  

  ومنه 

( )( ) ( )
0

( ) 1 ( 1) ( )

1 2 !

n n k k
n

k

P X C P k

X X X X n n X k

−

=

−
=

− − − −∑⋯
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Pللكسر  m قطبٌ مضاعفٌ من المرتبة aلنفترض أنّ  .حالة قطب مضاعف  �
F

Q
، أي =

1( ) ( ) ( )mQ X X a Q X= − )1و ⋅ ) 0Q a ≠ .  
Xنقوم في هذه الحالة بإجراء تغيير للمتحول  T a=   فنجد +
( )

( )
( )m

AT
F T a

T B T
+ =

⋅
  

)و ) ( )AT P T a= )1و + ) ( )B T Q T a=    كان الشرط  لـمّا. و +

1(0) ( ) 0B Q a= ≠  
) كثير الحدودمحققاً أمكننا أن نجُري قسمة وفق القوى المتزايدة ل )AT  على( )B T حتىّ المرتبة 

1m   فنجد −
1

1 1( ) ( ) ( ) ( )m m
m mAT B T T T T RTλ λ λ −

−= ⋅ + + + +⋯  
  ومن ثمَّ يكون

1 ( )
( )

( )
m
m

RT
F T a

T T B T

λ λ
+ = + + +⋯  

  :Xأو بالعودة إلى المتحول
1

1

( )
( )

( ) ( )
m

m

R X a
F X

X a X a Q X

λ λ −
= + + +

− −
⋯  

هو  aالموافق للقطب  Fوهذا يبين أنّ الجزء القطبيّ للكسر
1 ( )

m
k

k
k X a

λ

= −
ليس قطباً  a ، لأنّ ∑

 للكسر
1

( )

( )

R X a

Q X

−.  

  لنتأمّل الكسر العادي 4. مثال

3 2

1
( )

( 1) ( 1)
F X

X X
=

− +
  

1Xفإذا وضعنا  T=   وجدنا +

3 2 3 2

1 1
( 1)

(2 ) (4 4 )
F T

T T T T T
+ = =

⋅ + ⋅ + +
  

24على  1 لعددقسمة وفق القوى المتزايدة ل وبإجراء 4T T+   نجد 2حتى المرتبة  +
2 2 31 1 3 1 3

4 4 16 2 161 (4 4 ) ( ) ( )T T T T T T= + + ⋅ − + − +  
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  ومنه 
1 3
2 16

3 2 2

1 1 3
(1 )

164 4 ( 2)

T
F T

TT T T

+
+ = − + −

+
  

  نجد Xوبالعودة إلى المتحوّل 

3 2 2

1 1 3 5 3
( )

16( 1)4( 1) 4( 1) 16( 1)

X
F X

XX X X

+
= − + −

−− − +
  

5وأخيراً بملاحظة أنّ  3 2 3( 1)X X+ = +   نجد +

( ) ( ) ( )3 2 2

1 1 3 1 3
( )

16 1 16 14( 1) 4( 1) 8 1
F X

X XX X X
= − + − −

− +− − +
  

) حالة العناصر البسيطة من النوع الثاني في  � )Xℝ يمكننا في مثل هذه الحالة إجراء .
) الحسابات في )Xℂ ثمُ الانتقال إلى ( )Xℝ  بجمع العناصر المترافقة. وكذلك يمُكن اتبّاع طريقة

  دة في بعض الحالات. د تكون مفية أخرى قيالثوابت غير المعينّة. سنعرض في المثال التالي تقن

  لنتأمّل الكسر العادي 5. مثال

2 2 3

1
( )

( 1) ( 1)
F X

X X
=

− +
  

) والمطلوب تفريقه إلى عناصر بسيطة في )Xℝ 2. لنضع 1T X= ولنضرب بسط ومقام  +
)2 كثير الحدودالكسر السابق ب 1)X   فيكون +

2

3 2 3 2

( 1) 2
( )

(2 ) (4 4 )

X X T
F X

T T T T T

+ +
= =

⋅ − ⋅ − +
  

)المتزايدة في ثمُ نقوم بإجراء قسمة وفق القوى  )[ ]X Tℝ 2كثير الحدود لX T+  على
24 4T T−   فنجد 2حتى المرتبة  +

2 2

3

2 1 3 22 (4 4 )
2 4 8

4 3 3 2

4 8

X XXX T T T T T

X XT T

 + + + = − + ⋅ + +   
 + + + −   

  

  ومنه نستنتج أنّ 

3 2 2

2 1 3 2 8 6 (3 2)
( )

82 4 8(2 )

X X X X X T
F X

TT T T

+ + + − +
= + + +

−
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  لكنو 
3 2

2

8 6 (3 2) 3 2 5 4

( 1) ( 3 4)

X X T X X X

X X

+ − + = − − + +

= + − +
  

  و
2 2 2(2 ) ( 1) ( 1)T X X− = + −  

  إذن

( ) ( ) ( ) ( )3 2 2 22 2

2 1 3 2 3 4
( )

8 1 8 12 1 4 1

X X X X
F X

X XX X

+ + − +
= + + +

+ −+ +
  

3وأخيراً بملاحظة أنّ   4 3( 1) 1X X− + = − −   نجد  +

2 3 2 2 2 2

2 1 3 2 1 3
( )

8( 1)2( 1) 4( 1) 8( 1) 8( 1)

X X X
F X

XX X X X

+ +
= + + + −

−+ + + −
  

  
   مثالي أعظميعلى حقل خارج قسمة حلقة تبديليّة  3.

)لتكن   ), ,A + على  IR. نعرّف العلاقة الثنائية A مثالياً في Iحلقة تبديلية. وليكن  ⋅
A على الوجه الذي بات مألوفاً لدينا أي  

2( , ) ,x y A x y x y∀ ∈ ⇔ − ∈IR I  
نّ هذه العلاقة علاقة تكافؤ على   لى صفوف تكافُئها Aيثبت القارئ بسهولة أ ، ونرمز عادة إ

A/بالرمز Iو إذا كان .X وY  عنصرين من/A I  ،موعات التاليةكانت ا  
{ }: ( , )X Y x y x y X Y+ = + ∈ ×   

}  و   }:X x x X− = − ∈  

}  و   }: ( , )X Y x y x y X Y⋅ = ⋅ ∈ ×  
A/صر مناتكافؤ، أي عن وفصف Iتشكيل داخليين لنا هذه الملاحظة تعريف قانونيَ  تيح. ت ( )+ 

)و A/على ⋅( Iيجعلان منها حلقة تبديلية، حيادي الجمع فيها هو ، [ ]0=Iير، ونظ X 
] ، وحيادي الضرب فيها هو−X بالنسبة إلى الجمع هو حلقة خارج قسمة  . تُسمّى هذه الحلقةُ 1[

  .I على المثالي A الحلقة
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) في حلقة تبديلية Mعن مثالي نقول  .تعريف 1-3. ), ,A + إذا كان  مثالي أعظميّ ، إنهّ ⋅
A ≠M وكان A وM  هما المثالياّن الوحيدان فيA  اللذان يحويانMول ، أو بق

  ، الشرطAفي  Iآخر إذا تحقق، أياً كان المثالي 
( ) ( )A⊂ ⇒ = ∨ =M I I M I  

)مثاليّاً في حلقة تبديلية  M ليكن .مبرهنة 2-3. ), ,A +   افؤ بين ، هنالك تك⋅

  .A مثالي أعظميّ في Mالمثالي   �

A/حلقةُ خارج القسمة   � M .ّحقلٌ تبديلي  

  الإثبات

] كن. وليA مثالي أعظميّ في M لنفترض أولاً أنّ    ]x X= موعة  عنصراً منا
( ) { }/ \ 0A M .كان المثالي  لـمّا x A+ ⋅M  ي يحوM عن  اً ومختلفM ،) ّان ك  وإلا

x ∈ M و( [0]X x ، وجب أن يكون= A A+ ⋅ =Mفي  . فيوجدA  ٌعنصر a 
1mيحُققان  m عنصرٌ  Mيوجد في و  x a+ ]، أو = ] [ ] [1]x a⋅ A/ في = M إذن .

A/العناصر غير المعدومة في  M قلَوبة و/A M .حقل  
A/ وبالعكس، لنفترض أنّ  M حقل، وليكن I مثالياً في A ،يحُقّق  

⊂M I  و  ≠M I  
I\من  xنأخذ حينئذٍ عنصراً  M فيكون ،[ ] [0]x  يحُقق a عنصرٌ  Aفي إذن ، ≠

[ ] [ ] [1]x a⋅ A/في = M فمن جهة أولى،  يكون .x a ∈ I ومن جهة ثانية، يكون ،
(1 )x− ∈ ⊂M I 1. إذن ∈ I َومن ثم ، A = I فالمثالي .M مثالي أعظميّ في 

  �  . Aالحلقة 

)في حلقة تبديلية  P اً مثاليّ  إنّ نقول . تعريف 3-3. ), ,A + إذا وفقط إذا كان  مثالي أوليّ  ،⋅
A ≠ P، وتحقق الشرط  

( ) ( )2( , ) ,x y A x y x y∀ ∈ ⋅ ∈ ⇒ ∈ ∨ ∈P P P  
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)مثاليّاً في حلقة تبديلية  Pليكن  .مبرهنة 4-3. ), ,A +   ، هنالك تكافؤ بين⋅
  .Aمثالي أوليّ في Pالمثالي    �
A/حلقةُ خارج القسمة   � P .تامة  

  الإثبات
  �   الإثبات واضح من التعريف السابق، ونترك التفاصيل تمريناً للقارئ.  
)لتكن  .مبرهنة 5-3. ), ,A +   حلقة تبديلية. ⋅

  مثالي أولي. Aإنّ كل مثالي أعظميّ في  ••••
}حلقة رئيسية، فكل مثالي أوليّ مختلف عن Aإذا كانت ••••   مثالي أعظمي. Aفي 0{
  أوليّ. pAفإن المثالي  Aعنصراً غير خزول في  pحلقة رئيسية، و A إذا كانت •
  الإثبات
A/. إذن الحلقةُ A مثالياً أعظميّاً في M ليكن 	 M  ٌتناداً إلى سوا ؛حقلٌ، فهي حلقة تامة

  .A مثالياً أوليّاً في Mالمبرهنة السابقة يكون المثالي 
} مختلفاً عن Aمثاليّاً أولياً في الحلقة الرئيسية  Pليكن  	 عنصرٌ  A في . يوجد حينئذ0{
p  قيحُقpA=P 0و p≠ . وليكنmA=M مثالياً في A يحوي P إذن .

p mA∈ في ومن ثمَ يوجد A  ٌعنصرa  قيحُقp ma= ∈ P.  

mذا كان فإ  ∈ P أصبح لدينا ،mA⊃ ⊃M Pأو ،=M P.  

aوإذا كان   ∈ P وجدنا b  فيA يحُقّق a pb= ،من ثمَّ  ويكون لدينا

(1 ) 0p mb− 1إذن  ،ة لأا رئيسيةتامّ  A، ولكن الحلقة = mb= ∈ M ،
A ومنه =M. 

  أعظمي. Pالمثالي وهكذا نكون قد أثبتنا أنّ 
xy ، وليكنA عنصراً غير خزول في pليكن  	 pA∈نعرّف . gcd( , )p x z=. 


)إمّا أن يكون    )z U A∈  ومن ثمَّ يكونp وx  ّنهما وين فيما بيأوليp xy  إذن
p y أو y pA∈ . 


p~وإمّا أن يكون   z  َّومن ثم |p x أوx pA∈ فالمثالي .pA .ّأولي  �  
) لتكن .نتيجة مهمّة 6-3. ), ,A + ، حينئذ A عنصراً غير خزول في pحلقة رئيسية، و ليكن  ⋅

A/تكون حلقة خارج القسمة  pA  ًحقلاً تبديليا.  
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]الحلقة الرئيسيّة  Aلتكن  .مثال 7-3. ]Xℝ  ولنتأمّل في[ ]Xℝ  ير الخزولكثير الحدود غ 
2( ) 1P X X= A/. نعلم، بناءً على ما سبق، أنّ الحلقةَ + PA التي نرمز إليها في هذه الحالة ،

[ ] 2/( 1)X X +ℝهي حقلٌ تبديلي. في الحقيقة إنّ التطبيق ،  
[ ] [ ]2: /( 1), iX X a b a bXϕ → + + +ℂ ℝ ֏  

  تقابلٌ، وتشاكلٌ حقليّ.
1فإذا كان  1 1iz a b= 2و + 2 2iz a b=   ، كان، من جهة أولى :ℂمن  +

  
1 2 1 2 1 2

1 1 2 2

1 1 2 2 1 2

( ) [ ( ) ]

[( ) ( )]

[ ] [ ] ( ) ( )

z z a a b b X

a b X a b X

a b X a b X z z

ϕ + = + + +

= + + +

= + + + = ϕ + ϕ

  

  ،ومن جهة ثانية

 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2
1 1 2 2 1 2

1 1 2 2

1 1 2 2 1 2

( ) [ ( ) ]

[( )( ) (1 )]

[( )( )]

[( )] [( )] ( ) ( )

z z a a b b a b b a X

a b X a b X b b X

a b X a b X

a b X a b X z z

ϕ ⋅ = − + +

= + + − +

= + +

= + ⋅ + = ϕ ⋅ ϕ

  

izليكن  a b= )أي  kerϕعنصراً من  + ) 0zϕ لدينا  عندئذ يكون .=
[ ] [ ]0a bX+ 2، وهذا يقتضي أنّ = 1X a يقسم + bX+ . يكونو a bX+   كثير

0aالحدود الصفريّ أي  b= 0zأو =   متباينٌ. ϕ. فالتشاكل =

]عنصراً من  Tوأخيراً ليكن ] 2/( 1)X X +ℝ  عندئذ يوجدT  في[ ]Xℝ يحُقّق 
[ ]T=T كثير الحدودكانت درجة باقي القسمة الإقليدية ل  لـمّا. و T 2 على 1X أصغر أو  +

a ، أمكننا تسمية هذا الباقي1تساوي  bX+ . 2يقسم كثير الحدود عندئذ و 1X كثير   +
)الحدود  )T a bX− ] ، ومن ثمَّ − ] ( )[ ] iT a bX a b= = + = ϕ +T.  فالتطبيق

ϕ  .ٌغامر  
 يُشاكل تقابلياً حقل خارج القسمة ℂبذا نكون قد أثبتنا أنّ حقل الأعداد العقديةّ 

[ ] 2/( 1)X X +ℝ.  
  



 376 الحقول

  

  توسيع الحقل 4.

. نقول في هذه الحالة إنّ L حقلاً يشاكل تقابلياً حقلاً جزئياً من حقل Kليكن  .تعريف 1-4.
L توسيع للحقل K.  

  .ℝ توسيع للحقل ℂو ℚتوسيع للحقل  ℝفمثلاً 

إذا كان العدد و  ،ℚ للحقل اً توسيع K كان  ،0حقلاً عدده المميز Kإذا كان  .مبرهنة 2-4.
p/ للحقل اً توسيع K كان  pهو العدد الأوليّ  Kلحقل المميّز ل p=F ℤ ℤ.  

  الإثبات 
  ، فهذا يعني أنّ التشاكل الحلقي 0هو  K لحقلإذا كان العدد المميز ل    

: , 1n nϕ → ⋅ KKℤ ֏  
حقل  K، إذن يحوي الحقل ℤ تشاكل تقابلياً  K حلقة جزئية من Imϕمتباين، ومن ثمَ فإنّ 

  .ℚ توسيع للحقل K. فالحقل ℚ وهو يشاكل تقابلياً  Imϕ للحلقةوافق الكسور الم
نواة التشاكل  pℤكانت ،  pهو العدد الأولي  K لحقلإذا كان العدد المميز لو   

: , 1n nϕ → ⋅ KKℤ    كانو  ֏
: , [ ] 1p n nϕ → ⋅ KF Kɶ ֏  

  �  .pF وهو يشاكل تقابلياً  Kحقلاً جزئياً من  Imϕتشاكلاً حلقياً متبايناً، بذا يكون 

سنحتاج في التعريف اللاحق إلى بعض الخواص البسيطة للفضاءات الشعاعيّة التي يمكن  .رةتذكِ  3-4.
  للقارئ أن يقبلها، علماً أننا سنعود إليها بتفصيل كامل أثناء دراستنا للجبر الخطيّ.

منتهي البعد إذا وجدت فيه جملة منتهية  E. يكون K فضاءً شعاعياً على حقل E ليكن
عبارة خطية في عناصرها، وفي مثل هذه الحالة توجد في ببالتعبير عن أي شعاع منه  فيدمن الأشعة ت

)1جملة  E الفضاء , , )nv v… تكون أساساً للفضاء E  أي يمكن كتابة كل عنصرx  منE 
1 بطريقة وحيدة عبارة خطية 1 n nx x v x v= + . ونبرهن K نم nxو …و 1xحيث  ⋯+

هو  E لفضاءفعدد عناصر كل أساس ل nأساس عدد عناصره  E جِدَ في فضاء شعاعيأنه إذا وُ 
dimE ، ونكتبE ، نسمّي هذا العددَ بعُدَ الفضاء الشعاعيnأيضاً  n=  وفي هذه الحالة

nو Eيوجد تشاكل تقابلي بين الفضاءين الشعاعيين 
K.  
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فضاءً شعاعياً على  L كننا في هذه الحالة اعتبار. يمK توسيعاً  للحقل Lليكن  .تعريف 4-4.
توسيع  L ، قلنا إنّ K على nفضاءً شعاعياً منتهي البعد وبعده  L . فإذا كانK الحقل

] وكتبنا، K للحقل n ةبسيط من الدرج : ] n=L K.  

، إذ نعلم أنّ ℝ لحقلتوسيع بسيط من الدرجة الثانية ل ℂفمثلاً حقل الأعداد العقدية 
( )1, i  أساس للفضاء الشعاعيℂ على ℝ في حين أنّ الحقل .ℝ  ليس توسيعاً بسيطاً لحقل

  .ℚعاديةّ الأعداد ال

بقية هذا البحث بعض الرموز المتعارفة والتي سنذكرها فيما يلي تثبيتاً  سنعتمد في .ملاحظة 5-4.
  للأفكار :

)إذا كان  ���� ), ,+ ⋅K حقلاً فإننا نرمز بالرمز∗
K إلى الزمرة الضربيّة ( )\{0}, ⋅K.  

]من  Pأياً كان كثير الحدود ���� ]XK  فإننا نرمز إلى المثالي الرئيسي الذي يولدهP  بالرمز
( )P  أي[ ] [ ]{ }( ) :P P X P Q Q X= ⋅ = ⋅ ∈K K.  

]في  P أياً كان كثير الحدود المعطى ���� ]XK وأياً كان ،A  من[ ]XK َفإننا نسمّي العنصر ،
]من  ]/( )X PK  ُالذي يقبلA  تكافؤ ممثلاً له، صفA بالقياس P ز إليه بالرمزونرم 
[ ]A َونصطلح أن نكتب .c  عوضاً عن[ ]c أياً كان العنصر c  منK.  

  الحقول المنتهية 5.

ه الفقرة بالحقول المنتهية، أي الحقول التي عدد عناصرها منته. لا نشير عادة عند سنهتم في هذ  
همة التالية التي نذكرها دون المبرهنة الم بسببذلك و حديثنا عن حقول منتهية إلى مسألة كوا تبديلية، 

  إثبات، لخروج الإثبات عن إطار هذا الكتاب.

  إنّ كلّ حقلٍ منته تبديليWedderburn. . - ودربرن مبرهنة 1-5.

  .حقل تبديليّ في تلُقي المبرهنة التالية ضوءاً على بنية الزمر الجزئية المنتهية من الزمرة الضربيّة 
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) زمرة جزئية منتهية من Gحقلاً تبديلياً، ولتكن Kليكن  .مبرهنة 2-5. ),∗ ⋅K حينئذ تكون .
  زمرة دوّارة. Gالزمرة 

  الإثبات

 أي( y رتبة mو xرتبة  nوكانت  G عنصرين من yو xلنلاحظ أولاً أنهّ إذا كان  	
( )O x n= و( ( )O y m=  حيثgcd( , ) 1n m   .nmتساوي xyة فإنّ رتب =

1في الحقيقة، إذا كان  p≤ و( ) 1px y 〉y من الزمرة اً عنصر  px كان  = المولّدة  〈
) إذن mوالتي رتبتها  yبالعنصر  ) 1pm p mx x=  لأنّ ( pmالعددَ  nومن ثمَ يقسم  ،=

( ( )O x n= ّولكن . n وm  أولياّن فيما بينهما إذن يقسمn  َالعدد pونبرهن بأسلوب . 
مضاعف  pأوليّان فيما بينهما، أنّ  mو n ، لأنّ اً ددّ نستنتج مج. و p يقسم m مماثل أنّ العددَ 

  . وبالعكس، من الواضح أنّ nmلعدد ل
 ( ) ( ) ( ) 1nm n m m nx y x y= ⋅ =  

) وهذا يثبت أنّ  )O x y nm=.  
} لنعرّف 	 }max ( ) :r O x x G= نّ العددَ ∋ )card يقسم r. سنثبتُ أ )G  ّوأن

  .r تقسم Gرتبة كل عنصر من 
)0 يحُقّق Gمن  0x، عنصر rفي الحقيقة، يوجد، بمقتضى تعريف )r O x=  ولكن

0x〈 )card يقسم r. إذن G فعدد عناصرها يقسم عدد عناصر Gزمرة جزئية من  〈 )G.  
) ولنضع ،Gمن  yمن ناحية أخرى، ليكن  )O y q= إذا كان .q  لا يقسمr يمكننا ،

، من جهة يحُقّق pاً أوليّ  دداً ع )إلى عوامله الأولية qو rبتفريق كل من (أن نجد 
rأولى، p rα )gcdو =′ , ) 1p r ′ qومن جهة ثانية، ، = p qβ )gcdمع  =′ , ) 1p q ′ = 

0βو α> 0. إنّ رتبة ≤
pa x
α

r هي = qbورتبة  ،′ y واستناداً إلى الملاحظة  pβهي  =′
)التي بدأنا منها يكون  )O ab p r rβ ′=   .r وهذا يناقض تعريف، <

} نستنتج مما سبق أنّ  	 }: 1 0rG x x⊂ ∈ − =K 1 لكن كثير الحدود، وrX − 
)card حقل تبديليّ، ومن ثمَ  Kلأنّ  Kجذراً في  rيقبل على الأكثر  )G r≤ ينجم عن .

)cardذلك أنّ  )G r=  وأنّ الزمرةG  0زمرة دوّارة، لأن العنصرx .يولّدها  � 
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∗الزمرة  كانتحقلاً منتهياً   Kإذا كان  .نتيجة 3-5.
K .زمرة دوّارة  

عدد عناصر حقل منته، فمثلاً لا توجد حقول منتهية  عنتعطينا المبرهنة التالية معلومة مهمّة 
  .15أو  12عدد عناصرها 

يحُقّق  ℕ∗في  n ، ويوجدpحقلاً منتهياً فإنّ عدده المميّز عدد أوليّ  Kإذا كان  .مبرهنة 4-5.
( )card np=K.  

  الإثبات
وهذا يناقض كونه  ℚ لحقلتوسيعاً ل Kصفراً لكان  K لحقلالعدد المميّز للو كان   

حقل كما نعلم. ولقد رأينا  Kعدد أولي لأنّ  p. إنّ Kلحقل العددَ المميّز ل pمنتهياً. ليكن إذن 
منته. ليكن  K، وهذا التوسيع بسيط لأن عدد عناصر pFتوسيع للحقل  Kأنّ  4-2. في المبرهنة

dimإذن  [ : ]
p pn = =F K K Fفيكون الفضاء الشعاعي . K  علىpF  ًمُشاكِلاً تقابليا

nللفضاء الشعاعيّ 
pF على الحقل نفسه، ومنه  

  ( ) ( )card card n n
p p= =K F  �  

توسيع وذلك بإجراء  2Fل قانطلاقاً من الح 4سننشئ حقلاً منتهياً عدد عناصره  .مثال 5-5.
  بسيط لهذا الأخير. نلاحظ أنّ 

( )2, 1 0x x x∀ ∈ + =F  
2ومن ثمَ فإنّ كثير الحدود  1P X X= + ]2زول في غير خ + ]XF والمثالي  

{ }2 2( ) [ ] : [ ]P P X P Q Q X= ⋅ = ⋅ ∈F F  
]2 مثاليّ أعظميّ في ]XF  ومن ثمَ تكون حلقة خارج القسمة ، 3-5.بمقتضى المبرهنة

2[ ]/( )X P=K F  3-2.حقلاً وذلك استناداً إلى المبرهنة  
] إلى العنصر j. نرمز بالرمز K لنأتِ إلى وصف الحقل ]X  منK  أي إلى صف تكافؤ

)ؤ المعرفّة بالمثاليّ بالقياس لعلاقة التكاف Xالعنصر  )Pأو ببساطة بالقياس ، P ليكن ،A   كثير
]2حدودٍ ما من  ]XFكثير الحدود، لا تزيد درجة باقي القسمة الإقليدية ل A  علىP  1على 

) لذلك نجد عنصراً وحيداً  , , )Q a b  2من 2 2[ ]X × ×F F F ،يحُقّق   

A Q P a X b= ⋅ + +  
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  بطريقة وحيدة بالشكل  Pبالقياس  Aومن ثمَ يكتب صف تكافؤ 
[ ] [ ][ ] [ ]A a X b a j b= + = +  

) حيث , )a b  2من 2×F F .واتفقنا أن نكتب c  عوضاً عن[ ]c عندما يكونc  2منF .
  نستنتج إذن أنّ 

{ }0,1, ,1j j= +K  
 معطاة بالجدولين K، ونتحقق بسهولة أنّ قوانين الجمع والضرب في 4هو  Kفعدد عناصر الحقل 

  :الآتيين
0 1 1 0 1 1

0 0 0 0 00 0 1 1

1 0 1 11 1 0 1

0 1 11 0 1

1 0 1 11 1 1 0

j j j j

j j

j jj j

j j jj j j

j j jj j j

+ + × +

+

++

++

+ ++ +

  

  فمثلاً 
2( 1)( 1) [1 ][1 ] [1 2 ]

[ ] [ ]

j j X X X X

X P X j

+ + = + + = + +

= + = =
  

كثير الحدود غير الخزول   عمالوذلك باست 8نترك للقارئ مهمة إنشاء حقل عدد عناصره و 
3 2 1P X X= + ]2 من + ]XF.  

  نجد في المبرهنة التالية تعميماً للمثال السابق.
في  dمن الدرجة  Aعدداً أولياً، وليكن كثير الحدود غير الخزول   pليكن .مبرهنة 6-5.

[ ]p XF إنّ الحقل .[ ]/( )p X A=K F اصرهحقل منته عدد عن dp.  

  الإثبات 
]أي  A بالقياس X إلى صفّ تكافؤ α لنرمز بالرمز ]X α= سنثبتُ أنّ التطبيق .

  تقابلٌ  هو التالي
1

0 1 1
0

: , ( , , , )
d

k
p p d k

kd

x x x x α

−

−
=

Φ × × → ∑F F K⋯ … ֏
������������
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0 لنفترض أنّ  .التباين 	 1 0 1( , , ) ( , , )d dx x y y− −Φ = Φ…   . ولنعرّف كثير الحدود…
1

0

( ) [ ]
d

k
k k p

k

G x y X X

−

=

= − ∈∑ F  

]إنّ  ] 0G = K  ّ0لأن 1 0 1( , , ) ( , , )d dx x y y− −Φ = Φ… )وهذا يعني أنّ  … )G A∈  أو
0G أنّ  وهذا يقتضي Gيقسم  Aأنّ  deg لأنّ  = degG A<ولكن .  

0 1 0 1( , , ) ( , , ) 0d dx x y y G− −= ⇔ =… …  
  متباين. Φنستنتج أنّ 

] ليكن .الغمر 	 ]P  منK كثير الحدودباقي القسمة الإقليدية ل. إنّ درجة P  علىA 
degdأصغر تماماً من  A= ومن ثمَ يوجد ،Q  في[ ]p XF،  0ويوجد 1( , , )dx x في  …−

( )dpF  قانيحُق  
1

0

d
k

k

k

P A Q x X

−

=

= ⋅ + ∑  

وجدنا أنّ  A بالقياس Pفإذا أخذنا صف تكافؤ 
1

0

[ ] Im
d

k
k

k

P x α

−

=

= ∈ Φ∑ ونستنتج من ،

  غامر. Φثمَ أنّ 
)ينجم عن ذلك أنّ  ) ( )card card d d

p p= =K F.  �  
همّاً في دراسة الحقول مدوراً  تؤدّينلاحظ من هذه المبرهنة أنّ كثيرات الحدود غير الخزولة 

  المنتهية، وسيزداد وضوح هذا الأمر لاحقاً.
  . حينئذ يكونp حقلاً منتهياً عدده المميز Kليكن  .مبرهنة 7-5.

( )[ ], , , ( ) ( )
n

n pp
pR X n x R x R x∀ ∈ ∀ ∈ ∀ ∈ =F Kℕ  

  الإثبات 
k يقسم p عدداً أولياً فإنّ  pلنلاحظ أولاً أنه إذا كان 

pC وذلك أياً كان k  1منp−ℕ .
  لأن 

( 1) ( 1)

!
k
p

p p p k
C

k

− − +
=

⋯  

  يقسم بسط الكسر السابق ولا يقسم مقامه. إذن pو
1, 0 modk

p pk C p−∀ ∈ =ℕ  
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  ينجم عن ذلك واستناداً إلى دستور ثنائي الحد أنّ 
1

1

( , ) , ( )
p

p p p k k p k p p
p

k

x y x y x y C x y x y

−
−

=

∀ ∈ + = + + = +∑K  

  ، أنّ nى نستنتج من ذلك، بالتدريج عل
2, ( , ) , ( )

n n np p pn x y x y x y∀ ∈ ∀ ∈ + = +Kℕ  
  ، أنّ ℓ ومن ثمَ نستنتج، أيضاً بالتدريج ولكن على المتحول

1 1 1, ( , , ) , ( )
n nn p ppn x x x x x x∀ ∈ ∀ ∈ + + = + +K

ℓ
ℓ ℓ ℓℕ … ⋯ ⋯  

pمن ناحية أخرى، إنّ عدد عناصر 
∗
F  1هوp ,1 ومنه − 1p

pa a∗ −∀ ∈ =F نستنتج إذن .
paيكن  pFمن  aأنهّ مهما تكن  a= ،بالتدريج على. ومن ثمَّ نجد n :  

,
np

pa a a∀ ∈ =F  

فإذا كان 
1

d
k

k

k

R a X
=

= ]عنصراً من  ∑ ]p XF أياً كان ،أمكننا أن نكتب x  منK وn  من

ℕ ،:ما يلي  

( )
0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )

n

n
n n n n

p
d d d

p k p k p p k p
k k k

k k k

R x a x a x a x R x
= = =

  = = = =   
∑ ∑ ∑  

  �  إثباته.وهو المطلوب 

 في dمن الدرجة  Qعدداً أولياً. وليكن كثير الحدود غير الخزول  pليكن  .مبرهنة 8-5.
[ ]p XF :عندئذ يكون لدينا التكافؤ التالي .| | ( )

npd n Q X X⇔ وذلك أياً   −
  .ℕ∗من  n كان

  الإثبات 
] غير خزول فإنّ عدد عناصر الحقل Qكان   لـمّا   ]/( )p X Q=K F   يساويdp  ورتبة
∗الزمرة 

K 1 هيdp ,1 يكون لدينا إذن، − 1
dpx x∗ −∀ ∈ =K ، أنّ  من ذلك نستنتجو

,
dpx x x∀ ∈ =K وينجم عن ذلك بالتدريج على ،k  ّأن  

  , ,
dkpk x x x∀ ∈ ∀ ∈ =Kℕ  ( )∗  

  لنثبت الآن التكافؤ المطلوب.
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( nيحُقّق  k، يوجد nيقسم  dكان   لـمّا ⇒( d k=  وبناءً على(  يكون  ∗(

,
npx x x∀ ∈ =K  

npG وإذا عرفّنا كثير الحدود    X X= ]من  − ]p XF  كان صف تكافؤ G  بالقياس
Q  عنصراً منK ويحقق استناداً إلى ما سبق [ ] ([ ]) [ ] 0

npG X X= − . وبذا =
)يكون  )G Q∈ أو Q يقسم G.  

( ]إلى العنصر  α الرمزلنرمز ب⇐( ]X  منK إذن ،( ) 0Q α كثير الحدود يقسم   Q ، ولأن=
npX X−  ّفإن npα α= ليكن .y  منK يوجد ،R  في[ ]p XF يحُقّق 

[ ]y R= )  ّأي إنy هو صف تكافؤ R بالقياس (Qومنه ، ( )R yα . وينتج =
  أنّ  5-7.بمقتضى المبرهنة 

( ( )) ( ) ( )
n n np p py R R R yα α α= = = =  

,1نكون قد أثبتنا أنّ  1
npy y∗ −∀ ∈ =Kولكن .∗

K 1 زمرة دوّارة رتبتهاdp − 
∗في  0yفيوجد عنصر 

K  1رتبتهdp 1، ومن ثمَ تقتضي العلاقةُ −
0 1
npy − أنّ  =

1dp 1np يقسم − )نجد  dعلى  n لعدد. بإجراء قسمة إقليدية ل− , )q r يحُقّق 
n qd r= 0dو + r>   . ولكن ≤

1

0

1 ( 1) 1

( 1) 1

n r qd r

q
r d dk r

k

p p p p

p p p p

−

=

− = − + −

  = ⋅ − ⋅ + −   
∑

  

1dp ومنه 1rpيقسم  − 1، و− 1d rp p− > 0إذن  − 1rp= ومن ثمَ  −
0r nو = qd=.وهذا ما يثبت المطلوب .  �  

nنرمز بالرمز . ℕ∗من n ولتكن ،عدداً أولياً  p ليكن .مبرهنة 9-5.
pK  إلى مجموعة كثيرات

] في nالحدود الواحديةّ وغير الخزولة من الدرجة  ]p XF فيكون .  
( )

|

n

d
p

p

d n Q K

X X Q
∈

− = ∏ ∏  

npXأي إنّ  X−  هو جداء ضرب جميع كثيرات الحدود الواحدية وغير الخزولة من درجة
  .n تقسم
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  الإثبات 
npXنلاحظ أولاً أنّ كثير الحدود    X−  من[ ]p XF  لا يقبل قاسماً على شكل مربعّ كثير

2nPXه إذا كان ، وذلك لأنّ 1حدود درجته أكبر أو تساوي  X Q R−   بالاشتقاق أنّ  وجدنا =
( ) 12 1 1

nn pQ R QR Q p X −′ ′+ = − = −  
. ينتج مماّ سبق أنّ تفريق 1 كون درجته تزيد علىوهذا يناقض   −1يقسم  Qفكثير الحدود 

npX X−  ات حدود واحدية غير خزولة يكتب كما يلي إلى جداء كثير  

1

n
k

p
i

i

X X Q
=

− = ∏  

,1و ,kQ Q…  كثيرات حدود واحدية غير خزولة ومختلفة مثنى مثنى. وينتمي ك ل ) iQعملاً بالمبرهنة 
dإلى إحدى اموعات  9-5.)

pK وd لعدد قاسم لn .إذن  

1

n
k

p
i

i

X X Q
=

− =   يقسم   ∏
|

( )
d
pd n Q K

Q
∈

∏ ∏  

dمن  Q،  يقسمُ كلn  لعددل dوبالعكس، أياً كان القاسم 
pK   كثيرَ الحدودnpX X− 

ولكن عناصر 
|

d
p

d n

K∪  ُأوليّة فيما بينها مثنى مثنى، إذن يقسم الجداء
|

( )
d
pd n Q K

Q
∈

∏ كثيرَ    ∏

npXالحدود X− نستنتج  أنّ . و  

|

( )n

d
p

p

d n Q K

X X Q
∈

− = ∏ ∏  

  �  لأنّ الطرفين واحديان.

nنذكر بأنّ . ℕ∗من  nعدداً أولياً ولتكن pليكن . نتيجة 10-5.
pK موعة كثيرات هي مج

]في  nالحدود الواحديةّ وغير الخزولة من الدرجة  ]p XF ، نرمز إلى( )card n
pK  بالرمز

n
pIفيكون . 

|

n d
p

d n

p dI= ∑.  

  الإثبات
 ين في طرفي العلاقةمُسيطر ـتكفي مقارنة الحدين ال

|

( )n

d
p

p

d n Q K

X X Q
∈

− = ∏ ∏.  �  
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2pلنفترض أنّ  .مثال 11-5. 4,3,2,1 ، ولنكتب العلاقات السابقة حين يكون= n= .
  فنجد

1 1
2

2 2 1
2 2

3 3 1
2 2

4 4 2 1
2 2 2

2

2 2

2 3

2 4 2

I

I I

I I

I I I

=

= +

= +

= + +

  

  ومن ثمَ فإنّ 
1
2 2I 2 و  =

2 1I 3 و  =
2 2I 4 و  =

2 3I =  
  ونترك القارئ يتحقق أنّ 

{ }

{ }

{ }

{ }

1
2

2 2
2

3 3 3 2
2

4 4 4 3 4 3 2
2

, 1 ,

1 ,

1, 1 ,

1, 1, 1 .

K X X

K X X

K X X X X

K X X X X X X X X

= +

= + +

= + + + +

= + + + + + + + +

  

]، يوجد في ℕ∗من  n عدداً أولياً. عندئذ مهما تكن pليكن . مبرهنة 12-5. ]p XF   ُكثير 
  .n حدودٍ غير خزول من الدرجة

  الإثبات 
والرموز الواردة فيها. ينتج من العلاقة  5-10. النتيجة فيد مننست  

|

n d
p

d n

p dI= أنّ  ∑

n n
pn I p≤ وذلك أياً كان n َومن ثم .  

| ,

1

1

( 2) 11
0

1 1

n n d
p p

d n d n

n nn
n d n

d

nI p dI

p pp
p p p

p p

≠

−

=

= −

− +−
≥ − = − = >

− −

∑

∑
  

0نستنتج أنّ  n
pI<  1يكون  صحيحٌ  عددٌ  لأنهّ ،ثمَ ومن n

pI≤ أي n
pK ≠ ∅.  �  
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 nعدد أوليّ و pو np=ℓإذا وفقط إذا كان  ℓيوجد حقل منته عدد عناصره  .نتيجة 13-5.
  .ℕ∗من 

  الإثبات 
عدداً من  nعدداً أولياًّ وكان  pوبالعكس، إذا كان  5-4.لزوم الشرط في المبرهنة  لقد أثبتنا  

∗ℕفي  ، نختار[ ]p XF   ٍكثير حدودٍ غير خزول P  من الدرجةn وهو موجود بمقتضى المبرهنة ،
]فيكون  12-5. ]/( )p X P=K F حقلاً عدد عناصرهnp.  �  

] غير خزول في اً حدودٍ واحديّ  كثيرَ   Aلياً، ودداً أوّ ع p ليكن .مبرهنة 14-5. ]p XF ن الدرجةم 
n إذا كان .K  حقلاً منتهياً عدد عناصرهnp بين  يّ فيوجد تشاكل تقابليّ حقلK 
]و ]/( )p X A=K F.  
  الإثبات 
عددٌ أوليّ يقسم  K لحقل. لأن العدد المميّز لp هو K لحقللنلاحظ أنّ العدد المميز ل  

)عدد عناصر الزمرة  ),+K الذي يساويnpفالحقل . K هو إذن توسيع للحقل pF  ويمكننا
)كانت رتبة الزمرة   لـمّا. و K اعتبار هذا الأخير حقلاً جزئياً من ),∗ ⋅K  1هيnp   كان  −

1, 1
npx x∗ −∀ ∈ =K  

, ومنه نستنتج أنّ 
npx x x∀ ∈ =K ينجم عن ذلك أنّ عناصر .K   هي جذور لكثير الحدود

npX X− ودرجة هذا الأخير تساوي ( )card K إذن جذور .npX X−   ًهي تماما
). أي K عناصر )

npX X X
α

α
∈

− = −∏
K

npXيقسم  A ، ولكن X−  إذن يوجد

α  ينتمي إلىK  ويحُقّق( ) 0A α =.  

}لنضع    }[ ] : ( ) 0pQ X Q α= ∈ =I F ّإن ، I  مثاليّ من[ ]p XF  مختلف عن
[ ]p XF ) ّ1) لأن ∉ I  ُإنهّ يحتوي على المثالي الأعظمي ثم ( )A )  لأنA  إذن )غير خزول 
( )A=I. ومنه  

  [ ], ( ) 0 ( )pQ X Q Q Aα∀ ∈ = ⇒ ∈F  ( )∗  
]التالي :لنعرّف إذن التطبيق  ]: /( ) , [ ] ( )p X A Q Q αΦ →F K ֏  
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]لأنه إذا كان ، ذا التعريف جيد هإنّ  ] [ ]Q Q Q يقسم A كثير الحدود  أنّ  عنى هذا ،=′ Q ′− 
)من ثمَ كان و  ) ( )Q Qα α′= ّونتحقق بسهولة أن .  

([ ] [ ]) ([ ]) ([ ])Q P Q PΦ + = Φ + Φ 

 ([ ] [ ]) ([ ]) ([ ])Q P Q PΦ ⋅ = Φ ⋅ Φ  
]أياً كان  ]Q و[ ]P  من[ ]/( )p X AF فالتطبيق ،Φ .ّتشاكل حقلي  

)متباين لأنه إذا كان  Φ إنّ التطبيق ) 0Q α ]كان   = ] 0Q ) الخاصّةعملاً ب =  ومنه ∗(
ker {0}Φ ]من ناحية أخرى  .= ]( ) ( )card /( ) card n

p X A p= =F K . َومن ثم
  �  تقابلاً وهذا يثبت المطلوب. Φلا بدّ أن يكون 

يوجد حقل منته وحيدٌ عدد . ℕ∗من n عدداً أولياً ولتكن pليكن  .جة وتعريفنتي 15-5.
)أو npFنرمز إليه عادة بالرمز  npعناصره  )nGF p.  

فيوجد  npحقلين منتهيين عدد عناصر كل منهما  K′و Kنقصد بالوحدانية أنه إذا كان 
  تشاكل تقابلي حقليّ بينهما.

  

التي  ،قول المنتهيةنأمل في اية هذا الفصل أن نكون قد قدّمنا إلى القارئ نظرية الحقول والح
لتطبيقاا الواسعة في مجالات  ،خمسين عاماً  نحوحظيت باهتمام كبير من قبل الباحثين التطبيقيين منذ 
  عديدة كنظرية ترميز المعلومات وفي الدارات المنطقية.

 

g  



 388 الحقول

  

  اتـمرينت
Jحلّل إلى عناصر بسيطة في 1. التمرين ( )Xℂ   ًّفي حالة من الكسور العادية الآتية كلا n وm 

  عددان طبيعيّان موجبان تماماً.

2 2 2 3

2

2 7 7

1 1 1
, , ,

( ) ( )( 1) ( 2) ( 3)

1 1
, , .

( 1)( 2) ( )( 1) ( 1) 1

n m

n

n

X a X bX X X

X

X X X nX X X

− −− − −

− − −+ + − −⋯

  

  الحـل

حالة الكسر  �
2 2

1
( )

( 1)
F X

X
=

−
كان   لـمّا. 

2

1 1 1 1

2 1 11 X XX

 = −   − + −
 

  استنتجنا أنّ 

2 2 2 2 2

1 1 1 1
4 4 4 4

2 2

1 1 1 2 1

4( 1) ( 1) 1 ( 1)

1 1( 1) ( 1)

X X X X

X XX X

  = − +  −  − − + 

= − + +
− +− +

  

حالة الكسر  �
2 3

1
( )

( 2) ( 3)
F X

X X
=

− −
بالشكل  F. في الحقيقة، يُكتب 

2 3F F+  2وقد رمزنا بالرمزF  3وبالرمز  2قطب القطبي الموافق لل ءإلى الجزF  إلى الجزء القطبي
  .3 قطبالموافق لل
3Yنجُري تغيير المتحوّل  3Fلحساب  	 X=   فيكون لدينا  −

3 2

1
( )

(1 )
F X

Y Y
=

+
  

1بالاستفادة من العلاقة ولكن،  1 Y Y= +   يمكننا أنّ نكتب −

3 2 3 2 2

1 1
( )

(1 ) (1 ) (1 )

1
F X

Y Y Y Y Y

Y Y

Y
= = −

+ + +

+ −  

  ونتابع بالأسلوب ذاته.
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3 2 2

3 2 2

3 2 2

3 2 2

3 2 2

3 2 2

( )
(1 ) (1 )

1 2 1

(1 ) (1 )
1 2( )

(1 ) (1 )
1 2 3 1

(1 ) (1 )
1 2 3( ) 1

(1 ) (1 )
1 2 3 3 1

1 (1

1 1

1 1

)

1

F X
Y Y Y Y

Y Y Y Y Y

Y Y Y Y Y

Y YY Y Y

Y YY Y Y

Y YY Y Y

Y Y Y Y

Y Y Y Y

Y Y

= −
+ +

= − +
+ +

= − +
+ +

= − + −
+ +

= − + −
+ +

= − + −

+ − + −

+ −

−

−

+

+ +

−

+

  

  ومنه

3 2 2

1 2 3 3 1
( )

3 2( 3) ( 3) ( 2)
F X

X XX X X
= − + − −

− −− − −
  

,حالة الكسر  �

1
( )

( ) ( )
n m n m

F X
X a X b

=
− −

هذا تعميم للحالة السابقة، نفترض أنّ  .

a b≠  ّكانت المسألة تافهة. نجري تغيير المتحوّل   وإلاX a
Y

b a

−
=

−
  فيكون لدينا  

, ,

1 1 ( 1)
( ) ( )

( ) ( 1) ( )

m

n m n mn m n m n m
F X G Y

b a Y Y b a+ +

−
= ⋅ = ⋅

− − −
  

,وقد عرفّنا 

1
( )

(1 )
n m n m

G Y
Y Y

=
−

  . وهنا نلاحظ أنّ 

2 1

0

1

1 1

n m n m
k

k

Y
Y

Y Y

+ − + −

=

− =
− −

∑  

1mوباشتقاق طرفي هذه العلاقة  )مرةّ ثمُّ القسمة على  − 1)!m   نجد −
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( 1 )2 1
1 1 1 ( )

1
1 0

( 1 )1
1 1

0

1 1 1
( )

( 1)! 1(1 )

1

( 1 )! 1

m kn m m
m k m k n m k
k mm

k m k
m km k

n mn m k

k

C Y C Y
m YY

C
Y Y

m k Y

− −+ − −
− − + + −

−
= − =

− −−
+ − − −

=

 − =  − − −

 =  − − − 

∑ ∑

∑

  . ومنهفي مشتق الجداء لايبنتزاستفدنا من علاقة وقد 
( )1

11
1

1 0

1 1

! 1(1 )

pn m n p
n mm n k n p

n m km
k p

C
C Y Y Y

p YY

− +
+ −− −

+ − −
= =

 − = ⋅   − −
∑ ∑  

  ومن ثمَّ فإنّ الكسر
1

1
, ,

1

( ) ( )
n m

n m k
n m n m k

k

C
H Y G Y

Y

−
+ − −

=

= −∑  

  مُكافئةـيُكتب بالصيغة ال
( )1

1
,

0

1
( )

! 1

pm n p
n m p

n m
p

C
H Y Y

p Y

− +
+ −

=

 =   − 
∑  

,في  0وهو إذن لا يقبل الصفر قطباً. والجزء القطبي الموافق للقطب  ( )n mG Y  هو
1

1

1

n m
n m k

k
k

C

Y

−
+ − −

=
,وبملاحظة أنّ  .∑ ,( ) (1 )n m m nG Y G Y= نستنتج أنّ الجزء القطبي  −

,في  1الموافق للقطب  ( )n mG Y  هو
1

1

1 (1 )

m n
n m k

k
k

C

Y

−
+ − −

= −
  وهكذا نستنتج أنّ . ∑

1 1
1 1

,
1 1

1
( )

(1 ) (1 )

n mm n
n m k n m k

n m n m k k
k k

C C
G Y

Y Y Y Y

− −
+ − − + − −

= =

= = +
− −

∑ ∑  

n,وبالعودة إلى  mF أنّ  دنج  
( ) ( )
, ,

1 1

( , ) ( , )1

( ) ( ) ( ) ( )

k kn m
n m m n

n m k k
k k

A a b A b a

X a X b X a X b= =

= +
− − − −

∑ ∑  

)وقد عرفّنا  ) 1
, 1( , ) ( 1) ( )k m m k n m

n m n m kA a b C b a− − −
+ − −= − ولعلّ أجمل هذه الصيغ هي  .−

  التالية :

1 1
1 1

1 1

( )

( ) ( )

k kn mn m
m n
n m k n m kn m

k k

b a b a a b
C C

X a X bX a b X

+
− −
+ − − + − −

= =

   − − −  = +     − −   − −
∑ ∑  
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حالة الكسر  
2

2
( )

( 1)

n

n n

X
F X

X
=

+
  نلاحظ هنا أنّ  .

2

2 2 2
1

1 1
( ) 1 1 ( 1)

( 1) 1 ( 1)

n nn
m m

n nn m
m

X
F X C

X X X=

 = = − = + −  + + +
∑  

  يمكننا أن نكتب �ولكن استناداً إلى 
( ) ( )
, ,

2
1 1

(i, i) ( i, i)1 1

( 1) ( i) ( i) ( i) ( i)

k km m
m m m m

m m m k k
k k

A A

X X X X X= =

− −
= = +

+ − + − +
∑ ∑  

  حيث
( ) 2 1
, 2 1(i, i) 2 ( i)k k m k m

m m m kA C− −
− −− = )  و  − ) 2 1

, 2 1( i, i) 2 ik k m k m
m m m kA C− −

− −− =  
  ومنه

2 1
2 12

1

1 ( 1) 1
2 i

( 1) ( i) ( i)

m k
k m k m

m km k k
k

C
X X X

− −
− −

=

 −  = +  + − + 
∑  

  نجد nFوبالعودة إلى 

2 1
2 1

1 1

( 1) 1
( ) 1 ( 1) 2 i

( i) ( i)

n m k
m m k m k m

n n m k k k
m k

F X C C
X X

− −
− −

= =

  −    = + − +     − +  
∑ ∑  

  أو

2 1
2 1

1

2 1
2 1

1

( ) ( )

( 1) 1
( ) 1 ( 1) 2 i

( i) ( i)

( 1) 1
1 ( 1) 2 i

( i) ( i)

1
( i) ( i)

k
m k m k m m

n n m k k k
k m n

n n k
m k m k m m

n m k k k
k m k

n n
k k

k k

F X C C
X X

C C
X X

X X

λ λ

− −
− −

≤ ≤ ≤

− −
− −

= =

  −   = + − +      − +  
  −  = + − +     − +  

= + + − +

∑

∑ ∑

1

n

k=


∑

  

  يثح

( ) 2 1
2 1(2 i) ( 1) 2

n
n k m m m m
k n m k

m k

C Cλ − −
− −

=

= −∑  

1في حالة  k n≤ ≤ .  
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1 حالة الكسر �
( )

( 1)( 2) ( )nF X
X X X n

=
− − −⋯

الأقطاب بسيطة،  . نلاحظ أنّ 

  ومن ثمَّ 

1

( )
n

k
n

k

a
F X

X k=

=
−

∑  

  حيث
1 ( 1)

( 1)( 2) 1( 1)( 2) ( ) !( )!

n k

k

k
a

k k k n k n k

−−
= =

− − − − − −⋯ ⋯
  

  إذن

1

( 1)1
( )

!

n k k
n

n
k

k C
F X

n X k=

−
=

−
∑  

 حالة الكسر �
7 7

1
( )

( 1) 1
F X

X X
=

+ − −
نبحث أوّلاً عن أقطاب هذا الكسر. أي . 

7عن جذور كثير الحدود  7( ) ( 1) 1Q X X X= + −   . نلاحظ أوّلاً أنّ −
( ) ( )

( )( )
( )

6 6

6 6 6 6

6 6 6

gcd , gcd ,( 1)

gcd ( 1) ( 1) ,( 1)

gcd 1,( 1)

Q Q Q X X

Q X X X X X

X X X

′ = + −

= − + + − + −

= − + −

  

  ولكن
6 2 2 2

6 6 2 2

1 ( 1)( 1)( 1)

( 1) (2 1)( 1)(3 3 1)

X X X X X X

X X X X X X X

− = − + + − +

+ − = + + + + +
  

  إذن

( ) 2gcd ( ), ( ) 1Q X Q X X X′ = + +  

)كل من و  )2 i
3

j exp π= 2وj  جذرٌ مُضاعفٌ لكثير الحدود( )Q X عددينيقبل وضوحاً ال وهو 
)في  6Xجذوراً. ولأنّ أمثال  −1و 0 )Q X  استنتجنا أنّ  7هي  

2 2 2( ) 7 ( 1)( j) ( j )Q X X X X X= + − −  
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  ومنه

2 2 2 2
( )

1 j ( j) j ( j )

a b
F X

X X X X X X

α β γ δ
= + + + + +

+ − − − −
  

)ولكن  ) ( )F X F X=  ّلأن( )F X  ينتمي إلى( )Xℝ  إذن  

2 2 2 2
( )

1 j ( j) j ( j )

a b
F X

X X X X X X

α β α β
= + + + + +

+ − − − −
  

1 بسيطان إذن −1و 0القطبان  1

(0) 7
a

Q
= =

′
1و     1

( 1) 7
b

Q
= = −

′ −
  إنّ  ثمُّ ، 

( )
2

2 2j

1 1
( j) ( )

217 j 1 j (j j )X
X F Xβ

←

 = − = =   + −
  

)نحسب  αوأخيراً لتعيين  j)F   فنجد أنّ بطريقتين  −

2 2 2

1 1 1 1 7 1 1
7

7 j 1 j 2 j 37(j j)(4 j ) 12 j

α
α

  = − − − + + +   − −
  

5 ومنه
2 j

21
α α− 5، وعليه يكون =

i
21 3

α   وأخيراً  .=

( )
5 51 1

3 3 3 3 3 3

2 2 2 2

i i1 1 1

7 1 j ( j) j ( j )
F X

X X X X X X

  = − + + − +   + − − − −  
  

  ú  وهي النتيجة المطلوبة.

Jفي حلّل إلى عناصر بسيطة  2. التمرين( )Xℝ  ،في حالة الكسور العادية التاليةn ∗∈ ℕ:  

6 2 5

4 2 3 2 3

3 3 8 4 2

1 1 64
, , ,

( 1) ( 1) ( 2 4)

1 1 1
, , ,

( 1) 1 ( 1)n

X X X

X X X X

X X X X

− + +

− − + +

− + + −

  

2 7

4 2 3 2 2

2

4 2 2
0

5
, , ,

2 cos 1 ( 2) ( 1)

4 !
, .

( 1) ( )( 1) ( 1)

n

k

X X

X X X X X

X X k

X X X kX X X

α
α

=

+
∈

− + + + +

− +

+ +− + +
∑

ℝ

⋯
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  الحـل

حالة الكسر  �
4 2

1
( )

( 1)
F X

X
=

−
   لنبدأ بملاحظة أنّ . 

4 4

4 4 2 4 2 4 2 4

1 3 4 3( 1) 4 3

1 ( 1) ( 1) ( 1) 1

X X X

X X X X X

′  − − − − − = = = − −  − − − − −
  

 فإذا عرفّنا
4

1
( )

1
H X

X
=

−
   كان لدينا  

( )
1

( ) ( ) 3 ( )
4

F X XH X H X
 ′ = − +   

  

  ولكن

2 2 2

1/4 1/4 1/21 1 1
( )

2 1 11 1 1
H X

X XX X X

 = − = − −  − + − + +
  

  و

2

2

1 1 1 1
( )

4( 1) 4( 1) 2( 1)
1 1

4( 1) 4( 1) 2( 1)

X X X
XH X

X X X

X

X X X

− + + −
= − −

− + +

= + −
− + +

  

  ومن ثمَّ 

( )
2

2 2 2 2

2

2 2 2 2

2 2 2 2 2

1 1 1
( )

4( 1) 4( 1) 2( 1)

1 1 2 1

4( 1) 4( 1) 2( 1)
1 1 1 1

4( 1) 4( 1) 2( 1) ( 1)

X
XH X

X X X

X

X X X

X X X X

−′ = − − −
− + +

− −
= − − −

− + +

= − − + −
− + + +

  

  وعليه
3 1 3 1 1 1
16 16 16 16 4 4

2 2 2 2 2
( )

1 1( 1) ( 1) 1 ( 1)
F X

X XX X X X
= − + + + + +

− +− + + +
  

)وهو التفريق المطلوب في  )Xℝ.  
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حالة الكسر  �
6 2

3

1
( )

( 1)

X X
F X

X

− +
=

−
1T. لنضع  X=   فيكون  −

( )

6 2 6 2

3 3

6 5 4 3 2

3

3 2

2 3

3 2

2 3

1 ( 1) ( 1) 1
( )

( 1)
1

6 15 20 14 4 1

14 4 1
6 15 20

14 4 1
( 1) 6( 1) 15 5

1 ( 1) ( 1)

X X T T
F X

X T

T T T T T T
T

T T T
T T T

X X X
X X X

− + + − + +
= =

−

= + + + + + +

= + + + + + +

= − + − + + + + +
− − −

  

  وأخيراً 
3 2

2 3

14 4 1
( ) 3 6 10

1 ( 1) ( 1)
F X X X X

X X X
= + + + + + +

− − −
  

حالة الكسر  �
5

2 3

64
( )

( 2 4)

X
F X

X X

+
=

+ +
)2. لنضع  ) 2 4Q X X X= + + 

5لدينا بإجراء قسمة إقليديةّ لكثير الحدود فيكون  64X )على  + )Q X نجد  

5 3 264 ( )( 2 8) 16 32X Q X X X X+ = − + − +  
  وكذلك

3 22 8 ( )( 4) 4 24X X Q X X X− + = − + +  
  ومن ثمَّ 

5 264 ( )( 4) ( )(4 24) 16 32X Q X X Q X X X+ = − + + − +  
  إذن

2 2 2 2 3

4 4 24 16 32
( )

2 4 ( 2 4) ( 2 4)

X X X
F X

X X X X X X

− + − +
= + +

+ + + + + +
  

حالة الكسر  
3 3

1
( )

( 1)
F X

X
=

−
2. لنضع  1T X X= +   ولنلاحظ أنّ  +

( 1)( 2) 3X X T− + = −  
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)وهذا يفيدنا في كتابة  )F X الآتي بالشكل  
3

3 3

( 2)
( )

( 3)

X
F X

T T

+
=

−
  

)3وبإجراء قسمة إقليديةّ لكثير الحدود  2)X 2على  + 1X X+   نجد +
3 2( 2) ( 1)( 5) 6 3X X X X X+ = + + + + +  

  ومن ثمَّ 

3 3

6 3 ( 5)
( )

(3 )

X X T
F X

T T

+ + +
= −

−
  

)بإجراء قسمة وفق القوى المتزايدة في  )[ ]X Tℝ  6لكثير الحدود 3 ( 5)X X T+ + على   +
3)3كثير الحدود  )T−  ّنجد أن  

3 36 3 ( 5) ( )(3 ) ( )X XX X T Q T T T R T+ + + = − +  
  حيث

2

2

1 2 8 7 7 5
( )

9 27 27
40 26 55 38 7 5

( )
9 27 27

X

X

X X X
Q T T T

X X X
R T T T

+ + +
= + +

+ + +
= − +

  

  فيكون لدينا

3 2 3

( )1 2 8 7 7 5
( )

279 27 ( 3)

XR TX X X
F X

TT T T

+ + +
= − − − +

−
  

)3فإذا تذكّرنا أنّ  2)X )3يقسم  + 3)T استنتجنا أنّ  Fليس قطباً للكسر  −2وأنّ  −
)3المقدار  2)X )2يجب أن يقسم كثير الحدود  + 1)XR X X+ وهذا ما نتحقّق منه  +

)2مباشرة بإجراء قسمة إقليديةّ لكثير الحدود  1)XR X X+ )3على  + 2)X   إذ نجد أنّ  +

( )2 3 21
( 1) ( 2) 5 13 9

27XR X X X X X+ + = + − +  

  ومنه
2

3 2 3

1 2 8 7 7 5 5 13 9
( )

279 27 27( 1)

X X X X X
F X

TT T X

+ + + − +
= − − − +

−
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2ولكن  25 13 9 5( 1) 3( 1) 1X X X X− + = − − −   إذن +

2 3 2 3

1 5 3 1 7 5 8 7 3 6
( )

27 1 ( 1) ( 1)

X X X
F X

X TX X T T

 + + +  = − + − − −   − − − 
  

2 حيث 1T X X= + +.  

حالة الكسر  �
8 4

1
( )

1
F X

X X
=

+ +
.  

}هي الأعداد  ℂلنلاحظ أنّ أقطاب هذا الكسر في  } { }: :k kk kω ω∈ ∆ ∪ ∈ ∆ 
) حيث )i

6
exp πω }و = }1,2, 4,5∆ ). وهي جميعاً أقطاب بسيطة، إذن في = )Xℂ 

)أنّ يمكننا أن نكتب، بعد ملاحظة  ) ( )F X X∈ ℝما يلي ،  

2

( )

( )

( ) 1

k k

k k
k

k k
k k k k

k k
k

a a
F X

X X

a a X a a

X X

ω ω

ω ω

ω ω

∈∆

∈∆

  = +   − −
 + − −  =   − + + 

∑

∑
  

 بالصيغة kaيحُسب العدد 
7 3

1

8 4
k k k

a
ω ω

=
+

  . وعندئذ

2Re( ) 2Re( ) 2Re( )

1 1
1 3

42 3
1

2 1 0
4
1

4 1 0
4

1 1
5 3

42 3

k k
k kk a aω ω

− −

−

− −

− −

  

  ومن ثمَّ 
1 1 1 1 1 1

4 42 3 2 3 4 4

2 22 2
( )

1 13 1 3 1

X X
F X

X X X XX X X X

− + +
= + + +

− + + +− + + +
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 حالة الكسر �
2

1
( )

( 1)
n n

F X
X

=
−

  إذ نجد �.1. هذه حالة خاصّة من التمرين 

2 1 2 1
2 1 2 1

2
1 1

( 1) 2 ( 1) 21

( 1) ( 1) ( 1)

n nk n k n n n k n n
n k n k

n k k
k k

C C

X X X

− − − − −
− − − −

= =

− −
= +

− − +
∑ ∑  

حالة الكسر  �
2

4 2
( )

2 cos 1

X
F X

X Xα
=

− +
)، مع  )\ 2α π π∈ +ℝ ℤ.  في

  الحقيقة لدينا
2 2

4 2 2 i 2 i

i i

2 i 2 i

( )
2 cos 1 ( )( )

1

2 i sin

X X
F X

X X X e X e

e e

X e X e

α α

α α

α α

α

α

−

−

−

= =
− + − −

  = −   − − 

  

2αولكن، بوضع  β=والاستفادة من كون ،   
i i i

2 i i i

i i i

2 i i i

1
,

2

1

2

e e e

X e X e X e

e e e

X e X e X e

α β β

α β β

α β β

α β β

− − −

− − −

  = −  − − + 
  = −  − − + 

  

  نستنتج
i i i i

i i i i

i i i i

i i i i

2 2

1
( )

4 i sin

1

4 i sin

1

4 cos 2 cos 1 2cos 1

e e e e
F X

X e X e X e X e

e e e e

X e X e X e X e

X X

X X X X

β β β β

β β β β

β β β β

β β β β

α

α

β β β

− −

− −

− −

− −

  = − − +   − + − + 
  = − − +   − − + + 
  = −   − + + +

  

2αأمّا في حالة  π π∈ + ℤ  فلدينا ببساطة  
2

2 2 2 2 2

1 1
( )

( 1) 1 ( 1)

X
F X

X X X
= = −

+ + +
.  
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حالة الكسر  �
7

3 2 2

5
( )

( 2) ( 1)

X
F X

X X X

+
=

+ + +
2Tنضع  . X= فيكون  +

  لدينا
7

3 2 2 3 2

( 2) 5 ( )
( )

( 3 3) ( ( ))

T AT
F X

T T T T B T

− +
= =

− +
  

  حيث
7

2 3 4 5 6 7

2

2 2 3 4

( ) ( 2) 5

123 448 672 560 280 84 14

( ) 3 3

( ( )) 9 18 15 6

AT T

T T T T T T T

B T T T

B T T T T T

= − +

= − + − + − + − +

= − +

= − + − +

  

)لكثير الحدود  2وبإجراء قسمة وفق القوى المتزايدة حتىّ المرتبة  )AT  2على( ( ))B T نجد  
2 3( ) ( ( )) ( ) ( )AT B T Q T T RT= +  

  حيث
2

2 3 4

41 202
( ) 7

3 9
46 80 176

( ) 7
3 3 9

Q T T T

RT T T T T

= − + −

= − + − +

  

)2وأخيراً نلاحظ بإجراء قسمة إقليديةّ لكثير الحدود  ) ( ( ))RT B T−  على( )B T  ّأن  

( )2 14 5
( ) ( ( ))

9 3
RT B T B T T T

     − = − + −        
  

  وهكذا نكون قد أثبتنا أنّ 
2 3 2 14 5

( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( )
9 3

AT B T Q T T B T B T T T
       = + + − + −           

  

  ومن ثمَّ 
14 5
9 3

3 2 3 2

14 5
9 3

2 3 2

( ) ( )
( ) 1

( )( ( )) ( ( ))

7 202 41
1

( )9 3 ( ( ))

T TAT Q T
F X

B TT B T T B T

T T

T B TT T B T

− −
= = + + +

− −
= − + − + +
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  نجد Xوبالعودة إلى المتحوّل 
202 41 4 1
9 3 9 3

2 3 2 2 2

7
( ) 1

2 ( 2) ( 2) 1 ( 1)

X X
F X

X X X X X X X

+ +
= − + − − −

+ + + + + + +
  

  

حالة الكسر  �
2

4 2 2

4
( )

( 1) ( 1)

X X
F X

X X X

− +
=

− + +
1T. نضع  X= فيكون  −

  لدينا
2

4 2 2 3 2

4 ( )
( )

( 3 3) ( ( ))

T T AT
F X

T T T T B T

+ +
= =

+ +
  

  حيث
2

2

2 2 3 4

( ) 4

( ) 3 3

( ( )) 9 18 15 6

AT T T

B T T T

B T T T T T

= + +

= + +

= + + + +

  

)لكثير الحدود  3وبإجراء قسمة وفق القوى المتزايدة حتىّ المرتبة  )AT  2على( ( ))B T نجد  
2 4( ) ( ( )) ( ) ( )AT B T Q T T RT= +  

  حيث
2 3

2 3

4 7 25 23
( )

9 9 27 27
17 113 23

( ) 8
3 27 27

Q T T T T

RT T T T

= − + −

= + + +

  

)وأخيراً نلاحظ بإجراء قسمة إقليديةّ لكثير الحدود  )RT  على( )B T  ّأن  

44 23 7 5
( ) ( )

27 9

T T
RT B T

   + +  = +        
  

  وهكذا نكون قد أثبتنا أنّ 

2 4 44 23 7 5
( ) ( ( )) ( ) ( )

27 9

T T
AT B T Q T T B T

    + +   = + +           
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  ومن ثمَّ 
44 23 7 5
27 27 9 9

4 2 4 2

44 23 7 5
27 27 9 9

2 3 4 2

( ) ( )
( )

( )( ( )) ( ( ))

23 25 7 4

27 ( )27 9 9 ( ( ))

T TAT Q T
F X

B TT B T T B T

T T

T B TT T T B T

+ +
= = + +

+ +
= − + − + + +

  

  نجد Xإلى المتحوّل وبالعودة 
23 25 7 4
27 27 9 9

2 2 2

7 23 2 5
9 27 9 9

2 2 2

( )
1 ( 1) ( 1) ( 1)

1 ( 1)

F X
X X X X

X X

X X X X

= − + − +
− − − −

+ +
+ +

+ + + +

  

حالة الكسر  �
0

!
( )

( 1) ( )

n

n
k

k
F X

X X X k=

=
+ +

∑
⋯

  نلاحظ أوّلاً أنّ . 

0

!

( 1) ( )

k p
k

p

Ak

X X X k X p=

=
+ + +

∑
⋯

  

pونعين الثابت 
kA بالعلاقة  

!
( )

( 1) ( )

!

( )(1 ) ( 1)(1)(2) ( )

( 1) !
( 1)

!( )!

p
k

X p

p
p p

k

k
A X p

X X X k

k

p p k p

k
C

p k p

←−

 
 = +
 + + 

=
− − − −

−
= = −

−

⋯

⋯ ⋯
  

  إذن

0

( 1)!

( 1) ( )

k p p
k

p

Ck

X X X k X p=

−
=

+ + +
∑

⋯
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  ومن ثمَّ 

0 0 0

0 0

( 1)!
( )

( 1) ( )

( 1) ( 1)

n n k p p
k

n
k k p

n np p p
pk
k

p k n p k p

Ck
F X

X X X k X p

C
C

X p X p

= = =

≤ ≤ ≤ = =

 −  = =  + + +  
 − −  = =  + +  

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

⋯  

  ولكن

( )1 1 1
1 1

n n
p p p p
k k k n

k p k p

C C C C+ + +
+ +

= =

= − =∑ ∑  

  إذن
1
1

0

( 1)
( )

n p p
n

n
p

C
F X

X p

+
+

=

−
=

+
∑  

  ú  وهي النتيجة المطلوبة.

Jاحسب المشتق من المرتبة  3. التمرينn لكلٍ من الكسور العادية التالية من ( )Xℂ:  

2 2

1 1 1
, ,

( 1) ( ) 2 cos 1 2 sh 1X X X m X X X Xα α+ + − + − −⋯
  

  الحـل

1حالة الكسر  �
( )

( 1) ( )mF X
X X X m

=
+ +⋯

  . وجدنا في التمرين السابق أنّ 

0

( 1)1 1
( )

( 1) ( ) !

m p p
m

m
p

C
F X

X X X m m X p=

−
= =

+ + +
∑

⋯
  

  ومن ثمَّ 

( )

( )

( )

0

1
0

1 1
( ) ( 1)

!

( 1)!

!

n

n
m

p p
m m

p

m p n p
m

n
p

F X C
m X p

Cn

m X p

=

+

+
=

 = −   + 

−
=

+

∑

∑
  

حالة الكسر  �
2

1
( )

2 cos 1
F X

X Xα
=

− +
,0[ حيث  [α π∈ ّمن الواضح أن .  
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i i i i

1 1 1 1
( )

2 i sin( )( )
F X

X e X e X e X eα α α αα− −

 = = −   − − − −
  

  ومن ثمَّ 
( ) ( )

( )

i i

i 1 i 1

i 1 i 1

2 1

1 1 1
( )

2 i sin

1 ( 1) ! ( 1) !

2 i sin ( ) ( )

( 1) ! ( ) ( )

2 i sin ( 2 cos 1)

n n

n

n n

n n

n n n

n

F X
X e X e

n n

X e X e

n X e X e

X X

α α

α α

α α

α

α

α α

−

+ − +

− + +

+

         = −           − −  
 − −  = −   − − 
 − − − −  =    − + 

  

  ولكن
1

i 1 i 1 1
1

0

( ) ( ) 2 i ( 1) (sin )
n

n n k k n k
n

k

X e X e C k Xα α α

+
− + + + −

+
=

− − − = −∑  

  إذن

( )

1 1 1
11

2 1

sin
! ( 1)

sin( )
( 2 cos 1)

n

n n k k n k
nk

n

k
n C X

F X
X X

α

α

α

+ + − + −
+=

+

⋅ −
=

− +

∑
  

حالة الكسر  �
2

1
( )

2 sh 1
F X

X Xα
=

− −
  . من الواضح أنّ 

1 1 1 1
( )

2 ch( )( )
F X

X e X e X e X eα α α αα− −

 = = −   − + − +
  

  ومن ثمَّ 

( )

( ) ( )

( )

1 1

1 1

2 1

1 1 1
( )

2 ch

1 ( 1) ! ( 1) !

2 ch ( ) ( )

1 ! ( ) ( )

2 ch ( 2 sh 1)

n n

n

n n

n n

n
n n

n

F X
X e X e

n n

X e X e

n X e X e

X X

α α

α α

α α

α

α

α α

−

+ − +

− + +

+

         = −           − +  
 − −  = −   − + 

 − + − −  =    − − 

  

  ú  وهي النتيجة المرجوّة.
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Jمن الكسور العادية التالية:بسّط كلاًّ  4. التمرين   

0

0

1
0

1
,

( )( 1)

1
,

( )( 1)( 2)

2
,

( 2 )( 2 )

n

k

n

k

n k

k k
k

X k X k

X k X k X k

X X

=

=

+
=

+ + +

+ + + + +

+ +

∑

∑

∑

  

  الحـل

حالة اموع  �
0

1
( )

( )( 1)

n

n
k

S X
X k X k=

=
+ + +

  . نلاحظ أنّ ∑

0

1 1
( )

1

1 1 1

1 ( 1)

n

n
k

S X
X k X k

n

X X n X X n

=

 = −   + + + 

+
= − =

+ + + +

∑
  

حالة اموع  �
0

1
( )

( )( 1)( 2)

n

n
k

S X
X k X k X k=

=
+ + + + +

  . نلاحظ أنّ ∑

0

1 1 1
( )

2 ( )( 1) ( 1)( 2)

1 1 1

2 ( 1) ( 1)( 2)
2( 1) ( 1)( 2)

2 ( 1)( 1)( 2)

n

n
k

S X
X k X k X k X k

X X X n X n

n X n n

X X X n X n

=

 = −   + + + + + + + 
 = −   + + + + + 

+ + + +
=

+ + + + +

∑

  

حالة اموع  �
1

0

2
( )

( 2 )( 2 )

n k

n k k
k

S X
X X +

=

=
+ +

  . نلاحظ أنّ ∑

1
0

1

1 1

1 1
( )

2 2

1 1 2 1

1 2 ( 1)( 2 )

n

n k k
k

n

n n

S X
X X

X X X X

+
=

+

+ +

 = −   + +

−
= − =

+ + + +

∑
  

  ú  وهي النتيجة المرجوّة.
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Jحلّل إلى عناصر بسيطة في  5. التمرين( )Xℝ  الكسر العادي الآتي  
3

2 2 4

2 1
( )

( 1) ( 1)

X X
F X

X X

+ +
=

− +
  

  الحـل
2متحوّلاً جديداً نعرّف  1T X= )، ونلاحظ أنّ + 1)( 1) 2X X T+ − =   ، وأنّ −

2 3

2 2 2

2

2

( 1) ( 2 1) ( 2 )( 1)

(2 1) 2 2

(2 1) 2 2 2

( 2) ( 1) 2( 1)

X X X T X XT X

XT X X T X X

XT T X T T X

X T X T X

+ + + = + + +

= + + + + +

= + + − + + −

= + + + + −

  

  ومن ثمَّ 
3

2 2 4 4 2

( )2 1
( )

( 1) ( 1) (2 )

XA TX X
F X

X X T T

+ +
= =

− + −
  

)2وقد عرفّنا  ) ( 2) ( 1) 2( 1)XA T X T X T X= + + + + −.  
)ري في في نجُ  )[ ]X Tℝ يدة لكثير الحدود قسمة وفق القوى المتزا( )XA T 2)2على )T−  حتى

  المرتبة الثالثة فنجد أنّ 
2 4( ) (2 ) ( ) ( )X X XA T T Q T T R T= − +  

  حيث

( )

2 3

2

1 3 1 7 3 11 7
( )

2 4 8 16
1 15 11

( ) (30 22) (11 7) ( 1)
16 16

X

X

X X X X
Q T T T T

X
R T X X T X

− − + +
= + + +

−
= + − + = +

  

  وعندئذ يكون لدينا

4 2

2 3

4 2

( ) ( )
( )

(2 )
1 1 3 1 7 3 11 7 1 15 11

2 4 8 16 16 ( 1)

X XQ T R T
F X

T T

X X X X X
T T T

T X

= +
−

 − − + + −= + + + + ⋅   −
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  أو

4 3 2 2

1 3 1 7 3 11 7 1 4 11( 1)
( )

16 162 4 8 ( 1)

X X X X X
F X

TT T T X

− − + + − −
= + + + + ⋅

−
  

  وأخيراً 
7 71 1 3 1 3 11 1 11

2 2 4 4 8 8 16 16 4 16

2 4 2 3 2 2 2 2
( )

1( 1) ( 1) ( 1) 1 ( 1)

X X X X
F X

XX X X X X

− − + +
= + + + + −

−+ + + + −
  

  ú  وهي النتيجة المرجوّة.
  

Jكنيل 6. التمرين n  من∗ℕ ،كنيول k  منℕنضع . ( )2 i
expk

k

n

π
α =.  

����  أنّ ق تحق 

1

1

1

1

n n

n
kk

nX

X Xα

−

=

=
− −∑ 

  وأنّ 
1 1

n
k

n
kk

n

X X

α

α=

=
− −∑  

  : اختصر اموعين ����

( )

3

2
1

( )
n

kk

X
F X

X α=

=
−

و  ∑
( )

2
2 2

2
1

( )
n

k k

kk

X X
G X

X

α α

α

− +

=

− +
=

−
∑.  

  الحـل
]كثير حدود من   Pليكن  � ]xℂ  أصغر تماماً من درجتهn إنّ أقطاب الكسر .

( )
( )

1n

P X
F X

X
=

−
,1هي الأعداد   , nα α…  وهي أقطاب بسيطة. إذن توجد أعداد

1 2, , , nλ λ λ…  فيℂ تحُقّق  

1

( )
( )

1

n
k

n
k k

P X
F X

XX

λ

α=

= =
−−

∑  

بالعلاقة  kλعينّ الثابتُ ويت
1

( ) 1
( )k

k k kn
k

P
P

nn

α
λ α α

α −
= =.  
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  ومن ثمَّ 

1

( )( ) 1
[ ], deg

1

n
k k

n
k k

PP X
P x P n

n XX

α α

α=

∀ ∈ < ⇒ =
−−

∑ℂ  

)1وبأخذ  ) nP X nX )و =− )P X n= نجد  
1

1 1

1
,

1 1

n nn
k

n n
k kk k

nX n

X XX X

α

α α

−

= =

= =
− −− −

∑ ∑    

  أنّ نلاحظ  �
3

3

2
1 1

1 2 2 1 1
3

2

2 1 1

2

1
( )

( )

( 1) ( 1)

1 ( 1)

( 1)

( 1)

n n

k k kk

n n n n

n n

n n

n

X
F X X

XX

nX n X n n X X
X

X X

nX n n X

X

αα= =

− + +

+ +

′  = = −   − −  

′  − − − = − =   − − 

+ −
=

−

∑ ∑

  

  وأنّ 

( )

( )

( )

2
2 2

2
1

2
2 22 2

1 1

2
2 2

1 1

1
2

2 2

2
2

( )
( )

1

( ) ( )

1

1 1

( 1 )

n
k k

k k
n n

k

k kk k

n n
k

k kk k

n

n n

n

X X
G X

X

X X
X X

X X
X X

nX n
X X

X X

X n n
n

α α

α

α
α α

α α

α
α α

α α

α α

α

− +

=

−
= =

−
= =

−

−

−

− +
=

−

= ⋅ + − ⋅
− −

′ ′       = − − −    − −     

′ ′    = − − −      − − 

+ − −
=

∑

∑ ∑

∑ ∑

1
2

2( 1)

n n

n

X n X

X

α −+

−

  

  ú  وهي النتيجة المرجوّة.
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J3أثبت أنّ كثير الحدود  7. التمرين 2P X= ] حدود غير خزول في كثيرُ هو   − ]Xℚ ُثم . 
] صِف الحقل ]/( )X Pℚ موعةناً أنه يمكن تزويد ا3. مبيℚ  بقانوني تشكيل داخليين⊕ 

  بحيث يصبح التطبيق ⊗و 
3 2: [ ]/( ),( , , ) [ ]X P a b c a bX cXϕ → + +ℚ ℚ ֏  

)3لفي الحق صفريتشاكلاً تقابلياً حقلياً. كيف تحسب مقلوب عنصر غير  , , )⊕ ⊗ℚ؟  
  الحـل
3 إنّ درجة كثير الحدود � 2P X= ]فإذا كان خزولاً في  3تساوي  − ]xℚ  ه قاسمكان ل 

]من الدرجة الأولى في ]xℚ َبلَ، من ثمَّ، جذراً ، وقρ   ينتمي إلىℚ وهذا يقتضي أن يكون العدد .
3 Xكثير حدود غير خزول في  P، وهذا خُلفٌ صارخٌ. إذن عدداً عادياًّ  2 

 ℚ.   
]إلى صف التكافؤ  αلنرمز بالرمز  � ]X  في الحقل[ ]/( )X P=K ℚ. يكون لدينا  عندئذ

3بملاحظة أنّ  2α   ما يلي : Kفي  =
2 2 2( )( )a b c a b c A B Cα α α α α α′ ′ ′+ + + + = + +  

  حيث
2 2 ,

2 ,

.

A aa bc cb

B ab ba cc

C ac bb ca

′ ′ ′= + +

′ ′ ′= + +

′ ′ ′= + +

  

  بالعلاقتين : ⊗و  ⊕قانوني التشكيل 3ℚفإذا عرفّنا على 
( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( 2 2 , 2 , )

a b c a b c a a b b c c

a b c a b c aa bc cb ab ba cc ac bb ca

′ ′ ′ ′ ′ ′⊕ = + + +

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′⊗ = + + + + + +
  

  التطبيق عرّفَ 
( )3 2: , , ,( , , )a b c a b cα αϕ ⊕ ⊗ → + +Kℚ ֏  

  تقابلياًّ. لاً حقلياًّ تشاك
)1ويعُطى , , )a b c )مقلوبُ العنصر  − , , )a b c  0)}\3من, 0,0)}ℚ بالعلاقة  

2 2 2

3 3 3 3 3 3 3 3 3

2 2
, ,

2 4 6 2 4 6 2 4 6

a bc c ab b ac

a b c abc a b c abc a b c abc

 − − −     + + − + + − + + − 
  

  ú  نترك التحقق من ذلك تمريناً للقارئ. حيث
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Jفي حقل منته بينّ أنه  8. التمرينK  2مختلف عنF  0يكون
x

x
∈

=∑
K

.  

  الحـل
)cardلنفترض أنّ  )q = K نعلم أنّ عناصر .K  هي جذور كثير الحدودqX X− مجموع هذه . ويساوي

1qXالجذور نظير مَثَل  1كان   لـمّافي كثير الحدود هذا. و  − 1q − K≠2لأنّ  < F  استنتجنا أنّ هذه
0أي  ،الأمثال معدومة

x
x

∈
=∑

K
.  ú  

Jليكن 9. التمرين a وb  2عنصرين منnF وn  ّأثبت أنّ  .عدد فردي  
2 2 0 0a ab b a b+ + = ⇒ = =  

  الحـل
عنصرين من  bو aليكن 

2n
F  قان2يحُق 2 0a ab b+ +   :الآتيتين. ولنناقش الحالتين =

aفي حالة  	 b≠ 0، يكون بالضرورةb 0b، لأنّ ≠ 2يقتضي  = 0a ومن ثمَّ  =
0a aوهذا يناقض كون  = b≠ 1. نعرّف إذنx ab−=  1وهو عنضرٌ مختلفٌ عن 
في 

2n
F  ق استناداً إلى الفرض2ويحُق 1 0x x+ +  ومن ثمَّ يكون =

3 1x 1x  و   = ≠  
في الزمرة الضربيّة xإذن رتبة العنصر   

2
\{0}nF  2يقسم  3، والعدد 3تساوي 1n − .

  ولكن

) 2 ( 1) 1mod3n nn ⇒ = − =   )عددٌ فردي −
2ناقض كون وهذا ي   1mod3n   . وهذه الحالة لا يمكن أن تقع. =

aإذن لا بدُّ أن يكون  	 b=  ّ23فنستنتج عندئذ أن 0a  ولأنّ العدد المميز للحقل =

2n
F  2نتج من ذلك أنّ  2هو 0a 0aومنه يكون  = b= =.  ú 

Jأثبت أنه إذا كان  10. التمرينnp=K F  َقبَِل   عنصر من  كلK جذراً من المرتبة p.  

  الحـل
npعنصراً من  xفي الحقيقة، إذا كان 

F  1عرفّناnpy x
−

np. وعندئذ يكون = py x x= = .
  x.  úللعنصر  pهو جذرٌ من المرتبة  yإذن 
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Jليكن الحقل 11. التمرينq=K F  معnq p= وp رعنصعدد أوليّ فرديّ. أثبت أن ال a 

∗من 
K يقبل جذراً تربيعياً إذا وفقط إذا كان ( 1)/2

1
q

a
−

=.  
  الحـل
∗من  aلنفترض أنّ العنصر  	

K  ًيقبل جذراً تربيعيّاb ّ2، أي أنb a= فيكون .b 
∗عنصراً من 

K ويكون ،( 1)/2 1 1q qa b− −= =. 

)كانت   لـمّاوبالعكس،  	 , )∗ ⋅K  ًزمرة دوّارة، اخترنا عنصراz من ∗
K  داً لهذهيكون مول

kaيحُقق  k الزمرة. فيوجد z= كان   لـمّا. و( 1)/2 1qa − )كان   = 1)/2 1k qz − أي  =
)إنّ  1)/2k q 1qأي  zمن مضاعفات رتبة  − عدداً زوجياًّ :  k. فلا بدُّ أن يكون −
2k = ℓ والعدد .b z= ℓ  للعدد جذرٌ تربيعيa.   ú  

Jليكن الحقل  12. التمرينq=K F حيث nq p= وp  ّوليكن عدد أولي ،k  من∗ℕ وa 
∗من 

K. التكافؤ  أثبت صحة  
 ( ) ( 1)/

, 1
q dkb a b a
−∗∃ ∈ = ⇔ =K  

)gcd وقد عرفّنا 1, )d q k= −.  
  الحـل

)gcdكان   لـمّا 1, )d q k= 1qاستنتجنا أنّ  − dλ− kو = d= ℓ حيث 
gcd( , ) 1λ =ℓ.  

∗من  aلنفترض أنّ العنصر  	
K ذراً يقبل جb  من المرتبةk نّ إ، أيkb a= فيكون .

b  عنصراً من∗
K ويكون ،( 1)/ 1( ) 1q d k d qa b b bλ λ− −= = = =ℓ ℓ. 

)كانت   لـمّاوبالعكس،  	 , )∗ ⋅K  ًزمرة دوّارة، اخترنا عنصراz  من∗
K  داً لهذهيكون مول

raيحُقق  r الزمرة. فيوجد z= كان  لـمّا. و ( 1)/ 1q da − 1rzكان   = λ أي إنّ  =
rλ  من مضاعفات رتبةz  1أيq dλ− r. وعليه يوجد عدد = يحُقّق  ′

r dr dra وعليه. =′ z ′= . 

)gcdولكن،  1, )d q k= )يحُققان  vو u يوجد ذنإ − 1)d vk u q= + − 
)1 ومن ثمَّ  )d vk q u vkz z z z−= ). وعليه يكون = )dr vkr vr ka z z z′ ′ ′= = = 
vrbوالعدد  z   a.  úللعدد  kجذرٌ من المرتبة  =′
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Jيكن الحقل ل 13. التمرينq=K F حيث nq p= وp دد أوليّ، وليكن عk  من∗ℕ .
  أثبت صحة التكافؤ 

( , , ) gcd( 1, ) 1ka b a b q k∗ ∗∀ ∈ ∃ ∈ = ⇔ − =K K  

  الحـل

)gcdلنضع  1, )d q k=   . بالاستفادة من التمرين السابق لدينا−

( ) ( )( 1)/
, , , 1

q dka b a b a a
−∗ ∗ ∗∀ ∈ ∃ ∈ = ⇔ ∀ ∈ =K K K  

1dفإذا كان  	 ,1تحقق الشرط  = 1qa a∗ −∀ ∈ =K  لأنّ رتبة الزمرة( , )∗ ⋅K  هي
1q −. 

)وإذا كان  	 1)/, 1q da a∗ −∀ ∈ =K اخترنا ،a  د للزمرة الدوّارةأيّ مول( , )∗ ⋅K ،
)ستنتج من الخاصّة السابقة أنّ العدد فن 1)/q d−  1هو أحد مضاعفات العددq − ،

1dومن ثمَّ أنّ  = . 

  ú  بذا نكون قد أثبتنا التكافؤ المطلوب.
  

Jأثبت أنّ  14. التمرينmpF  حقل جزئيّ منnpF  إذا وفقط إذا كانm يقسم n.  

  الحـل
mpإذا كان  	

F  حقلاً جزئياًّ منnp
F   كانت الزمرة( , )mp

∗ ⋅F  زمرة جزئيّة من( , )np

∗ ⋅F  وكان
1mpمن ثمَّ  1npقاسماً للعدد  − m|ولا بدُ أن يكون  − n. 

m|وبالعكس، لنفترض أنّ  	 n  عندئذ يقسم كثيرُ الحدودmpX X−   كثيرَ الحدود
npX X− إذن تنتمي جميع جذور .mpX X−  إلى الحقلnp

F فالحقل .mp
F  ٌحقل

npجزئي من 
F.  ú 

J4أثبت أنّ  15. التمرين 3 1X X+ ]2 فيكثير حدود غير خزول   + ]XF، ه لإنشاء ستعملوا

16F16 ، معيّناً جداول الجمع والضرب فيF  ُناسباً لعناصره.بعد أن تقترح تمثيلاً م  
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  الحـل
4أن ليس لكثير الحدود من الواضح  	 3( ) 1P X X X= + . فإذا كان 2Fجذورٌ في  +

]2خزولاً وجب أن يكُتب جداءَ كثيريَ حدود غير خزولَين من الدرجة الثانية. ولكن في  ]xF 
2هناك كثير حدود غير خزول وحيد من الدرجة الثانية هو  1X X+ . وعليه إذا كان +

( )P X خزولاً وجب أن يكون 

2 2 4 2( ) ( 1) 1P X X X X X= + + = + +  
)وهذا خُلفٌ. إذن لا بدُ أن يكون   )P X  2غير خزول في[ ]xF.  

 

]2إذن  	 ]/( )x PF  ُوبسبب الوحدانيّة يكون 16عناصره حقلٌ عدد 

16 2[ ]/( )x P=F F.  
 

]صفّ تكافؤ  αليكن  	 ]x  16في 2[ ]/( )x P=F F ولنحسب رتبة العنصر .α  في الزمرة

16( , )∗ ⋅F  في الحقيقة، لدينا15التي عدد عناصرها . 
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α α
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)16يولد الزمرة الضربيّة  αفالعنصر  , )∗ ⋅F.  16يمكن تمثيل عناصر الحقل وF موعةبا 

{ }2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 140,1, , , , , , , , , , , , , ,α α α α α α α α α α α α α α  
  وفي هذا التمثيل يكون

0 0x× )و = )mod15k kα α α +× =ℓ ℓ.  
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  :الجدول التالي في  هو مبين أمّا قانون الجمع ف

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

12 9 4 3 10 8 13 6 2 5 14 7 11

12 13 10 5 4 11 9 14 7 3 6 2 8

2 2 9 13 14 11 6 5 12 10 8 4 7 9 3

3 3 4 10 14 12 7 6 1
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α α α α α α α α α α α α α α

α α α α α α α α α α α α α α

α α α α α α α α α α α α α α α

α α α α α α α α α α α α α α α

α α α α α α α α α

+

3 11 9 5 8 2

4 4 3 5 11 13 8 7 14 12 2 10 6 9

5 5 10 4 6 12 2 14 9 8 13 3 11 7

6 6 8 11 5 7 13 2 3 10 9 14 4 12

7 7 13 9 12 6 8 14 3 4 11 10 2 5

8 8 6 14 10 13 7 9 4 5 2 12 11 3

9 9 2

1 0

0 1

0 1

0 1

1 0

α α α α α α

α α α α α α α α α α α α α α α

α α α α α α α α α α α α α α α

α α α α α α α α α α α α α α α

α α α α α α α α α α α α α α α

α α α α α α α α α α α α α α α

α α α α7 11 14 8 10 5 6 3 13 12 4

10 10 5 3 8 12 9 11 2 6 7 4 14 13

11 11 14 6 4 9 2 13 10 12 3 7 8 5

12 12 7 5 10 3 14 2 11 13 4 8 9 6

13 13 7 2 9 8 6 11 4 3 12 14 5 9 10

14 14 11 8 3 2 9 7 12

1 0

1 0

0 1

1 0

1 0

α α α α α α α α α α α

α α α α α α α α α α α α α α α

α α α α α α α α α α α α α α α

α α α α α α α α α α α α α α α

α α α α α α α α α α α α α α α

α α α α α α α α α 5 4 13 6 101 0α α α α α α

  

  ú  .منه لإجراء عمليّة الجمع أكثر وهذا التمثيل مناسبٌ لإجراء عمليّة الضرب
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  الجزء الأولّمفردات دليل 
  .يظهر فيها المفهوم المشار إليه ظهوراً معنوياً التي صفحة إلى الرقم يشير ال

  
 8 اجتماع

 7 احتواء

 6 انتماء

 88 انسحاب

 78 أسّي (تابع)

 12 أصغر عنصر

 233 ,165 عداد الصحيحة الأ

 14 عداد الطبيعيّة الأ

 FERMAT  269أعداد 

 12 أكبر عنصر

 15 ثبات بالتدريج الإ

 281 ,165 باقي القسمة

 148 تبديل

 28 تبديلي

 9 تجزئة

 119 ,28 تجميعي

 90 تحاكي

 7 تركيب تطبيقين

 90 تشابه مباشر

 28 تشاكل

 28 تشاكل تقابلي

 143 تشاكل تقابلي زمري

 158 تشاكل حلقي

 143 تشاكل زمري

 7 تطبيق

 7 تقابل

 7 تقابلٌ عكسي

 8 تقاطع

 300 توابع متناظرة

 376 توسيع الحقل

 377 توسيع بسيط للحقل

 149,151 توقيع تبديل

 272 جبر كثيرات الحدود

 1 جدول الحقيقة

 289 جذر أو صفر

 290 جذر بسيط

 81 جذر تربيعي

 290 جذر مضاعف

 83 من مرتبة عليا جذر

 366 زء الصحيح لكسر الج

 366 زء القطبي لكسر الج

 70 جزء تخيّلي

 70 جزء حقيقي

 7 جماعة

 12 د الأدنى الح

 12 د الأعلى الح

 274 حدّ مُسَيطر

 276 حدودي (تابع)
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 29 قل الح

 362 حقل الكسور العاديةّ

 361 حقل كسور حلقة تامّة

 29,153 حلقة

 218 ,165 حلقة إقليديةّ

 222 حلقة بوليانيّة

 155 حلقة تامّة

 153 حلقة تبديليّة

 272 حلقة خارج القسمة على مثالي

 158 حلقة رئيسيّة

 28 حيادي

 165 خارج القسمة

 10 خارج القسمة بالقياس

 281 ,165 خوارزميّة إقليدس

 117 دائرة أبولونيوس

 273  درجة 

 362 كسرالدرجة 

 155 دستور ثنائي الحدّ 

 DE MOIVRE  75دستور 

 EULER   74 لريدستورا أو 

 88   دوران

 151 دورة 

 16 رئيس مجموعة

 366 راسب

 142 رتبة زمرة

 141 رتبة عنصر

 68 زاوية عدد عقدي

 137 ,28 زمرة ال

 130 ,148 زمرة المتناظرة  ال

 151 زمرة المتناوبةال

 137 زمرة تبديليّة

 140 ,74  زمرة جزئيّة

 141 زمرة جزئيّة مولّدة

 146 ةزمرة خارج القسم

 147 زمرة دوّارة

 142 زمرة منتهية

 141 زمرة وحيدة التوليد

 10 صف تكافؤ

 134 صورة

 7 صورة عكسيّة

 7 صورة مباشرة

 71 طويلة

 20 عاملي

 30 عبارة خطيّة

 160 عدد المميز ال

 172 عدد أوّلي

 70 عدد تخيّلي صرف

 70 عدد عقدي

 301 علاقات نيوتن

 276 ,161 علاقة الشراكة

 276 ,161 علاقة القسمة

 10 علاقة انعكاسيّة

 10 علاقة تخالفية

 11 علاقة ترتيب

 10 علاقة تكافؤ

 10 علاقة تناظريةّ

 10 علاقة ثنائيّة

 RODRIGUES 332 غزرودر علاقة 

 10 علاقة متعدّية

 280 ,163 عناصر أوّلية فيما بينها 

 6 عنصر

 12 عنصر أصغري
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 12 عنصر أعظمي

 12 عنصر راجح

 296 ,283 ,161 عنصر غير خزول

 12 عنصر قاصر

 156 عنصر قلَوب

 28 عنصران يتبادلان

 7 غامر

 10 غمر القانونيال

 9 فرق

 9 فرق تناظري

 30 فضاء الشعاعي ال

 28 ابليّة التوزيعق

 44 قابلية العدّ 

 155 قاسم الصفر

 278 ,162 قاسم مشترك أعظم

 27 يلقانون تشك

 1 قضيّة

 1 قضيّة مركّبة

 2 قضيّة مفتوحة

 363 قطب

 274 كثير حدود نظامي

 274 كثير حدود واحدي

 TCHEBYCHEV  326كثير حدود 

 292 كثيرات حدود لاغرانج

 160 مبرهنة البواقي الصينيّة

 172 مبرهنة الحساب الأساسيّة

 BERNSTEIN 41 مبرهنة 

 BEZOUT  164, 279مبرهنة 

 D'ALEMBERT 295مبرهنة 

 GAUSS 164مبرهنة 

 WEDDERBURN  377 مبرهنة

 353 الصغرى FERMATمبرهنة 

 CAYLEY  214مبرهنة 

 LAGRANGE   142مبرهنة 

 WILSON 298مبرهنة 

 7 متباين

 FIBONACCI  169, 258متتالية 

 3 متحوّل أبكم

 73 متراجحة المثلّث

 13 متزايد

 13 متزايدٌ تماماً 

 13 متناقص

 13 متناقص تماماً 

 278 ,157 مثالي

 373 مثالي أعظمي

 373 مثالي أوّلي

 278 ,158 مثالي رئيسي

 158 مثالي مولد

 8 مجموعات منفصلة

 6 مجموعة

 7 مجموعة أدلّة

 7 مجموعة جزئيّة

 6 مجموعة خالية

 16 مجموعة لاائيّة

 11 مجموعة مرتبّة

 11 مجموعة مرتبّة كليّاً 

 16 مجموعة منتهية

 71 مُرافق

 7 مستقر

 86 ستوي العقدي الم

 287 كثير حدود  مشتق

 363 مشتق كسر
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 278 ,162 مضاعف مشترك أصغر

 13 مطّرد

 92 معادلة مستقيم

 3 الشمول يمُكمّ 

 3 الوجود يمُكمّ 

 148 مُناقلة

 289 منشور تايلور

 7 منطلق

 137 ,28 نظير

 1 نفي

 2 رْضنقض الف

 143 نواة

 1 يقتضي

 1 يُكافئ

  
  
  

qwe  
agd  
zxc  
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احتل� ا�كتور عمران قو� المركز الثاني في مسابقة انتقاء 
أساتذة التعليم العالي على مسـتوى الجمهورية الفرنسـية 

، وحصل على شهادة 1985في عام “ يـونأغرغاس ـ”
ا�كتوراه في الرHضيات البحتة في اختصاص التحليل 

 . 1990عام  التابعي من جامعة بيير وماري كوري في �ريس
  

. 1990ام العالي للعلوم التطبيقية والتكنولوجيا منذ ع المعهديدرّس ا�كتور قو� الرHضيات في 
وقد وضع في هذه السلس^ من الكتب العلميّة أغلب الموضوعات التي درّسها في المعهد العالي 

يل العقدي، التفاضلية، والتحل في مجالات الجبر العام، والجبر الخطّي، والتحليل، والمعادلات 
والتحويلات التكاملي�ة وغيرها، وقد أغنى السلس^ �لعديد من الأمث^ والتطبيقات والمسائل 

 والتمرينات.

ما، أداة }مّة لكلِّ الراغبين في دراسة الرHضيّات بصفتها علماً وفناًّ قائمينَْ بذاته السلس^تمثلّ هذه 
 .أو لأولئك الراغبين في اسـتعمال الرHضيّات بصفتها أداة }مّة ومفيدة في جميع العلوم الحديثة

  
ولغة  رHضيال مقدمات في المنطق، يبدأ القارئ بدراسة الجبرفي هذا الجزء الأوّل من سلس^ 

داد وحلقة الأع حقل الأعداد العقدية، ،ا�موعات، والبنى الجبرية من زمر وحلقات وحقول
 ، ومقدمات في نظرية الحقول.الحدودلقة كثيرات حالصحيحة، و 
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