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Complex Integrals  

 

 الفصل الثاوً 

  شابعــة الالمحاضشة 

 

 

 

 (Cauchy's integral ) 

 

From "  Calculus "  , the integration say for example  

 ∫  ( )  
 

 
   ,                                              

 ∫  ( )  
 

 
   ,                                            

 ∫ (      )   (          )  
   

   
   ,   

ذكاملاخ خطٕح " َلاتذ ان ذُخذ علاقح . ٌزي خمٕعا "   َ    ّ  ٌىا انركامم ٔرضمه دَال معرمذج عه

 ، عهّ سثٕم انمثال :      مع      ذشتظ     

1.                                     

2.                                  

تما      اَ    حٕث وعُض عه      مثاششج اَ قٕمح     ٔرم اعطاء قٕم       ففٓ انحانح الاَنّ

 ٔسأٍَا فررحُل انمعادنح تذلانح تعذ َاحذ ، أما :

          

         

، ٔرم ذحذٔذ " وقطران " فٓ انسُال ضمه انمعطٕاخ َمه خلال انقٕمرٕه ٔرم أداد  انحانح انثاوٕح

    ح انخظ انمسرقٕم َاتداد انمٕم َكالاذٓ :نعه طشٔقح معاد   أَ     قٕمح أما  

Along the striagt line joining the points (    )   (   )  

(    )ٌُ انمسرقٕم انُاصم تٕه انىقطرٕه      تحٕث ٔكُن    ، أْ       (   )  
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Real part of line 

integral 
Imaginary part of line 

integral 

        
     

     
 

   

   
 

 

 
   

    

 + وقطح ( ، مه معادنح ) مٕم 

       (     ) 

    ( )(   ) 

                 

 

 Complex line integralالحكاملات الخطٍة العقذٌــة     

Previous lecture , 
Complex function        ( )   (   )     (   ) 

 

Since ,           

Let ,                                 ,or                  

∫  ( )   
 

∫ (    )(      )
 

 

 

    ∫  ( )   
 

∫     ∫      
 

∫      
 

∫    
  

 

 

 

 

 

Example 1   Evaluate the integral  ∫ (      )                 (   )

(   )
 

Solution  

∫ (      )      

(   )

(   )

∫ (      )(      )   

(   )

(   )
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 ∫      ∫         

(   )

(   )

∫        ∫       

(   )

(   )

(   )

(   )

   

(   )

(   )

 

                     

          

Substitute in integration equation  

∫ (      )      ∫     ∫          

 

 

∫        ∫       

 

 

 

 

   

 

 

(   )

(   )

 

 
  

 
|
 

 

 
    

 
|
 

 

    | 
   

   

 
|
 

 

 

∫ (      )      (
 

 
 

 

 
)  (

    

 

(   )

(   )

 
  

 
)   (       (

   

 
 

 

 
) 

∫ (      )      
   

 

(   )

(   )

  
  

 
 

َانزْ ٔسمّ  " َسٕطا "   كذَال تمرغٕش َاحذ نىقم        َ    : ٔمكه انرعثٕش عه انمرغٕشٔه   ملاحظة

 كما مُضح فٓ انمثال انرانٓ .    َ    تٕه انمرغٕش  

Example 2   Evaluate the integral  ∫       
 

 where C is striaght 

line joining the points   (   )  (   ) ,where         ( )   ( )    ( ) 

Solution  

                                     (    )        "straight line equation" 

        
     

     
 

   

   
 

 

 
 

  
 

 
 

    
 

 
(   ) 
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 ) حسة ماَسد فٓ انسُال ( َعهًٕ ٔمكه ان وفرشض :     ٌما دانرٕه نهمرغٕش      ،      َمه انُاضح ان

Let ,                  then           

                ( )                           

            

Or ,  

   (   )   

Now ,  

∫      ∫(     )  (   )  

 

 

 

 

 

                    (   )∫(           )  

 

 

 

                    (   )∫(        )  

 

 

   

∫      (   ) [   
 

 
   ]|

 

 

 (   )(   
 

 
) 

 

 

∫      
 

 
  

  

 
 

 

 

Activity : 

 If we choose    
 

 
               … continue  

  

Example 3   Evaluate the integral  ∫       
 

 where path equation   is 

         ( )                          
Solution 

 ( )       
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∫       

 

 ∫(     )(     )                     

 

 

 

                         
(     ) 

 
  
   

 
(   )

 
   

 
  

 
  

∫       

 

 
  

 
 

 

 
  

 Cauchy-Goursat theoremكوسسات    –وظشٌة كوشً 

دالة جحلٍلٍة فً كل  ( ) او ارا كاوث    على حذودها وكزلك   دالة جحلٍلٍة فً مىطقة ما   ( ) لحكه  

 فان :     بسٍط   وقطة على وداخل  مىحىً مغلق 

∮  ( )    

 

 

 

Example 4   If     is a circle | |      , prove that  ∮
  

   
    

 
 

Solution 

 ( )  
  

   
            

 

اط ، اْ ان انذانح ذحهٕهٕح ندمٕع انىق ذمثم وقطح اَ قطة ) شار (    

 خاسجٍا ذقع ) ولا         فٓ انمسرُِ انعقذْ عذا انىقطح

| |انذائشج   . انركامم ذساَْ صفش (  َعهًٕ فان قٕمح     

:  انذانح انعقذٔح ٌٓ    ملاحظــة 
  

   
 . كما مُضح فٓ انسؤال      
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Example 5   If     is  | |      , evaluate   ∫
 

   
   

Solution 

∫
 

   
    , not define at          not in   : | |      , hence       

∫
 

   
     

Example 6   Find the integral ∮
  

(   ) (    ) 
   where       is     | |      ,  

Solution 

 ( )  
 

(   ) (    )
    

(   )           

                          

  انذانح ذحهٕهٕح فٓ خمٕع وقاط انمسرُِ انعقذْ عذا انىقاطارن 

                         

 .صفش  جساويقٍمة الحكامل  َعهًٕ فانخاسج المىطقة َخمٕعٍا 

 (  Morera's Theoremوظشٌة موسٌشا    )     

 سٔمان َذىص عهّ الاذٓ :  –ٌَٓ عكس وظشٔح كُشٓ 

ٌُ مىحىٓ تسٕظ مغهق     حٕث        ( ) ∮َان     دانح مسرمشج فٓ انمىطقح   (z) اود  كأرا 

 .        دانح ذحهٕهٕح فٓ انمىطقح  ( ) عىذئز ذكُن  

 (  Louvelli's Theorem)       لٍوقٍلوظشٌة 

فٓ انمسرُِ انعقذْ  عىذئز    (   َمحذدج نكم قٕم   Entire functionدانح كهٕح )     (z) ارا كاود  

|( ) |دانح ذحهٕهٕح محذدج اْ ان   (z) دانح ثاترح اَ تعثاسج اخشِ ، افشض ان  (z) ذكُن    )  

 ٔدة ان ذكُن ثاترح .  (z) فٓ انمسرُِ انعقذْ انشامم ، ٔىرح رنك ان       ندمٕع قٕم   نثاتد ما  

 (  integral formulas Cauchy's )  صٍغ كوشً الحكاملٍة 

 ٔمكه ذقسٕمٍا انّ قسمٕه ٌما : 

 (   Simple poleراخ انقطة انثسٕظ )   (1)

  (   Multipole  poleراخ انقطة انمرعذد )   (2)
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َانحشكح عكس    اْ وقطح داخم     َداخهٍا َان     انثسٕظ   حىٓ عهّ انمى ذحهٕهٕح   (z) ارا كاود  

 عقشب انساعح ) ذكُن مُخثح ( فان : 

(1) ∮
 ( )

(    )
       ( )

 
 

(2) ∮
 ( )

(    )      
   

  
  ( )

 
 

   
 

   
∫

 ( )

(    )
   

            (           )

 

 

   
 

   
∫

 ( )

(    )
    

            (         )

 

 

Example 7   Evalute  ∮
  

(   )
              | |   

 
 

Solution  

     

∮
  

(   )
       (

 

  ) 

 ( )=         (  )          

∮
  

(   )
     

 

    

 

Example 8   Evalute  ∮
    

(   )
              | |   

 
   

 ( )                      (   )       (  ) 

∮
    

(   )
         (  )      

 

 

Example 9   Evalute  ∮
  

  
              | |   

 
   

 ( )                   (   )   ( )           

∮
  

  
      (  )     

 

 

Example 10   Evalute  
 

   
∮

  

   
                    ( ) | |      ( )  | |   

 
   

( ) | |    

              ( )       (  )      
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   ∮
  

   
      (  )

 
 

 

   
 

   
    (  )     

 

( ) | |    

 ، فان       وحسب نظرية كوشي كورسات 

 

                                  ∮
  

   
    

 
 

 

ُِ انعقذْ ماعذا ذحهٕهٕح فٓ خمٕع انمىاطق نهمسر    لان انذانح  

| |ىٓ حمىنَانرٓ ذقع خاسج ا            . 

 

Example 11   Evalute  ∮
     

    ⁄
                      | |   

 
 

 

Solution  

     ⁄      ( )         
 

  ( )      (  ⁄ )  (
 

 
)
 

 
 

  
 

 

∮
    

 

    (   ⁄ )
  

 

    (
 
  

)  
 

  
  

 
 

Example 12   Evalute  ∮
             

(   )(   )
                      | |   

 
 

 

Solution  
 

(   )(   )
 

 

   
 

 

   
 

 

   
 

 

   
 

 

∮
             

(   )(   )
   

 

∮
             

(   )
   

 

∮
             

(   )
  

 

 

 
 

 ( )                                  
 

 (  )      ( )
 
     ( )

 
   

 (  )      ( )
 
     ( )
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Then,  

 

∮
             

(   )(   )
   

 

    (    )      

 

 .     داخم انمىحىٓ         ،          لان  
 

Example 13   Evalute  ∮
    

(   ) 
   

 
 

 

Solution  

Since   

∮
 ( )

(    )
   

   
   

  
  (  )

 

 

 
 

∮
 ( )

(    )
   

   
   

  
   (  )

 

 

 

 ( مه انمشاخ َعهًٕ ،    مشرقح انذانح نــ )          ما تذاخم اانذائشج ذمثم 

 ( )(  )                                

                         
                
 

∮
    

(   ) 
   

   

       
       

 

   

  

 
 

Example 13   Evalute  ∮
  

(   ) 
     

 
where       is a circle   | |    

 

Solution  

 ( )                          

∮
 ( )

(    )
   

   
   

  
  (  )

 

 

 

 ( )( )             ( )(  )   ( )(  )       
 

    ∮
   

(   ) 
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Example 14   Evalute  ∮
   

  
     

 
where       is a circle   | |    

 

Solution  

                         ( )        

  ( )            ( )             (  )    ( )     

∮
   

  
   

   

   
(  )     

 

 

∮
   

  
      

 

 

 


