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الفصل الاول نموذج البرمجة الخطية  Linear Programming Model             

LPتعريف البرمجة الخطية  
اسلوب رياضي لتوزيع مجموعة من الموارد المحدودة على عدد من الحاجيات المتنافسة على هذه الموارد ضمن مجموعة من القيود والعوامل الثابتة بحيث يحقق هذا التوزيع امثل نتيجة ممكنة.

الغاية من تطبيق اسلوب البرمجة الخطية هي الوصول الى حل نموذج البرمجة الخطية وهي اداة لايجاد الامثلية (تعظيم او تقليل) دالة الهدف تخضع الى مجموعة من المتباينات والمعادلات تعرف بالقيود .
 دالة الهدف: ربما تكون ربح او كلفة او طاقة استعابية او انتاج ...
القيود: تكون متطلبات السوق او معدات انتاج او طاقة خزن او توفير المواد الاولية ....   
يمكن تعريف نموذج البرمجة الخطية LPM
هو عبارة عن مجموعة من المعادلات والمتباينات بالإضافة الى دالة الهدف 

Elements of a LP model عناصر نموذج البرمجة الخطية                      
       
1- Objective ( goal ) الهدف وتحقيق الامثلية  
2- Decision variables  متغيرات القرار المطلوب منا تحديد قيمه عند حل النموذج 
3- Constraints  القيود المطلوب تنفيذها        
4- Non negative constraint الشرط اللاسالب

The general form of linear programming صياغة نموذج البرمجة الخطية
لتكن   xn ,…,x1 متغيرات القرار التي تعظم او تقلل قيمة دالة الهدف Z  
      
Max. or Min. Z= C1 X1 +C2 X2 +......+ Cn Xn     	
Subject to:
a11 X1+  a12 X2  + ….. + a1n Xn  ( ,  , ) b1   
a21 X1+  a22 X2  + ….. + a2n Xn  ( ,  , ) b2  
.               .                       .                      .
.               .                       .	             .
am1 X1+  am2 X2  + ….. + amn Xn  ( ,  , ) bm 

      Xj   0 , were j= 1,2,3,…,n

ممكن كتابة النموذج اعلاه بصورة مبسطة كما يلي :
Max. or Min. Z=
Subject to 
   ( ,  , ) bi    ,  i=1,2,…,m
      Xj   0 , were j= 1,2,3,…,n
بحيث 
Cj:   تمثل ربح او كلفة 
bi  : i تمثل كمية الموارد المحدودة لتحقيق قيد معين من نوع  
aij      :  j  لكل وحدة واحدة من النشاط      i كمية الموارد المطلوبة توفيرها من  


Expresse  the LP model in canonical form كتابة نموذج البرمجة الخطية بالصيغة القانونية  

Max. Z=
Subject to 
     bi    ,  i=1,2,…,m
      Xj   0 , were j= 1,2,3,…,n
 
1- جميع متغيرات القرار   مقيدة بالاشارة  
Max.اذا كانت دالة الهدف   جميع القيود من نوع اقل    2- 
3- جميع القيود من نوع اكبر اذا كانت دالة الهدف Min.

Ex1/ 
معمل ينتج نوعين من المنتوج  ( الكراسي , المناضد ) كمية الخشب المتوفرة هي 400 وحدة من الخشب و450 ساعة عمل , عمل الكرسي الواحد يتطلب 5 وحدات من الخشب و10 ساعة عمل وربحه 45 $ بينما عمل المنضدة الواحدة تتطلب 20 وحدة من الخشب و10 ساعة عمل وربحه 80 $ . المطلوب صياغة نموذج رياضي بحيث تحقق اكبر ربح ممكن
Ex2 /
صاحب حرفة بسيط استاجر 5 عمال ماهرين و10 عمال شبه ماهرين  لعمل نموذجين ,  نموذج فاخر (جيد)  ونموذج عادي . النموذج الجيد يتطلب ساعتين عمل من قبل العمال الماهرين وساعتين من قبل العمال شبه ماهرين , اما النموذج العادي يتطلب ساعة عمل من قبل العمال الماهرين و3 ساعات من قبل شبه ماهرين وبسبب قوانين  نقابة العمال لايزيد عمل الايدي العاملة اكثر من 8 ساعات يوميا ,علما الربح الصافي لنموذج الجيد هو 10 $ وربح نموذج العادي 8 $ 
صغ نموذج لهذه المشكلة 
Ex3/
يتم انتاج اربع منتجات بصورة متتابعة على ماكنتين والجدول التالي يبين الوقت المطلوب لكل وحدة منتجة على الماكنتين مقدرة بالساعة



		
	النوع1
	النوع2
	النوع3
	النوع4

	م1
	2
	3
	4
	2

	م2
	3
	2
	1
	2



اذا علمت التكلفة الكلية لانتاج كل وحدة معتمدة على التكاليف المباشرة لوقت عمل الماكنة وان كلفة عمل م1 تبلغ ب10 دنانير وكلفة عمل م2 تبلغ 15 دينار , عدد الساعات الكلية المخصصة للمنتوجات الاربعة على الماكنتين بلغت 500 و350 ساعة عمل على التوالي . اما سعر البيع الوحدة الواحدة فهو على الترتيب 65, 70 , 55 , 45 دينار صغ المسألة بصورة نموذج برمجة خطية لتعظيم الربح الصافي .
Sol.
Let  X 1    تمثل عدد الوحدات للمنتج الاول 
X 2    تمثل عدد الوحدات للمنتج الثاني 
 X 3    تمثل عدد الوحدات للمنتج الثالث 
X 4    تمثل عدد الوحدات للمنتج الرابع 		 
الربح الصافي = سعرالبيع – كلفة الانتاج 
C1 = 65 – (10 2 +15  3 ) =65 – 65=0
C2 = 70 – (10  3 + 15 2) =70- 60=10
C3= 55 – (10  4 + 15 1) = 55-55=0
C4 = 45 – (10  2 + 15 2) = 45- 50=-5
Max. Z= 10 X2  -5X4	دالة الهدف تعظيم ارباح المنتوج
s.to:
2X1  + 3 X2 + 4X3 + 2 X4   500  القيد الاول ساعات عمل المنجات الاربعة على م1  
3X1  + 2 X2 + 1X3 + 2 X4   350 القيد الثاني ساعات عمل المنجات الاربعة على م2  
X1 ,  X2 , X3  , X4  0 الشرط اللاسالب  
	
Ex4/
تقوم احدى منشأت وزارة التجارة بوضع خطة استيراد ثلاث انواع من السلع لغرض تسويقها في السوق المحلي علما ان نفقات الشراء والنفقات الاخرى وضحت في الجدول التالي 
	النفقات
	السلعة1
	السلعة2
	السلعة3
	المبالغ المخصصة

	نفقات تسويق
	2
	2
	1
	مساوية ل اربعين الفا  

	نفقات ادارية
	2
	1
	2
	على الاقل (حد ادنى) ثلاثين الفا

	نفقات متنوعة
	4
	2
	2
	على الاكثر (حد اعلى) مئة الفا


علما ان سعر الشراء على السلع ( 8 ,6 , 4 ) على التوالي ,  المطلوب تحديد الحجم الامثل للاستيراد والذي يحقق اقل كلفة ممكنة .

Sol.
Let X1 يمثل عدد الوحدات السلعة 1	
 X2 يمثل عدد الوحدات السلعة 2  	
X3 يمثل عدد الوحدات السلعة 3  	
Min. Z = 8X1  + 6X2 + 4X3	دالة الهدف لتخفيض تكاليف الشراء
s.to:
2X1  + 2 X2 + X3 = 40000   القيد الاول نفقات التسويق 
2X1  +  X2 + 2X3  30000    القيد الثاني نفقات ادارية
4X1  +  2X2 + 2X3  100000    القيدالثالث نفقات متنوعة
X1 ,  X2 , X3  0 الشرط اللاسالب  

Ex5/
ينتج معمل نوعين من الابواب الزجاجية النوع الاول باطار المنيوم يكلف انتاجه 16 وحدة نقدية ويباع بسعر 18 وحدة نقدية والنوع الثاني بأطار خشبي يكلف انتاجه 9 وحدة نقدية ويباع بسعر 10 وحدة نقدية , الطلب على الابواب الخشبية الاطار هي 10 كحد اعلى ويحتاج كل نوع على قطعة زجاجية واحدة ذات نفس القياس وعدد القطع المتوفرة في المخزن لا تزيد عن 18 قطعة وقت كبس الالمنيوم لكل باب هو 2 ساعة عمل ووقت كبس الخشب لكل باب هو 5 ساعة عمل  وقت العمل المسموح هو 60 ساعة عمل كحد اعلى .
اوجد العدد الامثل من انتاج النوعين الذي يحقق اعظم ربح
Sol. 
Let X1      يمثل عدد الوحدات المنتجة من ابواب المنيوم	
X2 يمثل عدد الوحدات المنتجة من الواب الخشبية  	
C1 = 18 -16=2   الربح النوع الاول = سعر البيع – كلفة الانتاج
C2 =10 – 9=1 الربح النوع الثاني = سعر البيع – كلفة الانتاج  
Max. Z = 2X1  + X2 دالة الهدف لتعظيم الارباح
s.to:
 X1  + X2    18   قيد الاول عدد القطع الزجاجية 	
2X1  + 5X2   60   قيد الثاني وقت كبس نوعين من الابواب 	
             X2	 10 قيد الثالث طلب على ابواب الخشب
   X 1  , X 2    0 الشرط اللاسالب   

تعاريف مهمة 
Solution الحل
هو اي حل يمكن الوصول اليه في مجموعة من المعادلات
Feasible solution  الحل المقبول ( الممكن)  
هو الحل الذي يمكن ايجاده بعد التوصل الى الحل في الحالة الاولى ,
 وهو الحل الذي يحقق كافة القيود والشرط اللاسالب
Feasible region منطقة الحل
منطقة مجموعة الحلول المقبولة التي تحقق كافة القيود 
Basic solution الحل الاساسي
 هو الحل الذي نحصل عليه لm  من المتغيرات الأساسية( Si )عند جعل المتغيرات الغير أساسية( xj )تساوي صفر 
Degenerate  solution  ( ( مفكك  حل منحل 
هو الحل الذي يكون فيه على الاقل احد المتغيرات الاساسية يساوي صفر  
Optimal solution الحل الامثل
هو الحل الذي يمكن اي ايجاده بعد التوصل الى الحل المقبول ,
هو الحل الذي يحقق القيود كافة بوجود دالة الهدف .

Solution of  Linear Programming  problems  حل مشاكل البرمجة الخطية
حل نموذج البرمجة الخطية باستخدام
 Graphical method 1- طريقة الرسم البياني 
تتميز طريقة الرسم البياني لحل مشكلة البرمجة الخطية بالسهولة والوضوح والسرعة , الا اننا لا يمكننا الحصول على الحل بيانيا للمشكلة الا اذا كان هناك متغيران فقط , تعتمد طريقة الرسم البياني على تحديد منطقة نقاط الحلول المقبولة ومن خلال الحلول يمكن نقارن الارباح والايرادات او التكاليف عند هذه الحلول المقارنة ثم اختيار النقطة التي تحقق احسن قيمة لدالة الهدف.
  
خطوات حل نموذج البرمجة الخطية :
1- كتابة نموذج البرمجة الخطية رياضيا ( تحديد دالة الهدف ومتغيرات القرار والقيود ) 
2- كتابة القيود على شكل معادلات
3- حساب قيم المتغيرات 
4- رسم وتحديد منطقة الحل 
Max. Z= 40X1 + 100X2 
S.to:
12X1 +  6X2  3000
4X1 +  10X2  2000
2X1 +  3X2  900
X1  , X2  0
From (1)    12X1 +  6X2 = 3000
	X1
	X2

	0
	500

	250
	0



From (2)     4X1 +  10X2 = 2000
	X1
	X2

	0
	200

	500
	0



From (3)     2X1 +  3X2 = 900
	X1
	X2

	0
	300

	450
	0



[image: ]



منطقة الملونة هي منطقة حل المقبول و روؤسها هي 
(0,0), (0,200), a1 ,(250,0)
ايجاد احداثي a  من حل معادلتي الخطين المتقاطعين انيا  
12X1 +  6X2 = 3000…(1)
-12X1 -  30X2 = -6000…(2)
-24 X2 = -3000  X2 =  =125  X1 =187.5  
a1 (187.5,125)	 
Max. Z= 40X1 + 100X2
Z(0,0)=0
Z(0,200)= 40(0) + 100(200) =20000 The optimal solution
Z(187.5,125)= 40(187.5) + 100(125) =20000 The optimal solution
Z(250,0)= 40(250) + 100(0)=10000 
Then any point between (0,200) and (187.5,125) can be taken as an optimal solution 
اي نقطة يمكن ان تؤخذ على انها الحل الامثل
هذا النوع من الحلول يعرف تعدد الحلول المثلى Alternative Solution  

 
Ex.2
 Min. Z = 6000  X 1   + 4000 X 2   
1000 X 1  + 3000 X 2   24000 
 1000 X 1  + 1000 X 2   16000 
6000 X 1  + 2000 X 2   48000        
       X 1                          30  
                X2               30 
From (1)                            From (2)                                   

	X 1
	X2

	0
	8

	24
	0


	X 1
	X2

	0
	16

	16
	0



From (3)
	  X 1
	X2

	0
	24

	8
	0



	

		
From4 (x1)رسم خط مستقيم عمودي يقطع محور  
X 1   =  30   
 From5 (x2) رسم خط مستقيم افقي يقطع محور  
 X2     =30
 [image: ]
منطقة الملونة هي منطقة حل المقبول و روؤسها هي 
 (30,30),(0,30),(0,24), a1 , a2 ,(24,0),(30,0)
a1  ناتجة من تقاطع معادلة القيد 2 و3
2000 X1  + 2000 X2  = 32000 … (2)
-6000 X1  - 2000 X2  = -48000 …(3)
-4000 X1  = -16000  X1  = 4 
X2  =  =12  a1 (4,12)
a2  ناتجة من تقاطع معادلة القيد 1و2 
1000 X 1  + 3000 X 2  = 24000  …(1)
-1000 X 1  - 1000 X 2  = -16000 … (2)
2000 X 2  = 8000 	 X 2 = 4
X1 = 12  a2  (12,4)
Solution region
Min. Z = 6000  X 1   + 4000 X 2   
Z(24,0)= 6000(24) +4000(0) =144000
Z(0,24)= 6000(0) + 4000(24)=96000
Z(30,0)=6000(30) +4000(0)=180000
Z(0,30)=6000(0) +4000(30)=120000
Z(12,4)=6000(12)+4000(4)=88000
Z(4,12)=6000(4)+4000(12)=72000 the optimal solution
Z(30,30)=6000(30)+4000(30)=300000

Ex.3
Max. Z= 2 X1 + 3 X
X1 + 2 X2  10  
X1 +  X2  6  
X1 -   2X2  1 
	X 1
	X2

	0
	5

	10
	0


       X 1  , X 2    0   
	X 1
	X2

	0
	6

	6
	0


       From (1)                    From (2)                       From (3)
	X 1
	X2

	0
	

	1
	0








	


		
[image: ]
منطقة الملونة هي منطقة حل المقبول و روؤسها هي 
(0,5), a1 , a2 ,(1,0) ,(0,0)
a1 ناتجة من تقاطع معادلة القيد 1و2
 X1 + 2 X2 = 10  …(1)
-X1 -    X2 = - 6  …(2)
X2  = 4    X1   = 2  (2,4)
  a2 ناتجة من تقاطع معادلة القيد 2و3
X1 +  X2 =  6  …(2)
-X1+ 2X2  = -1…(3)
3 X2  =5  X2 =    X2 = 1.67
X1  = 4.33  a2 (4.33 ,1.67)
Solution region
Max. Z= 2 X1 + 3 X2
Z(0,0)=2(0)+3(0)=0
Z(0,5)=2(0)+3(5)=15
Z(1,0)=2(1)+3(0)=2
Z(2,4)=2(2)+3(4)= 16 the optimal solution
Z(4.33 ,1.67) =2 (4.33) +3(1.67) =13.67
الحل الامثل
Z=16 when x1 =2 and x2 =4






الحالات الخاصة في البرمجة الخطية في الطريقة البيانية:
1 – التفكك او التفسخ Degeneracy  
احد القيود لا  يؤثر على  الحل او تكون احدى قيم xj=0
2- وجود أكثر من حل بديل  Alternative Solution  
تكرار في قيمة المثلى لدالة الهدف 
3 –لا توجد منطقة حل  Infeasible Solution 
لاتوجد منطقة حل  مشتركة لكل  القيود
4 -منطقة حل غير محددة  Unbounded Space Solution
تكون منطقة الحل غير محددة ومفتوحة 

Slack, Surplus, and Unrestricted Variables  متغيرات الركود , الفائضة و غير مقيدة بالاشارة	 

-Slack variable (S)
- اذا كانت اشارة القيد اقل اويساوي فيضااف الى الطرف الايسر متغير راكد ( وهمي ) يمثل الكمية الغير مستخدمة من المواد الاولية المتوفرة
 كمية المواد الاولية المستخدمة في الفعاليات المختلفة  اقصى كمية يمكن توفيرها
Ex.1/  X1 +  4X2  8
X1 +  4X2 + S1 = 8  , S1 0
-Surplus variable (S)
- اذا كانت اشارة القيد اكبر او يساوي نطرح من الطرف الايسر متغير فائض يمثل الزيادة في الطرف الايسر عن الحد الادنى من المتطلبات 
كمية المواد الاولية المستخدمة في الفعاليات المختلفة  ادنى  كمية يمكن توفيرها


Ex.2/ -4 X1 + 2X2  20 
  -4 X1 + 2X2  - S2 = 20   , S2 0
-Unrestricted Variables
- اذا احد المتغيرات غير مقيد بالاشارة في الشرط اللاسالب 
  X2  0 , X1  unrestricted 
Let X1 = X1- X1    where X1, X1 0
مثال فقط لتوضيح 
عندما يكون احد المتغيرات غير مقيد بالإشارة  
ليكن X1 = -5 
نفرضX1 =0 and X1 =5 , where X1, X1 0
 X1 = X1- X1   X1 = 0 – 5 =-5


او
ليكن X1 = 3 
نفرضX1 =3 and X1 =0 , where X1, X1 0
 X1 = X1- X1   X1 = 3– 0=3
The Standard form of Linear Programming model الصيغة القياسية لنموذج البرمجة الخطية
من شروط الصيغة القياسية هي
1- كتابة القيود باستثناء الشرط اللاسالب على شكل معادلات 					
2- الكمية المتوفرة بالطرف الأيمن bi  (اكبر او يساوي صفر)
3- متغيرات القرار مقيدة بالاشارة 
(Max. or Min. ) 4- دالة الهدف تكون اما من نوع تعظيم او تصغير



Ex.1 / express the canonical LP model in the standard form.
Max. Z=
Subject to 
     bi    ,  i=1,2,…,m
      Xj   0 , were j= 1,2,3,…,n  
Sol.
Max. Z=
Subject to 
   + Si =  bi    ,  i=1,2,…,m
      Xj   0 , were j= 1,2,3,…,n  
Si  0 , were i = 1,2,3,…,m  

Ex.2/ express the following LP model in standard form
Max. Z=2X1 + 3X2 + 5X3
s.to:
(  X1 + X2  -X3  -5 ) -1  -X1 - X2  +X3  5    
-6X1 + 7X2 -9X3   4
X1 + X2 +X3  10
X1  , X2  0, and X3 unrestricted
Sol.
Let X3 = X3- X3 where X3, X3 0
Max. Z=2X1 + 3X2 + 5 (X3- X3 )
s.to:
-X1 - X2 + (X3- X3 ) + S1 = 5
-6X1 + 7X2 - 9 (X3- X3 )  + S2 = 4
X1 + X2 + (X3- X3 )  - S3 =10
X1  , X2 , X3, X 0 
S1 , S2 ,S3  0
(H.W) 
Express the following LP model in standard form
1- Min. Z=3X1 - 2X2 + X3
s.to:
2 X1 -3 X2 + X3   6 
4X1  - 2X2        4
-8X1 + 4X2 +3X3 = -8
X1  , X2  0, and X3 unrestricted

2- Max. Z=3X1 + 2X2 + 5X3
s.to:
2 X1 -3 X2       3 
X1  + 2X2 + 3X3   5
3X1         +2X3  2
X1  , X2  0, and X3 unrestricted

Simplex method 2- طريقة السمبلكس  
وهي عبارة عن اسلوب تكراري لتحليل مشاكل البرمجة الخطية ويعتمد هذا الاسلوب على اختيار المتغيرات ذات التأثير على كل من دالة الهدف والقيود وتهمل المتغيرات الاخرى التى لاتؤثر على دالة الهدف والقيود .
طريقة السمبلكس : اسلوب رياضي ذات كفاءة عالية في ايجاد الحلول المثلى  لمسائل البرمجة الخطية 

خطوات حل طريقة السمبلكس 
 1- كتابة النموذج البرمجة الخطية بالصيغة القياسية و تمثيل البيانات الموجودة بالنموذج على شكل جدول
2- تحديد المتغير(الغير اساسي) الذي سيدخل الى الحل (تحديد العمود المحوري)
 اذا كانت الدالة تعظيم نختار(Z = Cj – Zj) يتم على اساس قيم صف دالة الهدف  # 
المتغير صاحب اعلى قيمة موجبة في صف , اما اذا كانت الدالة تصغير نختار اكبر رقم ذو اشارة سالبة .
اذا وجدت اكثر من قيمة متساوية يتم اخذ اي واحدة منها.
3- تحديد المتغير الخارج من  المتغيرات الاساسية الذي سيخرج من الحل (تحديد الصف المحوري) 
# ويتم عن طريق قسمة قيم عمود الكميات على قيم عمود المحوري(المتغير الداخل)  واقل قيمة موجبة من ناتج القسمة يعرف بالعنصر المحوري والمتغير الاساسي الذي يقابله يكون متغير خارج  ويتم استبداله في الجدول اللاحق
# اهمال ناتجة القسمة اذا قيم سالبة او لا نهاية
4- جعل العنصر المحوري يساوي واحد بقسمة قيم الصف المحوري على قيمة العنصر المحوري 
5- اتباع خطوات الصف لتصفير القيم التي تقع فوق او اسفل العنصر المحوري 
# ضرب معاملات الصف المحوري بنظير العدد المطلوب تصفيره ثم اضافته الى معاملات صف العدد 
# تكرار الخطوة السابقة لتصفير القيم التي تقع فوق او اسفل العنصرالمحوري
6- يتوقف الحل اذا 
# اصبحت معاملات المتغيرات الغيرالاساسية في صف دالة الهدف صفر او سالبة اذا كانت الدالة تعظيم 
# اصبحت معاملات المتغيرات الغير الاساسية في صف دالة الهدف صفر او موجبة اذا كانت الدالة تصغير

Ex. 1/ for the following LP problem find the optimal solution by simplex method.
 Max. Z = 7X1 + 5X2 
s.to:
2 X1 +  X2    100 
4 X1 + 3X2   240
  X1  , X2  0   
Sol.
Write the LP in standard formاولا : كتابة النموذج بالصيغة القياسية          





Max. Z = 7X1 + 5X2 + 0S1 + 0S2
s.to
2 X1 +  X2  + S1 = 100 
4 X1 + 3X2 + S2= 240
  X1  , X2 0,   S1, S2 0

Pivot column  العمود المحوري
Pivot row الصف المحوري      
Pivot element العنصر المحوري    
	T1
	Cj
	7
	5
	0
	0
	bi
	

	CB
	B
	X1
	X2
	S1
	S2
	
	

	0
	S1
	2
	1
	1
	0
	100
	50 min

	0
	S2
	4
	3
	0
	1
	240
	60

	Zj
	 0
	0
	0
	0
	Z=0

	Z = Cj – Zj
	7
	5
	0
	0
	




نحدد في الجدول الاول   المتغير الداخل للحل هو X1  لان معامله في صف Z اكبر رقم موجب وهو 7 , و المتغير الخارج من الحل S1 لان يقابل  اصغر ناتج قسمة قيم عمود bi على قيم عمود المتغير الداخل للحل .
والعنصر المحوري لايساوي واحد لهذا نقسم الصف المحوري على 2  وسيكون الصف الاول في الجدول الثاني كما يأتي 
الصف المحوري S1 =(;;;;) =(1;  ;;0;50); =X1  in T2

نصفر معامل X1  في القيد الثاني  وذلك بضرب الصف المحوري بنظير معامل X1 المراد تصفيره ويضاف الى قيم القيد الثاني 
	T2
	Cj
	7
	5
	0
	0
	bi
	

	CB
	B
	X1
	X2
	S1
	S2
	
	

	7
	X1
	1
	
	
	0
	50
	100

	0
	S2
	0
	1
	-2
	1
	40
	40 min.

	Zj
	7
	
	
	0
	Z=350

	Z = Cj – Zj
	0
	
	
	0
	



S2 = - 4 (1;  ;;0;50) +(4; 3; 0; 1; 240) 
      =(0;1;-2;1;40) ; in T2
حساب قيم صف Zj وقيمة Z في الجدول الثاني بالشكل الاتي

Zj = ( 7, 0 )  
         =( 7;  ;;0  ) ; in T2	
Z =  (7,0 )  )= 350
نستمر بالحل لوجود قيمة موجبة في صف دالة Z
 في الجدول الثاني المتغير الداخل للحل هو X2 لان يقابل قيمة   موجبة في صف Z , و المتغير الخارج هو S2 لان يقابل اصغر ناتج قسمة قيم عمود bi  على قيم عمود المتغير الداخل للحل .
العنصر المحوري =1 , لهذا  نصفر معامل  X2   في القيد الأول بضرب الصف المحوري بنظير معامل X2 وهو  ثم اضيف الى قيم القيد الأول 
X1 =   (0; 1;-2;1;40)  + (1;;;;50) 
      =  (1;0; ;;30) ; in T3
	T3
	Cj
	7
	5
	0
	0
	bi

	CB
	B
	X1
	X2
	S1
	S2
	

	7
	X1
	1
	0
	
	
	30

	5
	X2
	0
	1
	-2
	1
	40

	Zj
	7
	5
	
	
	Z=410

	Z = Cj – Zj
	0
	0
	
	
	


لحساب قيم صف Zj وقيمة Z  في الجدول الثالث 
Zj = ( 7, 5 )
    =( 7;5;  ;) ; in T3
    Z = (7,5)  )	= 210 + 200=410

  يتوقف الحل لان قيم صف دالة الهدف Z  0 والحل الأمثل هو
Z=410 , X1= 30 and X2 = 40
   S1 =   S2 =0

Ex. 2 
مثال للاطلاع فقط  )توضيح خطوات الحل عندما تكون نوع الدالة min. وجميع القيود من النوع اقل اويساوي) 
Min. Z=-6X1 + 10X2  -4X3
s.to:
 X1 + X2  + X3   100 
X1  + X2        50
X1         +2X3  70
X1  , X2 , X3  0 
Sol.
كتابة النموذج بالصيغة القياسية
Min. Z=-6X1 + 10X2  -4X3 +0S1+0S2+0S3
s.to:
 X1 + X2  + X3  +S1 =100 
X1  + X2      + S2 =50
X1         +2X3 + S3 = 70
X1  , X2 , X3 0 ,   S1, S2 , S3 0
	T1
	Cj
	-6
	10
	-4
	0
	0
	0
	bi
	

	CB
	B
	X1
	X2
	X3
	S1
	S2
	S3
	
	

	0
	S1
	1
	1
	1
	1
	0
	0
	100
	100

	0
	S2
	1
	1
	0
	0
	1
	0
	50
	50 min.

	0
	S3
	1
	0
	2
	0
	0
	1
	70
	70

	Zj
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	Z=0

	Z = Cj – Zj
	-6
	10
	-4
	0
	0
	0
	


الدالة من نوع تصغير min. 
لهذا المتغير الداخل X1 للحل  لان معامله في صفZ  اكبر رقم يحمل إشارة سالبة 
والمتغير الخارج وهو S2  لان يقابل اصغر ناتج قسمة قيم عمود bi على قيم عمود المتغير الداخل للحل 
العنصر المحوري يساوي واحد , نقوم بتصفير معامل  X1 في القيد الأول وذلك بضرب الصف المحوري بنظير معامل  X1 وهو -1  ثم اضيف الى قيم القيد الاول  وهكذا بالنسبة الى تصفير معامل  X1 في القيد الثالث, كما يأتي .
S1 = -1(1;1;0;0;1;0;50) +  (1;1;1;1;0;0;100) =(0;0;1;1;-1;0;50) ; in T2
S3 = -1(1;1;0;0;1;0;50) +  (1;0;2;0;0;1;70) =(0;-1;2;0;-1;1;20) ; in T2
	
	T2
	Cj
	-6
	10
	-4
	0
	0
	0
	bi
	

	CB
	B
	X1
	X2
	X3
	S1
	S2
	S3
	
	

	0
	S1
	0
	0
	1
	1
	-1
	0
	50
	50

	-6
	X1
	1
	1
	0
	0
	1
	0
	50
	∞

	0
	S3
	0
	-1
	2
	0
	-1
	1
	20
	10min.

	Zj
	-6
	-6
	0
	0
	-6
	0
	Z=-300

	Z = Cj – Zj
	0
	16
	-4
	0
	6
	0
	







لحساب صف Zj في  الجدول 2
Zj = (0,-6,0)    
      = (-6, -6 ,0 ,0 ,-6 ,0)	; in T2
Z = (0,-6,0)  = -300
 نستمر بالحل لان توجد قيم سالبة في صف Z  ,نحدد المتغير الداخل للحل وهو X3 والمتغير الخارج من الحل وهو S3
العنصر المحوري لايساوي 1 نقسم الصف المحوري على 2 
 الصف المحوريS3 = ( ;  ;  ; ;  ; ;  ) = ( ;  ; 1; 0 ;  ; ; 10)  ;=X3 in T3

	T3
	Cj
	-6
	10
	-4
	0
	0
	0
	bi

	CB
	B
	X1
	X2
	X3
	S1
	S2
	S3
	

	0
	S1
	0
	
	0
	1
	
	
	40

	-6
	X1
	1
	1
	0
	0
	1
	0
	50

	-4
	X3
	0
	
	1
	0
	
	
	10

	Zj
	-6
	-4
	-4
	0
	-4
	-2
	Z= - 340

	Z = Cj – Zj
	0
	14
	8
	0
	4
	0
	



S1 = - 1( ;  ; 1; 0 ;  ; ; 10) +
    ( 0, 0 ,1 ,1 ,-1 ,0, 50 ) 
    = (0,  ,0 ,1, ,  , 40) ; in T3

نجد صف Zj وقيمة Z  وقيم صف  Z


يتوقف الحل لان قيم صف دالة الهدفZ0   موجبة وصفر , والحل الأمثل هو 
min.Z= -340 
X1=50 , X3 =10  and X3=0
S1=40 and S2= S3=0
Ex. 3 /
Max . Z=3X1 + 4X2 + 2X3
s.to:
 X1 + X2  + X3   10 
2X1  + 3X2        15
2X1        + 5X3  20
X1  , X2 , X3  0
كتابة النموذج بالصيغة القياسية 
Max . Z=3X1 + 4X2 + 2X3 + 0S1 + 0S2  + 0S3
s.to:
 X1 + X2  + X3  +S1 =10 
2X1  + 3X2      + S2 =15
2X1         +5X3 + S3 = 20
X1  , X2 , X3 0 ,   S1, S2 , S3 0
نوع الدالة هي تعظيم 
في الجدول الأول نحدد المتغير الداخل للحل وهوX2 لان معامله في صف  Z اكبر رقم موجب , و نحدد المتغير الخارج من الحل وهو S2 لان يقابل اصغر ناتج قسمة قيم عمود bi على قيم عمود المتغير الداخل 

	T1
	Cj
	3
	4
	2
	0
	0
	0
	bi
	

	CB
	B
	X1
	X2
	X3
	S1
	S2
	S3
	
	

	0
	S1
	1
	1
	1
	1
	0
	0
	10
	=10

	0
	S2
	2
	3
	0
	0
	1
	0
	15
	=5 min.

	0
	S3
	2
	0
	5
	0
	0
	1
	20
	∞

	Zj
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	Z=0

	Z = Cj – Zj
	3
	4
	2
	0
	0
	0
	








العنصر المحوري لايساوي 1 لهذا نقسم صف المحوري على 3 سيكون قيم صف المحوري في الجدول الثاني كما موضحة ادناه
الصف المحوري    S2 =(;;;;) =(;1;0;0;) = X2 in T2
نصفر معامل X2 في القيد الأول وذلك بضرب الصف المحوري بنظير معامل X2 وهو -1 واضيف الى قيم القيد الأول 
S1= – 1(; 1;0;0;) +( 1;1;1;1;0;0;10) = (;0;1;1;;0;5) ; in T2
ولحساب قيم صف Zj و قيمة Z في الجدول الثاني
Zj = (0 4 0)  
         Zj = ( 4 ; 4 ; 0; 0 ;  ; 0 ) ; in T2
       Z=(0 4 0 ) = 20 ; in T2

	T2
	Cj
	3
	4
	2
	0
	0
	0
	bi
	

	CB
	B
	X1
	X2
	X3
	S1
	S2
	S3
	
	

	0
	S1
	
	0
	1
	1
	
	0
	5
	=5

	4
	X2
	
	1
	0
	0
	
	0
	5
	∞

	0
	S3
	2
	0
	5
	0
	0
	1
	20
	=4 min.

	Zj
	4
	4
	0
	0
	
	0
	Z=20

	Z = Cj – Zj
	-1
	0
	2
	0
	
	0
	









نستمر بالحل لان توجد قيمة موجبة 2 في صف دالة الهدف Z سيكون المتغير الداخل للحل هو X3 , والمتغير الخارج من الحل هو S3 لان يقابل اصغر ناتج قسمة قيم العمود bi على قيم العمود الداخل للحل
الصف المحوري S3 = (;; ; ;;;) =(;0;1;0;0;;) ; = X3 in T3
نصفر معامل X3 في القيد الأول  وذلك بضرب الصف المحوري بنظير معامل X3 وهو -1 واضيف الى قيم القيد الأول 
S1 =-1(;0;1;0;0;;) + (;0;1;1;;0;5) = (;0;0;1;;;1) ; in T3

وحساب قيم صف Zj  وقيمة Z في جدول الثالث
Zj = (0  4  2)  
Zj = (   4   2   0     ) ; in T3
Z=(0  4  2 ) = 20 ; in T3
	T3
	Cj
	3
	4
	2
	0
	0
	0
	bi

	CB
	B
	X1
	X2
	X3
	S1
	S2
	S3
	

	0
	S1
	
	0
	0
	1
	
	
	1

	4
	X2
	
	1
	0
	0
	
	0
	5

	2
	X3
	
	0
	1
	0
	0
	
	4

	Zj
	
	4
	2
	0
	
	
	Z=28

	Z = Cj – Zj
	
	0
	0
	0
	
	
	











 يتوقف الحل لان  قيم صفZ  0 , والحل الأمثل  
Max . Z= 28 , X2 = 5 , X3 = 4 and X1 =0
S1 =1 and S2 = S3 =0
The use of Artificial variables to solve  the contraints of the type is greater or equal and equality 
استخدام المتغيرات الاصطناعية لحل قيود من النوع اكبر او يساوي والمساوات
حل النموذج باستخدام طريقة السمبلكس عندما تكون جميع  القيود من النوع  اقل او يساوي عند كتابة الصيغة القياسية
اضافة متغيرات الركود ) slack variables ( , اما في حالة وجود قيد اكبر او يساوي  نطرح متغير فائض     surplus variable ( ) من الطرف الايسر فان الحل الايتدائي المقبول عند قيم (Xj=0) تكون قيم bi سالبة وهذا يعارض مع الحل المقبول , لهذا السبب يضاف متغير اصطناعي  Artificial variable  بعد طرح متغير وهمي من الطرف الايسر كذلك عندما يكون القيد من النوع مساواة تضاف المتغير اصطناعي .
هناك طريقة للتخلص من المتغيرات الاصطناعية تعرف بطريقة   M - Big
تتلخص طريقة M الكبيرة كالاتي
1- كتابة نموذج البرمجة الخطية بالصيغة القياسية باضافة المتغير الركود لقيد من نوع اقل اويساوي اوطرح متغيرفائض ثم اضافة متغير اصطناعي Ri لقيد من نوع اكبر اويساوي  اما في قيد المساواة يضاف متغير اصطناعي. 
2- اضافة المتغيرات الاصطناعية الى دالة الهدف بمعامل  ( +M ) في حالة ( Min )  اما في حالة الدالة  Max بمعامل (- M ) 
Ex. 1/ for the following LP problem find the optimal solution by Big – M  method.
تنتج مؤسسة لصناعة الاكترونيات نوعين من المنتجات هماA  و B يتطلب انتاج كل منتج المرور في مرحلتين ,ويوجد لدى الشركة على الاقل 6 ساعات يوميا لاعمال المرحلة الاولى وايضا لايقل عن 4 ساعات في اليوم الواحد لاعمال المرحلة الثانية , يحتاج المنتج الاول A لكل وحدة واحدة من الوقت ( ,1 1) اما المنتج الثاني B لكل وحدة واحدة من الوقت ( 1, 3) . ترغب الشركة في تخفيض تكاليفها الكلية علما ان كلفة المنتج هي) (4,3
Let 
X1 يمثل عدد وحدات المنتجة من المنتج الاول 
X2 يمثل عدد وحدات المنتجة من المنتج الثاني 
Min. Z=3X1 + 4X2   
s.to:
 X1 + 3X2    6 
X1 + X2   4
X1  , X2  0
كتابة النموذج بالصيغة القياسية
 Min. Z=3X1 + 4X2  +0 S1 +0 S2 +M R1+M R2
X1 + 3X2  –S1 +R1  =6 
X1 + X2 – S2 +R2  = 4
X1  , X2  0 , S1, S2 ,R1 ,R2  0


	T1
	Cj
	3
	4
	0
	0
	M
	M
	bi
	

	CB
	B
	X1
	X2
	S1
	S2
	R1
	R2
	
	

	M
	R1
	1
	3
	-1
	0
	1
	0
	6
	=2min.

	M
	R2
	1
	1
	0
	-1
	0
	1
	4
	=4

	Zj
	2M
	4M
	-M
	-M
	M
	M
	Z=10M

	Z = Cj – Zj
	3-2M
	4-4M
	M
	M
	0
	0
	







ملاحطة : نتبع خطوات طريقة السمبلكس لحل النموذج  في حالة الدالة  min.
نحدد المتغير الداخل وهو X2  لان معامله اكبر رقم سالب مضروب ﺒM في صف دالة الهدف Z والمتغير الخارج هو R1 لان يقابل اصغر ناتج قسمة قيم عمود bi على قيم عمود المتغير الداخل, العنصر المحوري لايساوي واحد نقسم الصف المحوري على 3 كما مبنية ادناه
	 R1 = (  ;  ; ;    ;  ; ;  ) = (  ; 1 ; ; 0; ; 0 ; 2 )=X2	  in T2	
اصفر معامل X2  في القيد الثاني وذلك بضرب الصف المحوري بنظير معاملX2 وهو -1  ثم اضيف الى قيم القيد الثاني
R2 =-1(  ; 1 ; ; 0; ; 0 ; 2)+ (1;1;0;-1;0;1;4) = (; 0 ;  ;-1; ;1;2)  in T2
حساب قيم صف Zj  وقيمة Z في الجدول الثاني
Zj = ( 4  M )   = (  + , 4 , + ,-M ,  -  , M )
            Z=(4  M)= 8+2M






الصف الجديد= الصف المراد تصفيره – (العنصر المراد تصفيره\العنصر المحوري) الصف المحوري

	T2
	Cj
	3
	4
	0
	0
	M
	M
	bi
	

	CB
	B
	X1
	X2
	S1
	S2
	R1
	R2
	
	

	4
	X2
	
	1
	
	0
	
	0
	2
	23 =6

	M
	R2
	
	0
	
	-1
	
	1
	2
	=3min.

	Zj
	 +
	4
	+
	-M
	 - 
	M
	Z=8+2M

	Z = Cj – Zj
	  
	0
	 
	M
	+
	0
	



نستمر بالحل لوجود قيمة سالبة مضروبة M ,اذن سيكون المتغير الداخل للحل هو X1 لان معامله في صفZ     والمتغير الخارج R2 لان يقابل اصغر ناتج قسمة قيم عمود bi على قيم عمود المتغير الداخل ويحل محله في الجدول الثالث X1 العنصر المحوري لايساوي واحد نضرب الصف المحوري في مقلوب الكسر  
الصف المحوريX1= (  1 ; 0 ;   ;  ;  ;  ; 3 ) in T3
اصفر معامل X1 في القيد الأول وذلك بضرب الصف المحوري بنظير معامل X1 وهو  ثم اضيف الى القيد الاول
X2 =-  ( 1 ; 0 ;   ;  ;  ;  ; 3 ) + (  ;  1 ; ; 0; ; 0 ; 2 ) = (0 ;1; ;  ;  ;1) in T3
حساب قيم صف Zj وقيمة Z  في الجدول الثالث
Zj =	(4 ,3 ) 	  = (3, 4 , , ,  , ) in T3
            Z=(4  3)= 4+9 =13



	T3
	Cj
	3
	4
	0
	0
	M
	M
	bi

	CB
	B
	X1
	X2
	S1
	S2
	R1
	R2
	

	4
	X2
	0
	1
	
	
	
	
	1

	3
	X1
	1
	0
	
	
	
	
	3

	Zj
	3
	4
	
	
	
	
	Z=13

	Z = Cj – Zj
	0
	0
	
	
	M
	M
	








يتوقف الحل لان Z  0  والحل الأمثل هو 
Min Z= 13 , X1 = 3  , X2 =1  and R1= R2=0

Ex 2/ 
Max . Z=2X1 + 3X2
s.to:
4X1  + 6X2    24
5X1 +  4X2      20
           X2     = 2
X1  , X2  0
كتابة النموذج بالصيغة القياسية
 Max . Z=2X1 + 3X2 +0 S1 +0 S2 -M R1-M R1
4X1  + 6X2 +S1   = 24
5X1 +  4 X2 – S2 +R1  = 20
              X2      +R2  = 2
X1  , X2  0 , S1, S2 ,R1 ,R2  0

	T1
	Cj
	2
	3
	0
	0
	-M
	-M
	bi
	

	CB
	B
	X1
	X2
	S2
	S1
	R1
	R2
	
	

	0
	S1
	4
	6
	0
	1
	0
	0
	24
	4

	-M
	R1
	5
	4
	-1
	0
	1
	0
	20
	5

	-M
	R2
	0
	1
	0
	0
	0
	1
	2
	2min.

	Zj
	-5M
	-5M
	M
	0
	-M
	-M
	Z= -22M

	Z = Cj – Zj
	2+5M
	3+5M
	-M
	0
	0
	0
	




	T2
	Cj
	2
	3
	0
	0
	-M
	-M
	bi
	

	CB
	B
	X1
	X2
	S2
	S1
	R1
	R2
	
	

	0
	S1
	4
	0
	0
	1
	0
	-6
	12
	3

	-M
	R1
	5
	0
	-1
	0
	1
	-4
	12
	2.4min.

	3
	X2
	0
	1
	0
	0
	0
	1
	2
	∞

	Zj
	-5M
	3
	M
	0
	-M
	3+4M
	Z= 6-12M

	Z = Cj – Zj
	2+5M
	0
	-M
	0
	0
	-3-5M
	



	
	T3
	Cj
	2
	3
	0
	0
	-M
	-M
	bi
	

	CB
	B
	X1
	X2
	S2
	S1
	R1
	R2
	
	

	0
	S1
	0
	0
	
	1
	
	
	
	3min.

	2
	X1
	1
	0
	
	0
	
	
	
	تهمل

	3
	X2
	0
	1
	0
	0
	0
	1
	2
	تهمل

	Zj
	2
	3
	
	0
	
	
	Z= 

	Z = Cj – Zj
	0
	0
	
	0
	-M
	-M
	



	T4
	Cj
	2
	3
	0
	0
	-M
	-M
	bi

	CB
	B
	X1
	X2
	S2
	S1
	R1
	R2
	

	0
	S2
	0
	0
	1
	
	-1
	
	3

	2
	X1
	1
	0
	0
	
	0
	
	3

	3
	X2
	0
	1
	0
	0
	0
	1
	2

	Zj
	2
	3
	0
	
	0
	0
	Z=12

	Z = Cj – Zj
	0
	0
	0
	
	-M
	-M
	Z 0









يتوقف الحل لان قيم صف Z اصغر او يساوي صفر , الحل الالمثل
Max. Z=12 , X1 =3 and X2 =2  and S2=3
S1=R1=R2=0

ملاحظة
 1) لايمكن ادخال المتغير الاصطناعي  الى الحل كمتغير اساسي
2) تعطى الاولية في خروج المتغير الاساسي في حالة الانحلال لمتغيرات الاصطناعية 
الحالات الاستثنائية في البرمجة الخطية  
1- عدم وجود حل مقبول لوجود متغير اصطناعي ( كمتغير اساسي ) في جدول الحل الامثل 
2- عدم محدودية الحل بسبب استحالة تحديد المتغير الخارج لان قيم عمود المتغير الداخل اقل او تساوي صفر
3- انحلال الحل من خلال تحديد اصغر ناتج قسمة  عندما تكون كلها متساوية فالاختيار يكون عشوائي وهذا يشير الى وجود انحلال بالحل
ملاحظة في الحالة اعلاه يكون المتغير الخارج بين متغير الوهمي والاصطناعي هو المتغير الاصطناعي 
4- تعدد الحلول المثلى يعني وجود اكثر من حل امثل اذا كانت قيم المتغير الداخل تساوي صفر في صف Z  
رغم عدم وجودها في الحل
الثنائية في البرمجة الخطية Duality in LP   
  لكل نموذج من نماذج البرمجة الخطية هناك نموذج مقابل مشتق منه , اذا دالة الهدف النموذج الاصلي تعظيم تكون دالة الهدف النموذج المقابل تخفيض وتتضمن نفس البيانات النموذج الاصلي والعكس بالعكس . يعرف النموذج الاصلي بالنموذج  الاولي Primal model  ويعرف النموذج الاخر بالنموذج المقابلDual model     استخدام النموذج المقابل يضمن فوائد متعددة منها سهولة التوصل الى الحل الامثل لمشكلة البرمجة الخطية وذلك بتقليص خطوات الحل, بالحصول على نموذج يحتوي على عدد اقل من القيود سوف يختصر العمل الحسابي لجداول. بالاضافة  التخلص من الاشارة السالبة في الجانب الايمن ( ان وجدت ) اي عندما تكون المصادر ذات كمية سالبة.
اهم شروط النموذج المقابل
1- اذا كانت دالة الهدف تعظيم max والقيود اقل اويساوي والمتغيرات xj  مقيدة بالاشارة في المسألة الاولية تكون في المسألة الثنائية ( المقابل ) دالة الهدف من نوع تخفيض min والقيود اكبر او يساوي والمتغيرات yi مقيدة بالاشارة والعكس بالعكس . 
2- عدد المتغيرات في المسألة الاولية xj  تساوي عدد القيود في المسألة الثنائية .
3- عدد القيود في المسألة الاولية تساوي عدد المتغيرات yi  في المسألة الثناثية .
4- معاملات العمود المتغير X1   في القيد الاول الثاني الى القيد m هي معاملات القيد الاول (الصف الاول) في المسألة الثنائية ومعاملات العمود الثاني المتغير X2 في القيد الاول والثاني الى القيد m هي معاملات القيد الثاني ( الصف الثاني ) في المسألة الثنائية ونستمر الى معاملات العمود المتغير Xn  في القيد الاول الى القيدm  هي معاملات القيد n في المسألة الثنائية .
5- اذا كان احد القيود في المسألة الاولية على شكل مساواة (معادلة) وليكن القيد k يناظره متغير غير مقيد بالاشارة unrestricted) ) في المسألة الثنائية .
6- اذا كان احد المتغيرات Xj في المسألة الاولية غير مقيد بالاشارة وليكن Xk فان القيد k في المسألة الثنائية يكون مساواة.
Ex.1/ express the dual problem when primal is in canonical forms
 Primal prob. 
Max. Z=
Subject to 
     bi    ,  i=1,2,…,m
      Xj   0 , were j= 1,2,3,…,n

Dual prob.
Min. W=
Subject to 
     Cj    ,  j=1,2,…,n
      Yi   0 , were i= 1,2,3,…,m

Ex.2/
Max. Z = 3X1  + 5X2 
s.to:
2X1  + 6X2    50   -------> y1 
 3X1  + 2X2   35   -------> y2
5X1  - 3X2	 10 -1  -5X1  + 3X2    -10 -------> y3
           X 2    20  -------> y4
  X 1  , X 2    0  
Dual prob.
Min. W= 50 y1 + 35 y2 - 10 y3 + 20 y4
s.to:
2 y1 + 3 y2 - 5 y3          3
6 y1 + 2 y2 + 3 y3 +  y4   5
y1 , y2 , y3 ,y4  0

Ex.3/
Min. Z = X1  + X2 
s.to:
3X1  + X2 + X3  6   -1 - 3X1  - X2 - X3  -6   -------> y1 
 X1  + 2X2          1   -------> y2
X1  + X2 + X3   = 4   -------> y3
X 1  , X 2 , X3     0  
Dual prob.
Max. W= -6 y1 +  y2 + 4 y3
s.to:
-3 y1 +  y2 + y3        1
- y1 + 2 y2 +  y3       1
- y1          +  y3       0
y1 , y2   0 , y3 unrestricted

Ex.4/
Max. Z = X2  + 3X3 
s.to:
2X1  + X2           3   -------> y1 
 X1  + 2X2  + 6X3    5   -1 - X1  - 2X2 - 6X3   -5   -------> y2
-X1  + X2 - 2X3    = 2   -------> y3
X 1  , X 2   0,  X3 unrestricted
Dual prob.
Min. W= 3y1  -5 y2 + 2 y3 
s.to:
2y1 -  y2 -  y3       0
 y1 - 2 y2 + y3      1
      -6 y2 - 2 y3   = 3
y1 , y2   0 , y3 unrestricted
Ex.5/ for the following LP prob.
Min. Z =5 X1  + 6X2
s.to:
X1  + 2X2       =   5   
- X1  + 5X2      3  
4X1  +7 X2      8   
  X1 unrestricted ,X 2   0
1- put the prob. In the standard form
2- write the dual of the prob.
Sol. 1-
Let  X1 = X1- X1 ,	X1, X1   0
Min. Z =5 (X1- X1 )  + 6X2 + 0 S1 + 0 S2 

s.to:
(X1- X1 ) + 2X2       =   5   
-  (X1- X1)  + 5X2   - S1  = 3  
4(X1- X1)   +7 X2   + S2  =8   
X1, X1,X 2   0
Sol. 2-
Min. Z =5 X1  + 6X2
s.to:
X1  + 2X2       =   5   -------> y1 
- X1  + 5X2      3    -------> y2
4X1  +7 X2      8    -1 -4X1  -7 X2      - 8   -------> y3 
  X1 unrestricted ,X 2   0
	
Max. W= 5y1  +3y2 - 8 y3 
s.to:
   y1 -  y2  - 4y3     = 5
 2y1 + 5 y2  -7y3       6
y1 unrestricted , y2 , y3   0 
H.W.
Ex.1/
Max. Z= - 2X2  + 3X3
S.to
2X1  - 3X2 + X3    5  
5 X1  - 2X2             9   
-X1  + 4X2 + 3X3   = 8  
X 1  , X 2   0  , X3  unrestricted 
1- put the prob. In the standard form
2- write the dual of the prob.
Ex.2/
Write the primal problem of the dual
Min. W= 6y1  -14 y2 + 24 y3 
s.to:
y1 +7y2 - 9y3       4
5y1 - 6y2 +4y3       - 3
      - y2 + 2 y3   = 1
y2 , y3   0 , y1  unrestricted
الفصل الثاني نموذج النقل Transportation model  
يعد نموذج النقل احدى تطبيقات البرمجة الخطية وهو بالتحديد حالة خاصة منها بحيث تحتوي مسألة النقل n+m من القيود وnm  من المتغيرات . عند حل البرمجة الخطية بطريقة السمبلكس فان عدد المتغيرات الاساسية مساوي لعدد القيود اما في مسألة النقل فان عدد المتغيرات الاساسية هي n+m-1
تعرف مسألة النقل انها عملية نقل مواد متشابهة من مناشئها الاصلية المصادر( sources) التي تمثل مراكز الانتاجية  ( المخازن الرئيسية ) الى الاماكن النهايات  (destinations)  التي تمثل مراكز الطلب (الاسواق) بحيث تكون تكاليف النقل اقل ما يمكن او اقل زمن ممكن او زيادة الارباح. تقليل تكاليف النقل يلعب دور رئيسا في تحديد اسعار البضائع التي تصل الى المستهلك.

The general formulation of a transportation model الصيغة العامة  لنموذج النقل 
m عدد المصادر ( المخازن الرئيسية ) التي تنقل البضائع منها
n  عدد النهايات ( الاسواق ) التي يتم نقل البضائع اليها
ai عدد الوحدات العرض في المصادر i= 1,2,…,m  
bj عدد وحدات الطلب في النهايات j=1,2,…,n
Cj كلفة نقل الوحدة الواحدة (او ربح الوحدة الواحدة ) من البضاعة في المصدر i الى النهاية j 
Xij عدد الوحدات المنقولة من المصدر الى النهاية 	
Min. Z=
Subject to 
     ai    ,  i=1,2,…,m قيود العرض
ضمان الكمية المطلوبة لاتزيد عن كمية المعروضة في المصادرi   
    bj    ,  j=1,2,…,n قيود الطلب 
ضمان كمية المنقولة تحقق الطلب كحد ادنى في الاسواق j
      Xij   0 , for i and j
The balanced (standard) formulation of a transportation model
الصيغة المتوازنة ( قياسية) لنموذج النقل
If      =       اذا تساوت كميات العرض وكميات الطلب 
Min. Z=
Subject to 
   =  ai    ,  i=1,2,…,m قيود العرض
   = bj    ,  j=1,2,…,n قيود الطلب 

     Xij   0 , for i and j
ملاحظة : اذا كانت المشكلة النقل غير متوازنة 
1- مجموع ما تحتويه المصادر اكبر من مجموع ما تطلبه الاسواق , نعمل على اضافة سوق(عمود ) وهمي j الى الجدول كمية bj تساوي الفرق بين مجموع العرض والطلب اما كلف النقل cij لمربعات السوق الوهمي تساوي صفر
2- مجموع ما تحتويه المصادر اقل من مجموع ما تطلبه الاسواق , نعمل على اضافة مصدر(صف ) وهمي i الى الجدول كمية ai تساوي الفرق بين مجموع الطلب والعرض اما كلف النقل cij لمربعات المصدر الوهمي تساوي صفر
Solution of  the transportation model حل نموذج النقل 
1- ان يكون النموذج النقل متوازن (  =  )
2- ايجاد الحل الاساسي المقبول 
3- اختبار امثلية الحل 
4- تحسين امثلية الحل اذا تتطلب الامر
طرق ايجاد الحل الاساسي المقبول
1- طريقة الشمال الغربي North – west corner 
تعتبر هذه الطريقة من ابسط الطرق حيث لايستخدم اي اسلوب علمي لتوزيع الكميات المتوفرة في المصادر لتلبية احتياجات الاسواق تبدا العملية بتوزيع الكميات من الزاوية الشمالية الغربية , ولتوضیح كیفیة استخدام هذه الطریقة نورد المثال التالي:
إحدى الشركات لها ثلاثة مخازن في مواقع مختلفة، كما لها ثلاث مراكز تسویقیة وأن كميات العرض والطلب وتكاليف نقل الوحدة الواحدة من السلع موضح في المصفوفة التالية .اوجد الحل الاساسي المقبول باستخدام الركن الشمالي الغربي

	العرض
ai
	B3
	B2
	B1
	

	60
	5
0
	20
10
	10
50
	A1

	70
	14
25
	12
45
	25
0
	A2

	30
	20
30
	11
0
	9
0
	A3

	مسألة متوازنة
 160
	55
	55
	50
	الطلب
bj




                                                                    المسألة متوازنة لان      =  = 160                
لان مجموع العرض يساوي مجموع الطلب نبدأ توزيع الكميات من الزاوية الشمال الغربي المصدرA1 يتوفر فيه60 بينما كمية الطلبB1  تحتاج 50  الكمية المنقولة X11 هي Min( 60, 50 )=50 تم تلبية كل احتياجات السوق B1 وبقي في العرض  A1 =10  ,نتقل الى نقل كمية الى الكميةX12  المتبقي في العرض 10 واحتياجات السوق B2 هي55  الكمية المنقولة X12 هي  Min (10,55)= 10, نتقل الى نقل كمية X22 كمية العرض A2 =70 والمتبقي من الاحتياجات السوق B2= 45  والكمية المنقولة هيMin(70,45)= 45   تم تلبية احتياجات السوق B2 والمتبقي من المصدر A2 هو25  , نتقل الى نقل كمية X23  الكمية المتبقية بالمصدرA2 =25  واحتياجات السوق B3=55 الكمية المنقولة هي Min(25,55)= 25  , نتقل الى نقل الكمية المنقولة X33 نلاحظ تساوي كمية الطلب المتبقية في السوق الاخير مع كمية العرض في المصدر الاخير ايضا كمية المنقولة هي 30   اذن الكلفة الكلية لنقل هي
Min. Z=
Min Z = 10 (50) + 20(10) + 12(45)+14(25)+20(30) = 2190 
يجب التحقق من عدد المربعات المشغولة (المتغيرات الاساسية) وهي  m+n-1 = 5 مثل هذه المشاكل ممكن ايجاد الحل الامثل 
Ex.2/ find the basic feasible solution by North-West Corner method.

	العرضai
	B4
	B3
	B2
	B1
	

	6
	7
	11
	3
	2
	A1

	1
	1
	6
	0
	1
	A2

	10
	9
	15
	8
	5
	A3

	مسألة متوازنة
	2
	3
	5
	7
	الطلبbj


 



Ex.3/ find the basic feasible solution by North-West Corner method.

	العرضai
	B3
	B2
	B1
	

	20
	2
	1
	2
	A1

	9
	3
	2
	1
	A2

	11
	1
	2
	4
	A3

	
	15
	8
	10
	الطلبbj






2- طريقة اقل كلفة Least cost method
تعتبر طريقة اقل كلفة افضل من طريقة الشمال الغربي حيث يتم البحث عن اقل كلفة في مصفوفة الكلف ويتم توزيع الكمية المطلوبة وفقMin(ai , bj )   وتخصيص الكمية المطلوبة ثم يتم البحث عن اقل كلفة اخرى في جدول الكلف المتبقية ويتم التوزيع الكمية بالطريقة نفسها


Ex.1/
	العرضai
	B3
	B2
	B1
	

	60
	5
	20
	10
	A1

	30
	14
	12
	25
	A2

	70
	20
	11
	9
	A3

	160=160
	55
	55
	50
	الطلبbj




المسألة متوازنة لان      =  = 160                
يتم توزيع الكميات بالبحث عن اقل كلفة في مصفوفة الكلف وهي5( صف 1 عمود3) Min(60,55)= 55   الكمية المنقولة X13هي 55 , اقل كلفة اخرى موجودة هي 9 ( صف1عمود1) الكمية المنقولةX31 هيMin(70,50)= 50  , وهكذا نستمر  حتى يتم تلبية جميع احتياجات الاسواق وتحقيق الموازنة الذي تضمن عدم بقاء اي كمية اضافية في العرض او في الطلب الذي يقابل المربع الاخير
	العرضai
	B3
	B2
	B1
	

	60
	55
	5
	0
	A1

	30
		0
	30
	0
	A2

	70
	0
	20
	50
	A3

	160=160
	55
	55
	50
	الطلبbj





Min. Z=
مجموع الكلفة الكلية هي  Min Z= 5(55)+9(50)+ 11(20)+12(30)+5(20)=1405 
ممكن ملاحظة الفارق بين الحل الاساسي المقبول لطريقة اقل كلفة وطريقة الركن الشمال الغربي 
بالاضافة يجب التحقق من عدد المربعات المشغولة (المتغيرات الاساسية) وهي  3+3-1=5=m+n-1 مثل هذه النوع من المسائل ممكن ايجاد الحل الامثل لها .



Ex.2/ Compare the basic feasible solutions obtained by the north - west corner and least cost methods
	العرضai
	B4
	B3
	B2
	B1
	

	3
	1
	2
	2
	2
	A1

	7
	4
	5
	8
	10
	A2

	5
	8
	6
	6
	7
	A3

	
	4
	4
	3
	4
	الطلبbj






Ex.3/ find the basic feasible solution by least cost method
	العرضai
	B3
	B2
	B1
	

	100
	2
	7
	8
	A1

	75
	10
	9
	4
	A2

	25
	8
	2
	1
	A3

	125
	11
	6
	5
	A4

	
	130
	125
	150
	الطلبbj




	
3- طريقة فوجل التقريبية  Vogels Approximation V.A.M 
1- نحسب الفرق بين اقل كلفتين لكل صف ثم لكل عمود لمصفوفة الكلف
2- نحدد اكبر فرق لكل صف اولكل عمود 
3- نحدد اقل كلفة موجودة في ذاك الصف او العمود 
4- نوزع الكمية المنقولة Xij  وفقMin(ai , bj  )
5- نحذف الصف او العمود الذي تم استيعابه او تحقيقه
6- نكرر الخطوات السابقة حتى تتم الموازنة 



	
	العرضai
	B3
	B2
	B1
	

	[5],[10],[10]
	60
	5))
55
	20))
0
	(10)
5
	A1

	[2],[13]
	30
 
	(14) 
0
	12))
30
	25))
0
	A2

	[2],[2],[2]
	70
	(20) 
0
	11))
25
	9))
45
	A3

	




	55
	55
	50
	الطلبbj

	
	[9]
	[1]
[1]
[9]
	[1]
[1]
[1]
	



مجموع التكاليف الكلية هي                                          
Min. Z=
1365 min. Z= 5(10)+5(55)+12(30)+9(45)+11(25)= 
ممكن ملاحظة الفارق بين الحل الاساسي المقبول لطريقة فوجل التقريبية والطريقتين  اقل كلفة وطريقة الركن الشمال الغربي من خلال الحل نستنتج بان طريقة فوجل افضل الطرق وغالبا ما توصلنا الى الحل الامثل 
ايضا يجب التحقق من عدد المربعات المشغولة (المتغيرات الاساسية) وهي  3+3-1=5=m+n-1 مثل هذه النوع من المسائل ممكن ايجاد الحل الامثل لها .
Ex.2/ Compare the basic feasible solutions obtained by the north - west corner, least cost and Vogels A. methods.
	العرضai
	B3
	B2
	B1
	

	200
	31
	11
	21
	A1

	500
	20
	10
	10
	A2

	300
	6
	9
	13
	A3

	
	500
	400
	100
	الطلبbj







Ex.3/ find the basic feasible sol. by Vogels A. method


	العرضai
	B3
	B2
	B1
	

	19
	5
	4
	5
	A1

	14
	2
	7
	3
	A2

	
	7
	9
	5
	الطلبbj






اختبار امثلية الحل Test optimality solution
ايجاد الحل الاساسي المقبول لايعني نهاية المشكلة انما استخدام اساليب لاختبار هل ان الحل الذي تم الحصول عليه هو حل امثل اي حل وحيد لايمكن ايجاد حل افضل منه 
طريقة المسار المتعرج stepping stone
تستخدم لاختبار امثلية الحل وايضا لتحسين الحل ان لم يكن امثل , يتم اختبار الحل بعد ما اوجدنا الحل الاساسي المقبول بأحدى الطرق السابقة وحساب مجموع التكاليف الكلية لمشكلة النقل وتحديد عدد المتغيرات الاساسية تساويm+n-1 
ملاحظة :  1- عندما تكون عدد المتغيرات الاساسية اقل من m+n-1 يعرف الحل الاولي انه مفكك( منحل) لمعالجة هذه المشكلة يتم تخصيص كمية صفرية ومعاملتها كمتغير اساسي ( مربع مشغول ) ويتم اختيار المربع الذي يحتوي على اقل كلفة 
2- عندما تكون كلفة المسار المغلق لمتغير الغير اساسية تساوي صفر يدل هذا على وجود اكثر من حل امثل ويتم تحسين الحل واعتبار المتغير متغير داخل لحل
يتم اختبار الحل  
1- المربعات المشغولة بكميات نقل Xij تعرف بالمتغيرات الاساسية اما المربعات الفارغة تسمى بالمتغيرات الغيرالاساسية نقوم بادخال احد المتغيرات الغير اساسي الى الحل ليصبح  متغير اساسي وذلك بنقل كمية بحيث لايؤثر على توازن بين العرض والطلب
2- ايجاد مسار مغلق لكل متغير غير اساسي ( مربع فارغ ) ويتكون من مجموعة من قطع المستقيمات المتعاقبة افقيا عموديا اوعموديا افقيا يبدأ المسار المغلق من مربع  المتغير غير الاساسي وزواياه تكون متغيرات اساسية وينتهي المسار عند نفس المربع بالحفاظ على تعاقب الاشارات + , - , + , - +,.....  لاستخراج النقصان الصافي في كلفة لكل المسار فنختار االمتغير الداخل الذي يعطي اكبر نقصان في الكلفة ( اكبر عدد يحمل اشارة سالبة )
3- اذا كانت كلف المسارات موجبة يدل على ان الحل  امثل اما في حالة وجود كلف سالبة يدل على ان الحل غير امثل.
 ويتطلب تحسينه 
تحسين الحل
اذا كانت كلفة المسارات سالبة نختار المسار  الذي كلفته اكبرعدد يحمل اشارة سالبة 
1-  يتم تحديد المتغير الداخل و تحديد المتغير الخارج من بين المتغيرات الاساسية والذي يقع في زاوية المسار السالبة ونختاراصغر كمية منقولة ( الموجودة  في زوايا المسار المغلق )
2- ايجاد الحل الاساسي الجديد باضافة وطرح الكمية المنقولة  الصغرى  
Ex.1/ find and test the basic feasible solution by V.A.M 
	
	العرضai
	B3
	B2
	B1
	

	[4] ,
	90
	6))  0
	2))  90
	(8)  0
	A1

	[0], [0] 
	120
	9))   100
	9))   10
	(10) 10
	A2

	[0], [0]
	90
	 (7) 0
	(10)  0
	 (7)  90
	A3

	
	300=300
	100
	 100
	100
	الطلبbj

	
	
	[1]
[2]
	[8]
[1]
	[1]
[3]
	







Min.Z= 180+ 100+90+900+630=1900 الحل الاساسي المقبول باستخدام طريقة فوجل
عدد المتغيرات الاساسية هي m+n-1=5  ممكن اختبار الحل باستخدام طريقة المسار المتعرج
المتغيرات الغير اساسية هي X11 , X13 , X32 , X33   
X11 +8-2+9-10=5
X13 +6-9+9-2=4
X32 +10-9+10-7=4
X33 +7-9+10-7=1
الحل امثلMin.Z=1900
Ex.2/ find the optimality solution for transportation problem using least cost for B.F.S.
	العرضai
	B3
	B2
	B1
	

	20
	2)) 20
	3))0
	(2)0
	A1

	20
	4))   0
	5)) 5  
	(3) 15
	A2

	25
	  (4)  0
	(2)25
	  (4) 0
	A3

	65=65
	20
	30
	15
	الطلبbj






Min. Z= 40+45+25+50=160   الحل الاساسي المقبول
لاختبار الحل عدد المتغيرات الاساسية اقل m+n-1=5 يعرف الحل مفكك ولهذا نخصص كمية منقولة صفرية X11 =0 
	العرضai
	B3
	B2
	B1
	

	20
	2)) 20
	3))
	(2)0 
	A1

	20
	4))   
	5)) 5  
	(3) 15
	A2

	25
	 (4)
	(2)25
	 (4)
	A3

	65=65
	20
	30
	15
	الطلبbj





	
المتغيرات الغير اساسية هي X12 , X23 , X31 , X33   نعمل على ايجاد مسار مغلق لكل متغير وحساب كلفة المسار
X12  +3-2+3-5 =-1
X23  +4-2+2-3 =1
X31  +4-3+5-2 =4
X33   +4-2+5-3+2-2 =4	
الحل غير امثل ويجب تحسينه 
المتغير X12 متغير داخل لحل وكمية المنقولة هي الاقل في الزاوية السالبة لمسار 
X12    = min. ( 0,5 )=0
	العرضai
	B3
	B2
	B1
	

	20
	2)) 20
	3))  0
	(2) 
	A1

	20
	4))   
	5)) 5  
	(3) 15
	A2

	25
	 (4)
	(2)25
	 (4)
	A3

	65=65
	20
	30
	15
	الطلبbj



	
	

Min. Z = 0+40+45+25+50= 160 
نختبر الحل ونتأكد ان جميع كلف المسارات  موجبة
X11 +2-3+5-3=1
X23 +4-2+3-5=0
X31 +4-3+5-2=4
X32 +4-2+3-2=3
بما ان كلف المسارات موجبة هذا يعني الحل الامثل لمسألة النقل هيMin. Z=160  
وجود القيمة الصفرية لكلفة المسار X23   يدل على وجود حل امثل اخر لمسألة 

 H.W.
 find the optimality solution for transportation problem using North - West Corner for B.F.S.
	العرضai
	B2
	B1
	

	60
	2
	4
	A1

	40
	5
	7
	A2

	70
	10
	3
	A3

	
	65
	105
	الطلبbj







مسألة التعيين ( التخصيص ) The assignment problem  
مسألة التعيين حالة خاصة من مسألة النقل واحدى تطبيقات البرمجة الخطية , توصف المسألة بتخصيص m من الموظفين او العمال او المواقع (jobs) الى n الوظائف او المكائن اوالمشاريع . بحيث تخصيص كل مهمة الى ماكنة واحدة فقط ولايجوز تخصيص مهمتين الى ماكنة واحدة وايضا  لايجوز تخصيص مهمة الى ماكنتين.
The general formulation of Assignment problem الصيغة العامة  لتخصيص 
m =عدد الاعمال n عدد المكائن
 ai=1  لكل i= 1,2,…,m  
bj=1  لكل  j=1,2,…,n
Cij كلفة (او ربح ) 
	1 j الى i اذا تم تخصيص   
Xij =   
	0عدا ذلك 	
Min. Z=
Subject to 
   =  1    ,  i=1,2,…,n 
   = 1    ,  j=1,2,…,n 
      Xij  {0,1}  for i and j

الطريقة الهنكارية Hungarian method 
تعتمد اجراءات الحل وفق هذه الطريقة بالخطوات الاتية
اولا- نطرح اصغر رقم في كل صف من جميع ارقام ذلك الصف او نطرح اصغر رقم في كل عمود من جميع ارقام ذلك العمود 
ثانيا- تغطية الاصفار بالمصفوفة باقل عدد من المستقيمات الافقية او العمودية
ثالثا- ان كان عدد الخطوط المستقيمة اكبر او يساوي عد الصفوف (الاعمدة) نتقل الى الخطوة (5) للتعيين عدا ذلك نذهب الى الخطوة 4)) 
رابعا- اذا كان عدد الخطوط المستقيمة اقل من عدد الصفوف (الاعمدة) 
· نحدد اصغر رقم مكشوف ونطرحه من جميع الارقام المكشوفة 
· يضاف اصغر رقم (اعلاه) الى تقاطعات الخطوط المستقيمة 
· تبقى بقية الارقام على ما كانت عليه
· نرجع الى الخطوة (2) 
خامسا- اذا كان عدد الخطوط المستقيمة اكبر اويساوي عدد الصفوف (الاعمدة) 
1- نبدأ بالصفوف ونختار الصف الذي فيه صفرفقط نضع حوله دائرة وتحذف الاصفار في عمود هذا الصفر
2- بعد الانتهاء من الصفوف ولم تنتهِ عملية التعيين نختار العمود الذي فيه صفر فقط ونضع حوله دائرة ونشطب الاصفار في صف هذا الصفر
3- نكرر ( 1) و(2) حتى تتم عملية التعيين
4- نحسب الكلفة وذلك بالرجوع للمصفوفة الاصلية ونجمع القيم التي حددت بالتعيين
Ex.1/ find the optimal that assignment minimizes the cost matrix

	1
	m1
	m2
	m3
	m4
	Min.

	j1
	4
	8
	3
	9
	3

	j2
	6
	5
	6
	2
	2

	 j3
	9
	4
	9
	10
	4

	j4
	10
	2
	8
	6
	2


	2
	m1
	m2
	m3
	m4

	j1
	1
	5
	0
	6

	j2
	4
	3
	4
	0

	j3
	5
	0
	5
	6

	j4
	8
	0
	6
	4

	min
	1
	0
	0
	0


	3
	m1
	m2
	m3
	m4

	j1
	0
	5
	0
	6

	j2
	3
	3
	4
	0

	j3
	4
	0
	5
	6

	j4
	7
	0
	6
	4

	عدد الخطوط اقل منn
Min.=3 اصغر رقم مكشوف هو


      


	4
	m1
	m2
	m3
	m4

	j1
	0
	8
	0
	9

	  j2
	0
	3
	1
	0

	j3
	1
	0
	2
	6

	j4
	4
	0
	3
	4

	عدد الخطوط اقل منn
Min. =1اصغر رقم مكشوف هو 


	5
	m1
	m2
	m3
	m4

	j1
	0
	9
	0
	9

	j2
	0
	4
	1
	0

	j3
	0
	0
	1
	5

	j4
	3
	0
	2
	3

	عدد الخطوط تساوي n


	6
	m1
	m2
	m3
	m4

	j1
	0
	9
	0
	9

	  j2
	0
	4
	1
	0

	j3
	0
	0
	1
	5

	j4
	3
	0
	2
	3


         




	1
	m1
	m2
	m3
	m4

	j1
	4
	8
	3
	9

	j2
	6
	5
	6
	2

	 j3
	9
	4
	9
	10

	j4
	10
	2
	8
	6


j1 m3 , j2 m4 , j3 m1 , j4 m2
Min.Z= 3+2+9+2=16


Ex.2/ find the optimal that assignment minimizes the cost matrix

	1
	m1
	m2
	m3
	m4
	m5
	Min.

	j1
	10
	7
	4
	6
	5
	4

	j2
	3
	2
	6
	9
	10
	2

	 j3
	11
	8
	9
	7
	5
	5

	j4
	4
	8
	3
	1
	6
	1

	j5
	9
	12
	4
	7
	3
	3



	2
	m1
	m2
	m3
	m4
	m5

	j1
	6
	3
	0
	2
	1

	j2
	1
	0
	4
	7
	8

	j3
	6
	3
	4
	2
	0

	j4
	3
	7
	2
	0
	5

	j5
	6
	9
	1
	4
	0

	min
	1
	0
	0
	0
	0


        






	3
	m1
	m2
	m3
	m4
	m5

	j1
	5
	3
	0
	2
	1

	j2
	0
	0
	4
	7
	8

	j3
	5
	3
	4
	2
	0

	j4
	2
	7
	2
	0
	5

	j5
	5
	9
	1
	4
	0

	عدد الخطوط اقل منn
اصغر رقم مكشوف هو   Min.=1


	4
	m1
	m2
	m3
	m4
	m5

	j1
	5
	3
	0
	2
	2

	j2
	0
	0
	4
	7
	9

	j3
	4
	2
	3
	1
	0

	j4
	2
	7
	2
	0
	6

	j5
	4
	8
	0
	3
	0

	عدد الخطوط اقل منn
  Min.=1 اصغر رقم مكشوف هو








	5
	m1
	m2
	m3
	m4
	m5

	j1
	4
	2
	0
	1
	2

	j2
	0
	0
	5
	7
	10

	j3
	3
	1
	3
	0
	0

	j4
	2
	7
	3
	0
	7

	j5
	3
	7
	0
	2
	0

	عدد الخطوط اقل منn 
 Min.=1 اصغر رقم مكشوف هو


	6
	m1
	m2
	m3
	m4
	m5

	j1
	3
	1
	0
	1
	2

	j2
	0
	0
	6
	8
	11

	j3
	2
	0
	3
	0
	0

	j4
	1
	6
	3
	0
	7

	j5
	2
	6
	0
	2
	0

	عدد الخطوط تساوي n 


      




	1
	m1
	m2
	m3
	m4
	m5

	j1
	10
	7
	4
	6
	5

	j2
	3
	2
	6
	9
	10

	 j3
	11
	8
	9
	7
	5

	j4
	4
	8
	3
	1
	6

	j5
	9
	12
	4
	7
	3



j1 m3 , j2 m1 , j3 m2 , j4 m4 , j5 m5
Min.Z= 4+3+8+1+3=19

الفصل الثالث تحليل شبكات الاعمال Network Analysis   
يعد اسلوب المخطط الشبكي  من الاساليب الكفؤة والمتطورة لتخطيط وجدولة العمليات المختلفة وتحليلها يهدف الى تقليل وقت انجاز المشروع وضمان الاستخدام  الامثل للموارد من العمال والمكائن والمعدات ورأس المال. والمخطط الشبكي (network) يشير الى الوظائف الاساسية المختلفة للمشروع والفعاليات الضرورية لانجاز الوظائف مع بيان العلاقات والتسلسل الزمني والمنطقي بين الانشطة  او مجموعة من الخطوط ممثلة بأسهم ومرتبطة فيما بينها حيث تتصل مع بعضها بدوائر تمثل الاحداث .
مكونات المخطط الشبكي   Element of a Network
1- المشروع ( Project) مجموعة من الانشطة المترابطة فيما بينها منطقيا  والتي يجب تنفيذها ضمن زمن معين قبل ان يتم انجاز المشروع الكلي 
2- النشاط (Activity) يشير الى العمل الذي يستغرق وقتا وجهد ويتطلب لموارد مادية من اجل اتمامه , ويتمثل بسهم متجه بالمخطط الشبكي
3- الحدث (Event)  تمثل نقطة زمنية لاتستهلك جهدا ولا موردا تؤشر بداية فعالية (نشاط) معينة ونهاية فعالية اخرى ومتسلسلة حسب اسبقية الحدث بارقام تصاعدية وتتمثل بدائرة بالمخطط الشبكي 
عند رسم المخطط الشبكي يجب اتباع الخطوات التالية:-
1- كل نشاط يتم تمثيله بسهم واحد فقط    
  
2- كل نشاط يبدا بحدث وينتهي بحدث اخر    (i)          (j)                            
  
3- ممكن ينطلق من الحدث البداية i اكثر من نشاط  وممكن ان يشترك اكثر من نشاط بحدث النهايةj 

(i)	 (j)


4-  لايمكن ان يشترك نشاطين بحديثين البداية والنهاية في وقت نفسه 

(i)                          (j) 

ولتلافي هذه المشكلة يتم رسم نشاط وهمي بزمن تنفيذ صفر ( لا يحتاج الى وقت او جهد ) ويتمثل بسهم متقطع ويحافظ على تسلسل التتابعي للانشطة في الشبكة 

                                       (j)    
                               
			(i)
                                            (k)             
 
5- ترقيم الاحداث بالتسلسل المنطقي لانشطة المشروع بارقام تصاعدية وعدم تكرار رقم الحدث 
6- لكل شبكة لها نقطة بداية تعرف المنبع ولها نقطة نهاية واحدة تعرف المصب في بعض المشاريع توجد اكثر من نهاية واحدة
تحليل شبكات الاعمال
دراسة تحليل الشبكات له دور مهم في تنفيذ المشاريع الكبيرة بأقصر وقت واقل التكاليف ويستخدم 
اسلوب المسار الحرج  لتحليل شبكات الاعمال 
اسلوب المسار الحرج (Critical Path Method CPM) 
يعرف  المسار الحرج CP بانه سلسلة من الانشطة الحرجة التي تربط نقطتي البداية والنهاية في المخطط الشبكي وان اي تأخير في النشاط يؤدي الى تأخير تنفيذ المشروع بأكمله ( يعني لا يوجد وقت فائض في تنفيد اي من انشطته)
يتم استخدام هذا الاسلوب في المشاريع ذات طبيعة محددة (الوقت اللازم لكل نشاط محدد مسبقا ) كبناء الجسور والمشاريع الصغيرة والعملاقة
لتحديد المسار الحرج هناك نوعان من الحسابات الامامية والعكسية 
الحسابات الامامية : تبدا من نقطة البداية وتتجه الى نقطة النهاية وتسمى بزمن الابتداء المبكر
زمن الابتداء المبكر(  ( Earliest starting timeاقرب وقت متوقع لاتمام عمل ويوضع الرقم داخل مربع في المخطط الشبكي ويرمزES ويحسب لكل حدث تصاعديا وبالشكل التالي
نفرض ان ESi =0 عندما i=1 الذي يمثل الحدث الأول ومن ثم نستخرج ESj  حدث النهاية النشاط      (  i,j) حيث j˂ i وتحسب 
ESj =maxi (ESi+Dij)   لكافة الأنشطة  (  i,j) باعتبار Dij  يمثل وقت تنفيذ النشاط  (  i,j)

الحسابات العكسية : حيث تبدأ من نقطة النهاية  وتتجه رجوعا الى نقطة البداية وتعرف بزمن الإنجاز المتأخر 
زمن الإنجاز المتاخر ( Latest Completing time )  انه اكبر وقت  يمكن ان ينقضي ويوضع داخل مثلث في المخطط الشبكي ويرمز LC ويحسب بالشكل التالي:
حيث n هو الحدث الأخير فان LCn=ESn اما بقية الأنشطة يحسب الزمن المتأخر لها وفق 
LCi=minj (LCj-Dij) لكافة الأنشطة (  i,j) باعتبار Dij  يمثل وقت تنفيذ النشاط  (  i,j)
بعد الانتهاء من الحسابات وحساب الأوقات البدء المبكر والاتمام المتاخر  يتم تحديد المسار الحرج والمكون من الأنشطة الحرجة (  i,j) وهي التي تحقق الشروط الاتية: 
1- ESi =LCj
2- ESj =LCj
3- ESj – ESi =LCj  - LCi =Dij
 
EX.1 Construct the project network for the following activities, calculate the total time and determine the critical path CP 
	Activity
النشاط
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G
	H

	Predecessor
النشاط السابق
	-
	A
	A
	B
	C,D
	B
	E,F
	G

	Dij
وقت تنفيذ
	4
	5
	8
	6
	7
	10
	6
	2




	الحسابات الامامية
	الحسابات العكسية

	ES1=0
	LC7=ES7=30

	ES2=ES1+D12=0+4=4
	LC6=LC7-D67=30-2=28

	ES3=ES2+D23=4+5=9
	LC5=LC6-D56=28-6=22

	ES4=max.(ES2+D24;ES3+D34)=
max.(4+8;9+6)=15
	LC4=LC5-D45=22-7=15

	ES5=max.(ES3+D35;ES4+D45)=
max.(9+10;15+7)=22
	LC3=min.(LC4-D34;LC5-D35)=
min.(15-6;22-10)=9

	ES6=ES5+D56=22+6=28
	LC2=min.(LC3-D23;LC4-D24)=
9-5;15-8=4

	ES7=ES6+D67=28+2=30
	LC1=LC2-D12=4-4=0
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المسار الحرج 
ABDEGH =30 total time


EX.2 Construct the project network for the following activities, calculate the total time and determine the critical path CP
	Activity
النشاط
	1-2
	2-3
	2-4
	3-4
	3-5
	3-6
	4-5
	4-6
	5-6

	Dij
وقت تنفيذ
	3
	3
	2
	0
	3
	2
	7
	5
	6
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الفصل الرابع نظرية المباراةGame theory 
هي نظرية تستخدم في اتخاذ القرارات في حالة عدم التأكد وتهتم بالتحليل الرياضي للتنافس بين جهتيين او اكثر وكل جهة ( اللاعب او فريق ) تطمح للكسب الاوفر على حساب الجهة الأخرى. 
المباراة Game:هي منافسة او صراع بين جهتيين ( لاعبين) او اكثر كل منهم لديه عدد من الاختيارات سواءمحدودة او غير محدودة وتعرف بالاستراتيجيات . 
الاستراتيجية:Strategy    هي الاختيار للقرار الذي تتخذه جهة معينة وفقا لقواعد علمية تصف للاعب التحركات والتحركات المضادة الذي يقوم بها طول وقت المباراة وتؤدي الربح او تقليل الخسارة .
مصفوفة العائد اوالدفع :(Profit or Payoff Matrix)  هي مصفوفة العوائد التي تمثل المدفوعات التي يقدمها اللاعب الخاسر الى اللاعب الرابح في نهاية المباراة حيث تمثل الأرقام الموجبة ربح الى اللاعب الأول A وخسارة الى اللاعب الثاني B والأرقام السالبة ربح الى اللاعب الثاني B وخسارة الى اللاعب الأول A 
نقطة الاستقرار او التعادل  Saddle Point: يقال للمباراة ان لها نقطة استقرار اذا كانت Max.min. العائد الجهة الأول A تساوي Min.max. العائد الجهة الثانية B
الاستراتيجية الخالصة Pure Strategy: هي الاستراتيجية المثلى التي تختارها الجهة من بين الاستراتيجيات وتختارها طول وقت المباراة وتقدم للجهة الرابحة اكبر ربح واقل خسارة للجهة الخاسرة في المباراة.
المباراة لشخصين ذات المجموع الصفري two-person zero sum game: هي مباراة تجري بين جهتين كل جهة تحاول جعل المباراة لصالحها اذا كان مجموع الأرباح والخسائر يساوي الصفر تعرف المباراة ب ( المباراة ذات المجموع الصفري ) وان ما تربحه الجهة الأولى  تخسره الجهة الثانية. 
Optimal solution for two person الحل الأمثل للمباراة ذات المجموع الصفري لشخصين
في مصفوفة العائد الصفوف تتمثل استراتيجيات اللاعب الاول A والمعيار الذي يتبعه هو اختيار اقل ربح لكل استراتيجية (صف) وبعدها يختار اكبر max.min. ربح وتعرف بالاستراتيجية الخالصة او المثلى .
اما الاعمدة تتمثل استراتيجيات اللاعب الثاني B والمعيار الذي يتبعه هو اختيار اكبر خسارة لكل استراتيجية (عمود) وبعدها يختار اقل  min.max. خسارة وتعرف بالاستراتيجية الخالصة او المثلى .
اذا تساوت قيمة الاستراتيجية المثلى max.min. للاعب الأول مع قيمة الاستراتيجيةmin.max.  للاعب الثاني تكون المباراة مستقرة ولها saddle point   والتي تساوي قيمة المباراة.
Ex.1 for the following profit matrix, find a saddle point and the optimum strategy.
	B
	Min.

	A
	8
	2
	9
	5
	2

	
	6
	5
	7
	11
	5

	
	-3
	-1
	0
	-2
	-3

	Max.
	8
	5
	9
	11
	


Max.min. for A is =5
Min.max. for B is =5 
There is a saddle point since max.min. = min.max. =5 
The optimum strategy for A is A2 , and the optimum strategy for B is B2
The game value = 5
اما اذا كانت المباراة غير مستقرة يعني لا توجد saddle point  تكون قيمة المباراة محددة بالمتباينة  The game value  






Ex.2 finds a saddle point and the optimum strategy.
	    B
	Min.

	A
	3
	5
	-1
	4
	-1

	
	2
	-4
	4
	8
	-4

	
	-7
	0
	-2
	10
	-7

	
	9
	10
	-4
	-1
	-4

	Max.
	9
	10
	4
	10
	



Max.min. for A is =-1
Min.max. for B is =4 
There is  no a saddle point since max.min.  min.max. 
The optimum strategy for A is A1 , and the optimum strategy for B is B3
-1 The game value  
Domination strategies الاستراتيجيات الهيمنة
إيجاد الحل للمصفوفة العائد ذات ابعاد صغيرة اسهل من إيجاد الحل لمصفوفة ذات ابعاد كبيرة ويمكن تصغير حجم المصفوفة وذلك بتحقيق الشرطين: 
1- بالنسبة الى الصفوف نحذف الصف الذي ارقامه اقل او تساوي ارقام صف اخر 
2- بالنسبة الى الاعمدة نحذف العمود الذي ارقامه اكبر اوتساوي ارقام عمود اخر

Ex.3 finds a saddle point and the optimum strategy.
	
	B1
	B2
	B3
	B4

	A1
	0
	-3
	7
	5

	A2
	5
	4
	6
	3

	A3
	3
	2
	8
	-3

	A4
	-1
	-3
	3
	2


	0
	-3
	7
	5

	5
	4
	6
	3

	3
	2
	8
	-3


	-3
	5

	4
	3

	2
	-3



	-3
	5

	4
	3






	
	B2
	B4
	Min.

	A1
	-3
	5
	-3

	A2
	4
	3
	3

	Max.
	4
	5
	



Max.min. for A is =3
Min.max. for B is =4 
There is no a saddle point since max.min.  min.max. 
The optimum strategy for A is A2 , and the optimum strategy for B is B2
3 The game value  

Mixed Strategies الاستراتيجيات المختلطة (المركبة)
تستخدم هذه الاستراتيجيات في حالة لا توجد مباراة مستقرة يعني ليس لها نقطة استقرار       saddle point   في هذه الحالة يقسم اللاعب وقته بين استراتيجياته 

1- الطريقة الاحتمالية probability method 
تستخدم هذ الطريقة في مصفوفة عوائد او دفع    
· نفرض اللاعب اللاعب A  يلعب استراتيجته الأولى بأحتمال   حيث   ويلعب استراتيجته الثانية بأحتمال 1-   
· اللاعبB  يلعب استراتيجيه الأولى بأحتمال  حيث   ويلعب استراتيجيه الثانية باحتمال1-   
لتكن لدينا مصفوفة  
   

	
	
	1-

	
	X11
	X12

	1- 
	X21
	X22



1- حساب قيمة   وثم إيجاد قيمة
     ; and  
2- حساب قيمة  و ثم إيجاد قيمة   
 
3- إيجاد قيمة المباراة 
Game value V= X11() + X21()
Game value V = X11() +X12()
4- تحديد الاستراتيجيات المثلى

Ex.1 find the game value

	-3
	7

	6
	1

	-5
	3


	-3
	7
	Min.-3

	6
	1
	Min.1

	Max.6
	Max.7
	


اولا: استخدم استراتيجيات الهيمنة لتقليص المصفوفة






ثانيا: ايجاد saddle point 
Max.min. for A is =1
Min.max. for B is =6 
There is no a saddle point since max.min.  min.max. 
المصفوفة ليس لها نقطة استقرار وقيمة المبارة هي 
1 The game value   


	
	
	1-

	
	-3
	7

	1- 
	6
	1


ثالثا : استخدام طريقة الاحتمالية 
 
	
	
	1-
	

	
	-3
	7
	

	1- 
	6
	1
	

	
	
	
	





   ;       
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Game value =  for A
Game value =  for B 
 The game value V= 3 
The optimum mixed strategies for Aand, the optimum mixed strategies for B



Ex.2 find the game value
	4
	13
	11

	-9
	5
	-11

	5
	-3
	13


اولا: استخدم استراتيجيات الهيمنة لتقليص المصفوفة 
	4
	13
	11

	5
	-3
	13


	4
	13
	11

	-9
	5
	-11

	5
	-3
	13






	4
	13
	Min.4

	5
	-3
	Min.-3

	Max.5
	Max.13
	






ثانيا : ايجاد نقطة الاستقرار
Max.min. for A is =4
Min.max. for B is =5 
There is no a saddle point since max.min.  min.max. 
المصفوفة ليس لها نقطة استقرار وقيمة المبارة  
4 The game value   
	
	
	1-

	
	4
	13

	1- 
	5
	-3










ثالثا : استخدام طريقة الاحتمالية

	
	
	1-
	

	
	4
	13
	

	1- 
	5
	-3
	

	
	
	
	



  ;       
  ;      
Game value =  for A
Game value =  for B 
The game value V =4.53 
The optimum mixed strategies for Aand, the optimum mixed strategies for B

H.W 
Solve the following game 
	5
	-1
	0

	4
	-1
	3

	3
	4
	-1

	0
	-2
	2

	-2
	3
	-2








2- الطريقة البيانية  Graphical method
  هذه الطريقة في مصفوفة دفع n×2 او 2×m

Ex.1/ solve the following game 
	2
	3
	-1

	4
	2
	6

	3
	-1
	5


اولا: استخدام استراتيجيات الهيمنة لتقليص مصفوفة الدفع 
	
	

	2
	3
	-1
	Min. -1

	4
	2
	6
	Min. 2

	Max. 4
	Max. 3
	Max. 6
	


ثانيا: ايجاد a saddle point
 


Max.min. for A =2
Min.max. for B=3
There is no a saddle point since max.min.  min.max. 
المصفوفة ليس لها نقطة استقرار وقيمة المبارة  
2 The game value   

ثالثا: استخدام الطريقة البيانية لمصفوفة دفع n×2
 اللاعب A  يلعب لان لديه فقط استراتيجتين , يلعب استراتيجته  الاولى باحتمال واستراتيجته الثانية باحتمال   , بحيث   , وباحتمال  0    , يتوقع اللاعبA الربح بالاعتماد على استراتيجيات اللاعب B
E(A/B1) = 


يعتمد اللاعب A على الاستراتيجية المثلى max.min. لهذا يجعل القيمة المتوقعة لربح اكبر اومساوية لقيمة المباراة V

     

جعل المتغيرات  بطرف الايسر والثوابت بالطرف الايمن للمتباينة 
 
    
  
بضرب المتباينات ب -1 لجعل معامل Vموجب
    
      
    
نحصل على نموذج برمجة خطية من متغيرين  وممكن حل النموذج بيانيا , بما اللاعب A يلعب استرتيجيته باحتمال  
	
	(,V)

	= 0
	V =6
	(0,6)

	= 1
	V =-1
	(1,-1)



	 
	(,V)

	= 0
	V =4
	(0,4)

	= 1
	V =2
	(1,2)


	
	(,V)

	= 0
	V =2
	(0,2)

	= 1
	V =3
	(1,3)
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القيود من النوع اقل او يساوي فاتجاه الحل لكل قيد نحو الاسفل,  نحدد منطقة الربح والتي تحقق اقل ربح ثم نحدد الاستراتيجية المثلى وهي max.min  اعظم الاقل وناتجة من تقاطع خط المستقيم القيد 2 والقيد 3 (بالاعتماد على الاستراتيجية الثانية  والاستراتيجية الثالثة للاعب B)
	
	
	
	

	
	3
	-1
	Min.-1

	
	2
	6
	Min.2

	
	Max.3
	Max.6
	


نستخدم الطريقة الاحتمالية لايجاد قيمة المباراة 	
لاتوجد نقطة استقرار لان 
max.min.  min.max.		
2 The game value  

 ;    ;      

	
	
	
	

	
	3
	-1
	

	
	2
	6
	

	
	
	
	


ايجاد قيمة المباراة 
   Game value =  for A
   Game value =  for B 

  الاستراتيجيات المثلى  
 A
B

Ex.2/ solve the following game 
	7
	6
	2

	6
	5
	1

	2
	1
	6

	3
	0
	9


اولا: استخدام استراتيجيات الهيمنة لتصغير مصفوفة الدفع 
	7
	6
	2

	6
	5
	1

	2
	1
	6

	3
	0
	9


	7
	6
	2

	2
	1
	6

	3
	0
	9


	6
	2

	1
	6

	0
	9





ثانيا: ايجاد a saddle point

Max.min. for A =2
Min.max. for B =6
There is no a saddle point since max.min.  min.max. 
المصفوفة ليس لها نقطة استقرار وقيمة المبارة  
2 The game value 

ثالثا: اللاعب B  يلعب لان لديه فقط استراتيجتين
يلعب اللاعب B  استراتيجته  الاولى باحتمال واستراتيجته الثانية   , بحيث
  , وباحتمال  0    , يتوقع اللاعبB الخسارة بالاعتماد على استراتيجيات اللاعب A
 
 
 
  يعتمد اللاعب B على الاستراتيجية المثلى min.max. لهذا يجعل القيمة المتوقعة لخسارة اقل اومساوية لقيمة المباراة V
     
 
 
جعل المتغيرات  بطرف الايسر والثوابت بالطرف الايمن للمتباينة 
  
  
  
بضرب المتباينات ب -1 لجعل معامل Vموجب
 
 
 
نحصل على نموذج برمجة خطية من متغيرين  وممكن حل النموذج بيانيا , بما اللاعب B يلعب استرتيجيته باحتمال 
	 
	(,V)

	= 0
	V =2
	(0,2)

	= 1
	V =6
	(1,6)



	
	(,V)
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	V =6
	(0,6)

	= 1
	V =1
	(1,1)


	
	(,V)

	= 0
	V =9
	(0,9)

	= 1
	V = 0
	(1,0)
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القيود من النوع اكبر او يساوي فاتجاه الحل لكل قيد نحو الاعلى,  نحدد منطقة االخسارة  والتي تحقق اكبر خسارة  ثم نحدد الاستراتيجية المثلى وهي min.max.  اقل  الاعظم   وناتجة من تقاطع خط المستقيم القيد 1 والقيد 3 (بالاعتماد على الاستراتيجية االاولى والاستراتيجية الثالثة للاعب A)
نستخدم الطريقة الاحتمالية لايجاد قيمة المباراة 	
لاتوجد نقطة استقرار 
	
	
	
	

	
	6
	2
	Min.2

	
	0
	9
	Min.0

	
	Max.6
	Max.9
	


max.min.  min.max.			
2 The game value 



 ;    ;        

	
	
	
	

	
	6
	2
	

	
	0
	9
	

	
	
	
	



ايجاد قيمة المباراة 
   Game value =  for A
   Game value =0 for B 

   الاستراتيجيات المثلى  
 A
B

H.W
Solve the following game
	2
	4
	6

	2
	3
	4

	3
	2
	3

	-2
	6
	5
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